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Àííîòàöèÿ

Èçó÷åíû áàçèñû Ìèíêîâñêîãî äëÿ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ls(R) (s = 2, 3, ...) ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ ðåøåòîê â Rs.
Êàæäàÿ ìàòðèöà M ∈ GLs(R) îïðåäåëÿåò ðåøåòêó Γ (M) ∈ Ls(R), êîòîðàÿ ïî-
ðîæäàåòñÿ áàçèñíûìè óçëàìè γ(1), ..., γ(s), ñîñòàâëåííûìè èç ñòîëáöîâ M. Ïðè
ýòîì Γ (M) = Γ (M ′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ′ = MU äëÿ íåêîòîðîé
óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû U. Ïðè ïîñòðîåíèè ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ àëãîðèò-
ìà öåïíûõ äðîáåé â ðàìêàõ òåîðèè "îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ"Âîðîíîãî è
Ìèíêîâñêîãî [1] è [2], ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ áàçèñîâ (ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèö)
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìèíèìàëüíûå áàçèñû (ìè-
íèìàëüíûå ìàòðèöû). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ìèíèìàëüíûõ
áàçèñîâ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê èç L∗3(R), ãäå

L∗s(R) =
{
Γ ∈ Ls(R) | ∀(γ1, ..., γs) ∈ Γ ′ : γ1 6= 0, ..., γs 6= 0

}
.

Çäåñü Γ ′ = Γ r {(0, ..., 0)}. Äëÿ ðåøåòîê Γ ∈ L∗s(R) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âàæíîå

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü γ 6= ±γ′ � óçëû èç Γ ′. Òîãäà |γi| 6= |γ′i| ïðè âñåõ
i = 1, ..., s.

Äëÿ íåïóñòîãî êîíå÷íîãî T ⊂ Rs è i = 1, ..., s ïîëîæèì

|T |i = max
{|xi|

∣∣(x1, ..., xi, ..., xs) ∈ T
}
.

Ñëåäóÿ [2] è [3], äëÿ Γ ∈ L∗s(R) íàçîâåì S =
{
γ(1), ..., γ(t)

} ⊂ Γ ′ ìèíèìàëüíûì,
åñëè:

a) γ(i) 6= ±γ(j) ïðè âñåõ 1 ≤ i < j ≤ t;
á) íå ñóùåñòâóåò γ̃ ∈ Γ ′ ñ |γ̃i| < |S|i ïðè âñåõ i = 1, ..., s.
Åñëè S ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ "îòíîñè-

òåëüíûé ìèíèìóì"(â äàëüíåéøåì ïðîñòî ìèíèìóì) èç [1]. Ñïðàâåäëèâî
Çàìå÷àíèå 2. Ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà S

òàêæå ìèíèìàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, âñå ýëåìåíòû S ìèíèìóìû.
Ñîãëàñíî [1] è [3] ìèíèìóìû γ è γ′, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî {γ, γ′} � ìè-

íèìàëüíî, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè. Áàçèñ γ(1), ..., γ(s) ðåøåòêè Γ ∈ L∗s(R), ñî-
ñòàâëÿþùèé ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, íàçîâåì ìèíèìàëüíûì áàçèñîì. Ðåøåòêè
èç L∗s(R) îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîæåñòâà GL∗s(R)
â GLs(R). Íàçîâåì ìàòðèöó M ∈ GL∗s(R) ìèíèìàëüíîé, åñëè γ(1)(M), ..., γ(s)(M)
(ñòîëáöû M ) ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíûé áàçèñ â Γ (M).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fs ñåìåéñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

F : GLs(R) −→ GLs(R),

ñîñòîÿùåå èç êîìïîçèöèé ïðåîáðàçîâàíèé GLs(R) â ñåáÿ âèäà:
à) ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ;
á) îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå çíàêà ó âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðûõ ñòðîê è ñòîëá-

öîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî GL∗s(R) è åãî ïîäìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ìàò-

ðèö èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç Fs.
Ïóñòü γ(1), γ(2) áàçèñ Γ ∈ L∗2(R) è M ∈ GL∗2(R) ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç γ(1) è γ(2). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F ∈ F2

F (M) =

(
a1 −b1

a2 b2

)
(1)

ñ 0 < a1 < b1 è 0 < b2 < a2, òî ìíîæåñòâî {γ(1), γ(2)} � ìèíèìàëüíî è M
ìèíèìàëüíàÿ ìàòðèöà. Âîðîíîé [1] äîêàçàë îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â ñëåäóþùåì
âèäå. Ïóñòü {γ(1), γ(2)} � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ Γ ∈ L∗2(R). Òîãäà
γ(1), γ(2) ñîñòàâëÿþò áàçèñ Γ, à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ìàòðèöû M
âûïîëíåíî (0.1) ñ íåêîòîðûì F ∈ F2.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ýòè âîïðîñû äëÿ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê è
äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ(1), γ(2), γ(3) áàçèñ Γ ∈ L∗3(R) è M ∈ GL∗3(R) ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
F ∈ F3 ìàòðèöà F (M) èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:




a1 b1 c1

a2 −b2 −c2

a3 −b3 c3


 ,




a1 b1 −c1

a2 −b2 −c2

a3 −b3 c3


 (2)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ai, bi, ci, ó êîòîðûõ â îáîèõ ñëó÷àÿõ a1 < b1, c1 < b1, b2 <
a2, c2 < a2, a3 < c3, b3 < c3, è â ïåðâîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
íåðàâåíñòâ c1 < a1, b2 < c2, à âî âòîðîì b2+c2 > a2, b3 < a3. Òîãäà ìíîæåñòâî
{γ(1), γ(2), γ(3)} ìèíèìàëüíî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî â Γ ∈ L∗3(R)
ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè óçëàìè. Òîãäà:

à) γ(1), γ(2), γ(3) ñîñòàâëÿþò áàçèñ Γ ;
á) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû M íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå F ∈ F3,

äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà F (M) èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ â (0.2).
Ðàíåå, â [2] Ìèíêîâñêèé äîêàçàë óòâåðæäåíèå à) òåîðåìû äðóãèì ìåòîäîì.

Âîðîíîé [1] óñòàíîâèë (ñì. òàêæå [4]), ÷òî ëþáóþ ïàðó ñìåæíûõ ìèíèìóìîâ
γ(1), γ(2) ðåøåòêè Γ ∈ L∗3(R) ìîæíî äîïîëíèòü òðåòüèì óçëîì γ(3) äî áàçèñà.
Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå γ(3) ìîæåò ôèãóðèðîâàòü ëþáîé äðóãîé óçåë âèäà
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±(γ(3) +m1γ
(1) +m2γ

(2)) ñ ïðîèçâîëüíûìè öåëûìè m1 è m2. Ìû äîêàçûâàåì
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ëþáóþ ïàðó γ(1), γ(2) ñìåæíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ ∈
L∗3(R) ìîæíî äîïîëíèòü òðåòüèì óçëîì γ(3) äî ìèíèìàëüíîãî áàçèñà.

Ðàíåå â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå γ(3) ìîæíî âûáðàòü ìèíèìóì
ðåøåòêè Γ.

�1. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè áàçèñà

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåòêà â R3 � ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ êîìáèíàöèé

Γ = {m1γ
(1) + m2γ

(2) + m3γ
(3) | m1,m2,m3 ∈ Z},

ãäå γ(1), γ(2), γ(3) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà èç R3. Êàê óæå îòìå÷àëîñü
âî ââåäåíèè, ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ ðåøåòêàìè èç L∗3(R). Ïîëîæèì
äëÿ ëþáîãî x ∈ R3

Γ ′(x) =
{
γ ∈ Γ ′∣∣ |γi| ≤ |xi|; i = 1, 2, 3}.

Ëåììà 1. Ïóñòü Γ ∈ L∗3(R) � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñíûìè óçëàìè

γ(1) = (a1, a2, a3),
γ(2) = (b1,−b2,−b3),
γ(3) = (c1,−c2, c3)

(3)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ai, bi, ci, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) max(a1, c1) < b1, max(b2, c2) < a2, max(a3, b3) < c3;
2) âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ

c1 < a1, b2 < c2.

Òîãäà γ(1), γ(2), γ(3) � ìèíèìàëüíûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óñëîâèé 1) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Γ ′(b1, a2, c3) = {±γ(1),±γ(2),±γ(3)}. (4)

Ëþáîé óçåë γ ∈ Γ ′ èìååò âèä:

γ = m1γ
(1) + m2γ

(2) + m3γ
(3) = (5)

= (m1a1 + m2b1 + m3c1,m1a2 −m2b2 −m3c2,m1a3 −m2b3 + m3c3),

ãäå m1, m2, m3 � öåëûå ÷èñëà, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ. Åñëè â ðàçëîæå-
íèè (1.3) äâà ÷èñëà èç m1,m2,m3 ðàâíû íóëþ, òî γ = miγ

(i). Èç âñåõ òàêèõ
óçëîâ òîëüêî ±γ(i) ∈ Γ ′(b1, a2, c3).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òå óçëû â Γ ′, ó êîòîðûõ â ðàçëîæåíèè (1.3) õîòÿ áû
äâà ÷èñëà èç m1,m2,m3 îòëè÷íû îò íóëÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî m1 ≥ 0. Òîãäà:

à) äëÿ m2 > 0 è m3 ≥ 0

γ1 = m1a1 + m2b1 + m3c1 > b1;

á) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 > 0

γ3 = m1a3 + |m2|b3 + m3c3 > c3;

â) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 ≤ 0 â ñëó÷àå m1 > 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 + |m3|c2 > a2,

à â ñëó÷àå m1 = 0

γ1 = −|m2|b1 − |m3|c1 < −b1.

Ïóñòü òåïåðü m2 > 0 è m3 < 0.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2) ëåììû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðà-

âåíñòâ: 1 < a1, c2 > b2.
Äëÿ 1 < a1 íàõîäèì:

à) ïðè |m3| ≥ m1 + 1

γ3 = m1a3 −m2b3 − |m3|c3 ≤ m1a3 −m2b3 − (m1 + 1)c3 =

= −c3 + m1(a3 − c3)−m2b3 < −c3;

á) ïðè |m3| ≤ m1

γ1 = m1a1 + m2b1 − |m3|c1 > m1c1 + m2b1 − |m3|c1 =

= (m1 − |m3|)c1 + m2b1 ≥ b1.

Äëÿ b2 < c2 ïîëó÷àåì:
à) ïðè |m3| ≤ m2 − 1

γ1 = m1a1 + m2b1 − |m3|c1 ≥ m1a1 + (|m3|+ 1)b1 − |m3|c1 =

= b1 + m1a1 + |m3|(b1 − c1) > b1;

á) ïðè |m3| ≥ m2 è m1 > 0

γ2 = m1a2 −m2b2 + |m3|c2 ≥ m1a2 −m2b2 + m2c2 =

= m1a2 + m2(c2 − b2) > a2;

â) ïðè m1 = 0

γ3 = −m2b3 − |m3|c3 < −c3.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåòêè Γ ∈ L∗3(R) ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè (1.1)

Γ ′(b1, a2, c3) = {±γ(1),±γ(2),±γ(3)}.
Ñëåäîâàòåëüíî, γ(1), γ(2), γ(3) ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíûé áàçèñ. Ëåììà 1 äîêà-
çàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü Γ ∈ L∗3(R) � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñíûìè óçëàìè

γ(1) = (a1, a2, a3), γ(2) = (b1,−b2,−b3),

γ(3) = (−c1,−c2, c3)
(6)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ai, bi, ci, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå 1) ëåììû 1 è ïðè
ýòîì a2 < b2 + c2, b3 < a3. Òîãäà γ(1), γ(2), γ(3) � ìèíèìàëüíûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Γ ′(b1, a2, c3) = {±γ(1),±γ(2),±γ(3)}.

Òàê êàê γ(1), γ(2), γ(3) � áàçèñ ðåøåòêè, òî äëÿ ëþáîãî óçëà γ ∈ Γ ′ íàéäóòñÿ
öåëûå ÷èñëà m1,m2,m3, äëÿ êîòîðûõ

γ = m1γ
(1) + m2γ

(2) + m3γ
(3) = (7)

= (m1a1 + m2b1 −m3c1,m1a2 −m2b2 −m3c2,m1a3 −m2b3 + m3c3).

Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà õîòÿ áû äâà ÷èñëà èç m1,m2,m3

îòëè÷íû îò íóëÿ (ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1) è m1 ≥ 0. Òîãäà:
à) äëÿ m2 > 0 è m3 ≤ 0

γ1 = m1a1 + m2b1 + |m3|c1 > b1;

á) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 > 0

γ3 = m1a3 + |m2|b3 + m3c3 > c3;

â) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 ≤ 0 ïðè m1 > 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 + |m3|c2 > a2,

à ïðè m1 = 0
γ2 = |m2|b2 + |m3|c2 ≥ c2 + b2 > a2.

Ïóñòü òåïåðü m2 > 0 è m3 > 0. Òîãäà:
à) ïðè m3 ≤ m2 − 1

γ1 = m1a1 + m2b1 −m3c1 ≥ m1a1 + (m3 + 1)b1 −m3c1 =

= b1 + m1a1 + m3(b1 − c1) > b1;
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á) ïðè m3 ≥ m2 è m1 > 0, ó÷èòûâàÿ ÷òî b3 < a3, íàõîäèì

γ3 = m1a3 −m2b3 + m3c3 ≥ m1a3 −m2b3 + m2c3 =

= m1a3 + m2(c3 − b3) ≥ a3 − b3 + c3 > c3.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåòêè Γ ∈ L∗3(R) ñ áàçèñíûìè óçëàìè (1.4)

Γ ′(b1, a2, c3) = {±γ(1),±γ(2),±γ(3)}.

Ñëåäîâàòåëüíî, óçëû γ(1), γ(2), γ(3) ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíûé áàçèñ. Ëåììà 2
äîêàçàíà.

Èç ëåìì 1 è 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò òåîðåìà 1, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âî
ââåäåíèè.

�1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2 è 3

Îïðåäåëèì F1, F2 ∈ F3 èç ðàâåíñòâ

F1




γ
(1)
1 γ

(2)
1 γ

(3)
1

γ
(1)
2 γ

(2)
2 γ

(3)
2

γ
(1)
3 γ

(2)
3 γ

(3)
3


 =



−γ

(3)
2 γ

(1)
2 −γ

(2)
2

γ
(3)
3 −γ

(1)
3 γ

(2)
3

γ
(3)
1 −γ

(1)
1 γ

(2)
1


,

F2




γ
(1)
1 γ

(2)
1 γ

(3)
1

γ
(1)
2 γ

(2)
2 γ

(3)
2

γ
(1)
3 γ

(2)
3 γ

(3)
3


 =




γ
(1)
3 γ

(3)
3 γ

(2)
3

γ
(1)
2 γ

(3)
2 γ

(2)
2

γ
(1)
1 γ

(3)
1 γ

(2)
1


.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìàòðèöà

M =




a1 b1 εc1

a2 −b2 −c2

a3 −b3 c3


 (8)

èç GL∗3(R) ìèíèìàëüíà, ε ∈ {−1, 1} è ai, bi, ci � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ
êîòîðûõ b1, a2, c3 ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà â ñòðîêàõ.

Òîãäà:
à) äëÿ ε = 1 õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö M, F1(M) ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó

òèïó èç (0.2);
á) äëÿ ε = −1 õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö M, F2(M) ïðèíàäëåæèò êî âòîðîìó

òèïó èç (0.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî F1(M) ïðè ε = 1 è F2(M) ïðè
ε = −1 îïÿòü èìåþò âèä (2.1).

Ïóñòü ε = 1.
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Åñëè c1 > a1 è b2 > c2, òî b3 > a3, ïîñêîëüêó óçåë

γ(1) + γ(2) − γ(3) = (a1 + b1 − c1, a2 − b2 + c2, a3 − b3 − c3)

íå ëåæèò â Γ ′(b1, a2, c3). Òîãäà äëÿ ìàòðèöû F1(M) óñëîâèå b3 > a3 ýêâè-
âàëåíòíî óñëîâèþ c′2 > b′2, ãäå b′2, c′2 ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû
F1(M). Òàêèì îáðàçîì, M èëè F1(M) ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó òèïó èç (0.2).

Ïóñòü ε = −1.

Åñëè a2 > b2 + c2, òî óçåë

γ(2) + γ(3) = (b1 − c1,−b2 − c2,−b3 + c3)

ëåæèò â Γ ′(b1, a2, c3), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìàòðèöû M. Ñëåäî-
âàòåëüíî a2 < b2 + c2 äëÿ âñåõ M âèäà (2.1) ñ ε = −1.

Åñëè b3 > a3, òî a1 > c1, ïîñêîëüêó óçåë

γ(1) + γ(2) + γ(3) = (a1 + b1 − c1, a2 − b2 − c2, a3 − b3 + c3)

íå ëåæèò â Γ ′(b1, a2, c3). Íî òîãäà äëÿ ìàòðèöû F2(M) óñëîâèå a1 > c1

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó b′′3 < a′′3 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
F2(M). Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö M, F2(M) ïðèíàäëåæèò êî
âòîðîìó òèïó èç (0.2). Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ïóñòü γ, γ′ � ìèíèìóìû Γ è i ∈ {1, 2, 3}. Ñëåäóÿ [1] íàçîâåì γ′

ñìåæíûì ñ γ ïî êîîðäèíàòå i, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) |γ′i| > |γi|; |γ′j| < |γj| äëÿ âñåõ j 6= i,

2) Γ ′(x) =
{± γ,±γ′

}
ñ xi = γ′i è xj = γj äëÿ âñåõ j 6= i.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ ìèíèìóìîâ îäèí èç íèõ ñìåæåí ñ äðó-
ãèì ïî íåêîòîðîé êîîðäèíàòå. Äëÿ i ∈ {1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç πi ïðîåêöèþ
R3 â R2 âäîëü êîîðäèíàòû i. Ïðè ýòîì π1(x1, x2, x3) = (x2, x3), π2(x1, x2, x3) =
(x1, x3), π3(x1, x2, x3) = (x1, x2). Ëåãêî ïîêàçàòü (ñì. [4]), ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
ñìåæíûõ ìèíèìóìîâ γ è γ′ íàéäåòñÿ êîîðäèíàòà j, äëÿ êîòîðîé η(j) = πj(γ)
è ξ(j) = πj(γ

′) ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíûé áàçèñ ïîðîæäåííîé èìè äâóìåðíîé
ðåøåòêè. Òàêóþ êîîðäèíàòó íàçîâåì ðåãóëÿðíîé äëÿ ïàðû ñìåæíûõ ìèíèìó-
ìîâ γ, γ′. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü γ′ ñìåæåí ñ γ ïî êîîðäèíàòå i. Òîãäà êîîðäèíàòà
i íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, à ñðåäè îñòàëüíûõ êîîðäèíàò ðåãóëÿðíà ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà.

Ïóñòü S = {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî Γ ∈ L∗3(R). Ïåðåñòàâ-
ëÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè óçëû, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ i = 1, 2, 3

|γ(i)
i | = max{|γ(1)

i |, |γ(2)
i |, |γ(3)

i |} = |S|i. (9)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
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Ëåììà 4. Åñëè óçëû èç S ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ êîîðäèíàòà ñ
èíäåêñîì i, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ïàðû óçëîâ èç S, îòëè÷íûõ îò
γ(i).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 4 íåâåðíî. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç M ìàòðèöó èç GL∗3(R), ñîîòâåòñòâóþùóþ óçëàì γ(1), γ(2), γ(3).

Äëÿ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F ∈ F3 ïîëîæèì M̃ = F (M) à γ̃(1), γ̃(2), γ̃(3)

� ñîîòâåòñòâóþùèé M̃ áàçèñ ðåøåòêè Γ (M̃) = Γ̃ .
Èç íåðåãóëÿðíîñòè âñåõ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû óç-

ëîâ èç {γ(1), γ(2), γ(3)} ñëåäóåò, ÷òî çíàêè â êàæäîé ïàðå ïðîèçâåäåíèé γ
(i)
i γ

(j)
j

è γ
(i)
j γ

(j)
i äëÿ (i, j) ∈ {(2, 3), (1, 3), (1, 2)} îäèíàêîâûå. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü

F (ðå÷ü èäåò òîëüêî î ïåðåìåíå çíàêîâ) òàêèì, ÷òî

γ(1) = (a1, ε1a2, ε2a3), γ̃(2) = (ε1b1, b2, ε3b3), γ̃(3) = (ε2c1, ε3c2, c3)

ñ ε1, ε2, ε3 ∈ {−1, 1} è ïîëîæèòåëüíûìè ai, bi, ci. Çàìåòèì, ÷òî γ̃(2) =
ε1(b1, ε1b2, ε1ε3b3). Ïîñêîëüêó γ̃(1) è γ̃(2) � ñìåæíûå ìèíèìóìû, òî ε2 =
−ε1ε3. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó {γ̃(1), γ̃(2), γ̃(3)} ìèíèìàëüíàÿ ìàòðèöà
èìååò âèä 


a1 ε1b1 ε2c1

ε1a2 b2 −ε1ε2c2

ε2a3 −ε1ε2b3 c3


 . (10)

Óìíîæèì âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî íà ε1, ε2, à çàòåì
óìíîæèì âòîðîé è òðåòèé ñòîëáåö íà ε1, ε2. Òîãäà (2.3) ïðåîáðàçóåòñÿ â
ìèíèìàëüíóþ ìàòðèöó 


a1 b1 c1

a2 b2 −c2

a3 −b3 c3


 . (11)

Çàìåòèì, ÷òî ó óçëà

(a1, a2, a3)− (b1, b2,−b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 + b3)

ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò a1, b2 ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà èç ìèíèìàëüíîñòè ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî a3 + b3 > c3. Äàëåå,
ó óçëà

(a1, a2, a3)− (b1, b2,−b3)− (1,−2, 3) =

= (a1 − b1 − c1, a2 − b2 + c2, a3 + b3 − c3)

àáñîëþòíûå âåëè÷èíû âñåõ òðåõ êîîðäèíàò íå ïðåâîñõîäÿò a1, b2, c3 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïîýòîìó, ïî ïðè÷èíå ìèíèìàëüíîñòè (2.4), òðåòèé ñòîëáåö ðàâåí ðàç-
íîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè óçëîâ
γ(1), γ(2), γ(3). Ëåììà 4 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4 ìû ïîïóòíî óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè
óçëû γ(1), γ(2), γ(3) ëèíåéíî çàâèñèìû (íàä R ) è ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ðåøåòêè, òî îäèí èç íèõ ðàâåí ñóììå äâóõ îñòàëüíûõ.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìû 2 è 3.
Âîñïîëüçîâàâøèñü â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèåì èç F3, íà îñíî-

âàíèè ëåììû 4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

γ(1) = (a1, a2, a3), γ(2) = (±b1, b2,±b3), γ(3) = (±c1,±c2, c3),

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ai, bi, ci, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (2.2), è γ(2) ñ γ(3) îáðà-
çóþò ðåãóëÿðíóþ ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå ïàðó. Òîãäà ìàòðèöà M, îïðåäåëÿåìàÿ
óçëàìè γ(1), γ(2), γ(3) èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ:

M1 =




a1 −b1 ±c1

a2 b2 −c2

a3 b3 c3


 , M2 =




a1 ±b1 −c1

a2 b2 c2

a3 −b3 c3




ñ ïîëîæèòåëüíûìè ai, bi, ci. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç F3 âèäà

M1 −→



b1 a1 ±c1

b2 −a2 −c2

b3 −a3 c3


 , M2 −→




c1 a1 ±b1

c3 −a3 −b3

c2 −a2 b2


 ,

ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ ëåììû 3.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíîå ìíî-

æåñòâî è γ(1), γ(2), γ(3) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå óçëû ðåøåòêè, òî íàéäåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå F èç F3, ïåðåâîäÿùåå ìàòðèöó M â ìàòðèöó M̃ = F (M),
ãäå

M =




γ
(1)
1 γ

(2)
1 γ

(3)
1

γ
(1)
2 γ

(2)
2 γ

(3)
2

γ
(1)
3 γ

(2)
3 γ

(3)
3


 ,

M̃ =




γ̃
(1)
1 γ̃

(2)
1 γ̃

(3)
1

γ̃
(1)
2 γ̃

(2)
2 γ̃

(3)
2

γ̃
(1)
3 γ̃

(2)
3 γ̃

(3)
3


 =




a1 b1 εc1

a2 −b2 −c2

a3 −b3 c3


 ,

ñ îãðàíè÷åíèÿìè:
1) ai, bi, ci � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;
2) b1 = max(a1, b1, c1), a2 = max(a2, b2, c2), c3 = max(a3, b3, c3);
3) åñëè ε = 1, òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ c1 < a1, b2 < c2, à

åñëè ε = −1, òî a2 < b2 + c2 è b3 < a3.
Ñëåäóÿ ðàáîòå [3] äîïîëíèì γ̃(1), γ̃(2) äî áàçèñà ðåøåòêè Γ̃ òðåòüèì óçëîì

γ ñ |γ1| < b1, |γ2| < a2 è ìèíèìàëüíûì |γ3|. Ïðè ýòîì γ ìîæíî âûáðàòü â
âèäå

γ = (±c′1, −c′2, c′3),
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ñ ïîëîæèòåëüíûìè c′1, c′2, c′3, è äëÿ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç γ̃(1), γ̃(2), γ, âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3. Ïîýòîìó, ìíîæåñòâà {γ̃(1), γ̃(2), γ̃(3)} è {γ̃(1), γ̃(2), γ}
îäíîâðåìåííî ìèíèìàëüíû. À ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ γ̃(3) = γ. Òåîðåìû 2 è
3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíû.
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