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Теоремы компактности
для исследования двухфазных

задач типа Стефана

В стандартных теоремах компактности для функций из пространств Соболе-
ва с целыми показателями для компактности множества в нормах W k

p обычно
требуется его равномерная ограниченность в пространстве W k+1

p1 . В работе при
k = 1 рассматривается случай, когда равномерных оценок вторых производных
во всей области определения не имеется. Однако они имеются для некоторой
последовательности подобластей. Каждая из них определяется двумя кривы-
ми. При этом с ростом номера кривые приближаются друг к другу так, что
зазор где отсутствует равномерная оценка второй производной стремится к
нулю. Необходимость таких теорем возникает при исследовании многофазных
задач Стефана, в которых наблюдается такая ситуация при построении прибли-
женных решений. Эти результаты позволяют совершать предельные переходы
по приближенным решениям в двухфазных задачах с неизвестной границей,
описывающих процессы перехода вещества из одного состояния в другое.
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Введение

Различные задачи, в которых описываются процессы, сопровождающиеся фа-
зовыми превращениями среды с поглощением или выделением скрытой теплоты,
вследствие чего появляются неизвестные заранее границы фазовых переходов, на-
зываемых свободными границами, называют задачами Стефана. В таких задачах
по самой их природе за счет потери или выделения тепла при переходе вещества
из одного состояния в другое на границе фазового перехода происходит разрыв у
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плотности потока тепла. Последний математически характеризуется разностью пре-
делов нормальных производных от температуры на искомой границе. Таким обра-
зом, вторые производные в окрестности смены фаз не могут быть суммируемыми
функциями. При построении приближенных решений к решению задачи итераци-
онным процессом в последний вовлечена и неизвестная граница. Для предельного
перехода, как и во многих нелинейных задачах, требуется сходимость в Lp первых
производных. Поэтому основная цель исследования — доказать теорему компакт-
ности, позволяющую при исследованиях разрешимости многофазных задач с неиз-
вестной границей и с условием типа условия Стефана на границах фаз, совершить
предельный переход в итерационном процессе. Например в [1] показано применение
подобной теоремы для однофазной задачи Стефана в случае, когда область делит-
ся одной кривой (своей для каждого приближенного решения) так, что с одной
стороны от этой кривой функции последовательности тождественно равны нулю.
Отсутствие таких результатов являлось препятствием при обосновании разрешимо-
сти таких задач и приводило к необходимости построения различных методик для
преодоления трудностей предельных переходов. Это во многих случаях требовало
сильных ограничений, налагаемых на входные данные. Конечно, теорема имеет и
самостоятельный интерес и сформулирована независимо от возможных её примене-
ний.

Обоснование использует некоторые методы исследования компактности абстракт-
ных функций из шкалы банаховых пространств [2, 3], которые, в свою очередь, яв-
ляются обобщением теорем компактности из Aubin J. [4], Simon J. [5], Дубинско-
го Ю.А. [6] на случай функций со значениями в семействе пространств. При этом в
теоремах из [4–6] случай шкалы пространств вообще не рассматривался, но требова-
ния гладкости по пространственной и временной переменным также были различ-
ны. Шкала «возникает» естественным образом для функций f(t,x), определенных в
нецилиндрических областях, поскольку, например, при разных t соответствующие f
имеют разные области определения по x. В отличие от [4–6] в [2] и [3] установлена
только счетная компактность. В [7] рассмотрены близкие к двухфазным задачи, но
в заданных областях (случай, когда последовательности кривых не зависят от n и
совпадают). Результаты могут использоваться и при изучении уравнений со сменой
направления эволюции. Постановки и методы исследования однофазных и много-
фазных задач Стефана приведены в [8].

1. Формулировка результата

Без уменьшения общности представлен вариант двух фаз. Рассматриваются по-
следовательности функции un двух действительных переменных (x,t). Чтобы техни-
ческие подробности не заслонили существа доказательства, представлен случай, ко-
гда ограничения на старшие производные сформулированы для самого семейства un,
а не для, например, f(un), где f — некоторая заданная функция. Показатель сум-
мируемости старших производных взят равным двум, но и здесь возможно рассмот-
рение общего случая.
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Пусть для области Q⊂R2,Q={(x,t):a<x<b,0<t<T} имеется две последователь-
ности кривых, заданных двумя последовательностями функций x= s−n (t), x= s

+
n (t);

t∈ [0,T ], для которых для всех t выполнено a⩽ s±n (t)⩽ b, и эти кривые определя-
ют в области Q две последовательности подобластей Q±

n =Q∩{(x,t) :±x<±s±n (t)}.
Отметим, что если, например, s−n (t) и s+n (t) не совпадают, то Q+

n и Q−
n могут как

пересекаться, так и не пересекаться. Будем предполагать, что s±n (t) непрерывны,
за исключением, быть может, зависящего от n конечного числа точек An⊂ [0,T ], в
которых разрывы первого рода. При этом

sup
t∈[0,T ]\

∪
n An

|s±n (t)− s(t)| → 0 при n→ ∞.

Наличие возможных точек разрыва мы не исключаем в связи с дальнейшими при-
менениями результата к исследованию задач со свободными границами.

Итак, пусть имеется последовательность определенных в Q функций wn(x,t).
При указанных условиях на s±n (t) справедлива

Теорема 1. Пусть для последовательности wn(x, t) существует постоянная c та-
кая, что для всех n выполнены неравенства

∥wn∥L∞(0,T ;W 1
2 (a,b))

⩽ c; ∥wnt∥L2(Q) ⩽ c,

функции wn имеют как в Q+
n , так и в Q−

n вторые обобщенные производные по x,
причем

T∫
0

s+n (t)∫
a

|wnxx|2dxdτ +
T∫

0

b∫
s−n (t)

|wnxx|2dxdτ ⩽ c.

Тогда для любого 1 ⩽ q < 2 последовательность wn относительно компактна в
Lq(0, T ;W

1
q (a, b)).

2. Стационарный случай

Пусть на время s+n и s−n — числовые последовательности, s — константа, a⩽s±n ⩽b
и s±n →s при n→∞, и пусть число 0<ν<1 фиксировано.

Рассмотрим для заданного c множество Gc определённых на [a,b] функций wn(x):

Gc =

wn ∈ Cν([a, b]) :

b∫
a

(
|wn|2 + |wnx|2

)
dx ⩽ c,

s+n∫
a

|wnxx|2dx+

b∫
s−n

|wnxx|2dx ⩽ c, где a ⩽ s±n ⩽ b и s±n → s при n→ ∞

 .

Заметим, что на всем промежутке [a,b] функции wn могут не иметь вторых сум-
мируемых обобщенных производных.
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Лемма 1. Для любого c <∞ множествоGc для всех q0 : 1 ⩽ q0 < 2 относительно
компактно в W 1

q0(a, b).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим числа

I±N = inf
n⩾N

{s±n , n = 1, 2, 3, . . .}, S±
N = sup

n⩾N
{s±n , n = 1, 2, 3, . . .}.

Тогда для всех N и всех n ⩾ N выполняются неравенства

I±N+1 ⩾ I±N , S
±
N ⩾ S±

N+1, I
±
N ⩽ s±n ⩽ S±

N и I±N → s, S±
N → s при N → ∞.

Функции w1, w2, .. . , wn, .. . из пространства W 1
2 (a, b) начиная с n ⩾ N принадле-

жат W 2
2 (a, I

+
N ) и, в силу последней оценки в определении Gc, равномерно ограни-

чены в норме W 2
2 (a, I

+
N ). Поэтому существует подпоследовательность, для которой

wn → w в W 1
2 (a, I

+
1 ). Отбросим у этой последовательности первый элемент, если он

оказался элементом w1. Оставшаяся часть будет состоять из функций, определен-
ных в области x ∈ (a, b) и равномерно ограниченных в норме W 2

2 (a, I
+
2 ). Поэтому

у нее существует подпоследовательность, сходящаяся по норме W 1
2 (a, I

+
2 ) к той же

самой функции. И так далее. Диагональная последовательность состоит из функ-
ций пространства W 1

2 (a, b) и обладает таким свойством, что для всех N ее “хвост”,
начиная с номера N , равномерно ограничен в W 2

2 (a, I
+
N ). Обозначим её {wn}n∈A, где

A — некоторое бесконечное подмножество натуральных чисел. Сохраняя для этой
последовательности прежнее обозначение wn, далее считаем, что n ∈ A.

Для построенной последовательности {wn}n∈A проведем аналогичный проделан-
ному выше выбор диагональной подпоследовательности, связанный с последова-
тельностью I−N . Новая диагональная подпоследовательность состоит из функций
пространства W 1

2 (a, b) и обладает таким свойством, что для всех N ее “хвост”, начи-
ная с номера N , равномерно ограничен в W 2

2 (I
−
N , b). Сохраним для неё обозначение

{wn}n∈B .

Аналогичные рассуждения, но уже для последовательности {wn}n∈B проведем
для промежутков (a, S+

N ) и (S−
N , b). В результате выделим подпоследовательность

{wn}n∈C , которая ограничена по норме пространства W 1
2 (a, b) и обладает таким

свойством, что для всех N ее “хвост”, начиная с номера N , равномерно ограничен в
W 2

2 (a, S
+
N ) и в W 2

2 (S
−
N , b).

Докажем, что она сходится в W 1
q0(a, b) для любого 1 ⩽ q0 < 2.

Зададим ε > 0 и найдем N1(ε) так, чтобы для всех n,m ∈ C, n,m ⩾ N1 выпол-
нялись неравенства

|I±N1
− s±n | < ε, |S±

N1
− s±n | < ε, |I±N1

− s±m| < ε, |S±
N1

− s±m| < ε, |s±n − s±m| < ε.

Обозначим IN = min(I+N , I
−
N ), SN = max(S+

N , S
−
N ) и представим (a, b) в виде

(a, IN1 ]
∪
(IN1 , SN1 ]

∪
(SN1 , b). Тогда имеем для всех n ⩾ N1,m ⩾ N1:

b∫
a

|wnx − wmx|q0dx ⩽
IN1∫
a

+

SN1∫
IN1

+

b∫
SN1

.
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Оценим второе слагаемое

SN1∫
IN1

|wnx − wmx|q0dx ⩽


SN1∫

IN1

|wnx − wmx|2dx


q0
2

|SN1
− IN1

|χ ⩽ (2c)
q0
2 (3ε)χ, χ > 0

в силу выбора N1. Оценим первое

IN1∫
a

|wnx − wmx|q0dx
n,m⩾N1

⩽ (b− a)
2−q0

2 ∥wnx − wmx∥q0L2(a,IN1
). (1)

Аналогично оценивается третье слагаемое

b∫
SN1

|wnx − wmx|q0dx
n,m⩾N1

⩽ (b− a)
2−q0

2 ∥wnx − wmx∥q0L2(SN1
,b). (2)

Так как хвост диагональной последовательности {wn}n∈C сходится в нормах
W 1

2 (a,IN1
) и W 1

2 (SN1
,b), то по ε>0 найдется N2(ε) такое, что при n,m⩾N2, n,m∈C

выполненяются неравенства ∥wn−wm∥W 1
2 (a,IN1

)<ε, ∥wn−wm∥W 1
2 (SN1

,b)<ε. Увели-
чив, если надо, N2(ε), считаем, что N2(ε)⩾N1(ε). Отсюда следует, что правые части
в (1) и (2) для n,m⩾N2(ε),n,m∈C оцениваются через c̃εq0 . Поэтому,

b∫
a

|wnx − wmx|q0dx ⩽ c̃(2εq0 + (3ε)χ), c̃ = max(4c
q0
2 , (b− a)

2−q0
2 )

для всех n,m⩾N2(ε),n,m∈C. Относительная компактность Gc установлена.

3. Нестационарный случай

Пусть заданы последовательности функций {s±n (t)}∞n=1,t∈[0,T ], описанные в раз-
деле 1. По функциям двух переменных wn(x,t), определенным в области Q и име-
ющим суммируемые обобщенные производные wnxx(x,t) на каждой из нецилиндри-
ческих областей Q+

n и Q−
n , определим для фиксированного c множество

Fc =

{
wn : ∥wn∥L∞(0,T ;W 1

2 (a,b))
⩽ c, ∥wnt∥L2(Q) ⩽ c,

T∫
0

s+n (t)∫
a

w2
nxxdxdt+

T∫
0

b∫
s−n (t)

w2
nxxdxdt ⩽ c

}
.

(3)

Определим измеримые множества

Sn =
{
t ∈ [0, T ] : ∥wn(·, t)∥W 1

2 (a,b)
⩽ c <∞,

∥wnxx(·, t)∥L2(a,s
+
n (t)) + ∥wnxx(·, t)∥L2(s

−
n (t),b) <∞

}
.

(4)
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Мера Sn равна мере [0,T ], так как для wn выполняется первая оценка при определе-
нии Fc и, в силу наличия третьей оценки, функции ∥wnxx(·, t)∥L2(a,s

+
n (t)),

∥wnxx(·,t)∥L2(s
−
n (t),b), как функции t, почти всюду на [0,T ] конечны. Пусть ещё S0 —

объединение по n всех точек разрыва (первого рода) функций s±n (t). Очевидно, что
для множества S=

∪
n
Sn \S0 имеем S⊆ [0,T ] и мера S равна мере [0,T ].

Справедливо следующее утверждение, аналогичное леммам из [2].

Лемма 2. Для любого ε > 0 найдется пара положительных чисел (c(ε), N(ε))

таких, что для всех t ∈ S и для всех натуральных n и m больших N(ε) будет выпол-
няться неравенство

∥wn(·, t)− wm(·, t)∥q0W 1
q0

(a,b) ⩽ ε

(
1 +

s+n (t)∫
a

w2
nxx(x, t)dx+

b∫
s−n (t)

w2
nxx(x, t)dx+

+

s+m(t)∫
a

w2
mxx(x, t)dx+

b∫
s−m(t)

w2
mxx(x, t)dx

)
+ c(ε)∥wn(·, t)− wm(·, t)∥2L2(a,b)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение леммы не выполнено.
Тогда будет существовать ε0 > 0 такое, что для любой пары положительных чисел
(k,N) найдутся tk,N ∈ S и натуральные nk,N > N и mk,N > N, для которых будет
выполнено неравенство

∥wnk,N
(·, tk,N )− wmk,N

(·, tk,N )∥q0W 1
qo

(a,b) > ε0

(
1 +

s+nk,N
(tk,N )∫

a

w2
nk,Nxx(x, tk,N ) dx+

+

b∫
s−nk,N

(tk,N )

w2
nk,Nxx(x, tk,N ) dx+

s+mk,N
(tk,N )∫

a

w2
mk,Nxx(x, tk,N ) dx+

+

b∫
s−mk,N

(tk,N )

w2
mk,Nxx(x, tk,N ) dx

)
+ k∥wnk,N

(·, tk,N )− wmk,N
(·, tk,N )∥2L2(a,b)

.

(5)

Возьмем в паре N=k, где k натуральное, устремим k к ∞ и определим ñk=nk,k,
m̃k =mk,k, t̃k = tk,k. Тогда ñk>k,m̃k>k. И, далее, без ограничения общности, счи-
таем, что t̃k фундаментальная. А выбирая еще одну подпоследовательность, счи-
таем также, что и s(t̃k) фундаментальная. В этих условиях соответствующие ñk и
m̃k также будут стремиться к ∞. Обозначим φk(x)=wñk

(x, t̃k), ψk(x)=wm̃k
(x, t̃k),

s̃1±k = s±ñk
(t̃k), s̃

2±
k = s±m̃k

(t̃k). В этих обозначениях, вспоминая определения Fc и S, и
учитывая первое неравенство в (4) неравенство (5) с некоторой константой c1 можно
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переписать в виде

c1 ⩾ ∥φk − ψk∥q0W 1
q0

(a,b) > ε0

(
1 +

s̃1+k∫
a

φ2
kxxdx+

b∫
s̃1−k

φ2
kxxdx+

+

s̃2+k∫
a

ψ2
kxxdx+

b∫
s̃2−k

ψ2
kxxdx

)
+ k∥φk − ψk∥2L2(a,b)

.

(6)

Покажем, что последовательности s̃1±k , s̃2±k фундаментальные. Имеем

|s̃1±k − s̃1±k+m| = |s±ñk
(t̃k)− s±ñk+m

(t̃k+m)| ⩽
⩽ |s±ñk

(t̃k)− s(t̃k)|+ |s(t̃k)− s(t̃k+m)|+ |s(t̃k+m)− s±ñk+m
(t̃k+m)| ⩽

⩽ sup
t∈[0,T ]\S0

|s±ñk
(t)− s(t)|+ |s(t̃k)− s(t̃k+m)|+ sup

t∈[0,T ]\S0

|s(t)− s±ñk+m
(t)|,

где S0=
∪
n
An. Аналогично устанавливается такое же неравенство для s̃2±k .

В силу наложенных условий на s±n (t) первое и третье слагаемые справа стремятся
к нулю, так как ñk→∞, а второе мало из-за фундаментальности последовательно-
сти s(t̃k).

Докажем, что s̃1+k и s̃1−k имеют один и тот же предел. Действительно,

|s̃1+k − s̃1−k | = |s+ñk
(t̃k)− s−ñk

(t̃k)| ⩽ |s+ñk
(t̃k)− s(t̃k)|+ |s(t̃k)− s−ñk

(t̃k)| ⩽
⩽ sup

t∈[0,T ]\S0

|s+nk
(t)− s(t)|+ sup

t∈[0,T ]\S0

|s(t)− s−nk
(t)| → 0

при k→∞. Аналогично устанавливаем, что s̃2+k и s̃2−k имеют один и тот же предел.
Обозначим lim

k→∞
s̃1±k = s̃1, lim

k→∞
s̃2±k = s̃2 и вернемся к неравенству (6). Из первого

условия для Sn в (4) и из (6) вытекает, что функции одной переменной φk и ψk

принадлежат Gc2 с c2=max(c1/ε0,c). Тогда, в силу действия Леммы 1, примененной
как к φk, так и к ψk, выбирая, если необходимо, подпоследовательность, можно
считать, что φk−→φ и ψk−→ψ в W 1

q0(a,b). Поэтому

φk − ψk −→ φ− ψ в W 1
q0(a, b).

Из неравенства (6) следует, что ∥φk−ψk∥2L2(a,b)
⩽c1/k−→0, то есть φ−ψ=0. Это

противоречит условию ∥φk−ψk∥q0W 1
q0

(a,b)>ε0, вытекающему из того же неравенства.

4. Доказательство теоремы 1

Интегрируя неравенство Леммы 2 по t, из (3) получим, что для любого ε > 0

найдется пара положительных чисел (c(ε),N(ε)) таких, что для всех t∈S и для всех
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натуральных n и m больших N(ε) верно неравенство

T∫
0

∥wn(·, t)− wm(·, t)∥q0W 1
q0

(a,b)dt ⩽ ε

(
T +

T∫
0

s+n (t)∫
a

w2
nxx(x, t)dxdt+

+

T∫
0

b∫
s−n (t)

w2
nxx(x, t)dxdt+

T∫
0

s+m(t)∫
a

w2
mxx(x, t)dxdt+

+

T∫
0

b∫
s−m(t)

w2
mxx(x, t)dxdt

)
+ c(ε)

T∫
0

∥wn(·, t)− wm(·, t)∥2L2(a,b)
dt ⩽

⩽ ε(T + 2c) + c(ε)

T∫
0

∥wn(·, t)− wm(·, t)∥2L2(a,b)
dt.

(7)

По определению множества Fc верна оценка ∥wn∥W 1
2 (Q)⩽c. Поэтому существует

подпоследовательность wn, сходящаяся сильно в L2(Q). Подобрав для этой подпо-
следовательности по заданному ε > 0 натуральное N1(ε) такое, чтобы при n и m

больших N1(ε) последнее слагаемое в (7) было меньше ε видим, что при n и m

больших N2(ε)=max(N1(ε),N(ε)) неравенство (7) гарантирует, что эта подпоследо-
вательность будет также сходиться и по норме пространства Lq0(0,T ;W

1
q0(a,b)).

Теорема 1 доказана. Отметим, что случай, когда имеется несколько пар функций
типа s±n (t), удовлетворяющих условиям пункта 1 (с разными пределами для разных
пар), рассматривается по этой же схеме. Кроме того, аналогично можно установить
компактность wn(x,t) в W p

q (Q), если в условиях заменить первые производные на
p-е, а вторую по x — на p+1-ю. Наконец без изменения доказательства утверждение
Теоремы 1 останется в силе и в случае, когда s±n могут иметь счетное число точек
разрыва первого рода. Конечно, при соблюдении условия sup

t∈[0,T ]\
∪

nAn

|s±n (t)−s(t)|→0

при n→∞.
По ходу доказательства можно также увидеть, что будет верна и следующая

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 оценку производной по t заменить на
условие относительной компактности в L2(Q) множества функций wn(x, t), то будет
верно утверждение теоремы 1.
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ABSTRACT

In standard compactness theorems for functions from Sobolev spaces with

integer exponents, compactness of a set in theW k
p norms usually requires its

uniform boundedness in the space W k+1
p1

. The paper considers the case (for

k = 1) when there are no uniform estimates of second derivatives through-

out the entire domain of definition. However, they exist for sequences of

subregions, each of which is determined by its own sequence of curves (in

the flat case), which approach each other as the number increases.

The need for such theorems arises in the study of multiphase Stefan

problems, in which such a situation is observed when constructing approxi-

mate solutions. These results make it possible to make limit transitions using

approximate solutions in two-phase problems with an unknown boundary,

which describe the processes of transition of matter from one state to an-

other.

Key words: Stefan’s problems, non-cylindrical domain, theorems of compact-

ness.


