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Численная оптимизация в задачах дизайна
многослойных оболочек, состоящих
из гиперболических метаматериалов

Статья посвящена численному решению оптимизационных задач для трехмер-
ной модели электростатики, возникающих при проектировании многослойных
экранирующих или маскировочных устройств. Рассмотрены различные вари-
анты дизайна оболочек. На основе анализа проведенных вычислительных экс-
периментов устанавливаются важные свойства оптимальных решений и пока-
зывается, что полученным оптимальным решениям отвечают экранирующие
или маскировочные экранирующие устройства, обладающие наивысшей эф-
фективностью в рассматриваемом классе устройств.
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Введение

На рубеже XX и XXI вв. появилось новое научное направление, связанное с
математическим моделированием и созданием искусственных структурированных
композитов или композитных сред, обладающих необычными свойствами, которые
редко или никогда не наблюдаются в природе. Впервые о материалах, обладающих
необычными свойствами, а именно отрицательным показателем преломления, было
сказано в работе советского ученого В. Г. Веселаго [1]. Однако работу В. Г. Веселаго
приняли как гипотетическую, так как у всех известных материалов того време-
ни показатель преломления был положителен и, не было найдено ни одного мате-
риала с подходящими электромагнитными свойствами. Позднее благодаря научно-
техническому прогрессу в таких областях как математика, физика, оптика и мате-
риаловедение, появились работы по созданию композитных сред, некоторые из кото-
рых могут демонстрировать отрицательное преломление [2,3] и рассеивать электро-
магнитные волны совершенно не так, как известные материалы. Такие композитные
среды в научной литературе получили название метаматериалы [4].
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Интерес научной общественности к метаматериалам демонстрирует устойчивый
рост, о чем свидетельствует большое число публикаций по указанной тематике. Этот
интерес усиливается, с одной стороны, вследствие новизны, важности и сложности
рассматриваемых математических и прикладных задач, а с другой стороны, — из-
за возможности приложения полученных результатов в ряде важных прикладных
областей. В качестве примера можно отметить, что большую известность получили
эксперименты с оптическими иллюзиями [5], разработка СВЧ-устройств с расши-
ренными или совершенно новыми функциональными возможностями [6], примене-
ние в технике антенн и излучателей [7], задачи маскировки материальных тел от
акустических и электромагнитных волн, различного рода физических полей, в том
числе тепловых, магнитных, электрических и других [8,9]. Среди большого количе-
ства работ в области маскировки материальных тел стоит отметить статьи [10, 11],
в которых для решения задач электрической маскировки используются радиаль-
но анизотропные материалы. Отметим также работы [12–18], в которых в качестве
маскировочных устройств используются слоистые цилиндрические или сферические
оболочки, где отдельные слои заполнены либо метаматериалами, либо природными
средами, параметры которых определяются с помощью оптимизационного метода.

За прошедший период с 2000 года по настоящее время было предложено и изго-
товлено большое количество метаматериалов, но особую роль заняли «гиперболи-
ческие среды», или «гиперболические метаматериалы», — сильно анизотропные сре-
ды, в которых компоненты диагональных тензоров диэлектрической или магнитной
проницаемости имеют противоположные знаки [19]. Эти материалы представляют
большой практический интерес, связанный не только со сравнительной простотой
изготовления, но и с необычными оптическими свойствами. К настоящему време-
ни известны два основных метода получения гиперболических метаматериалов. В
первом случае гиперболический отклик достигается за счет чередования слоев ди-
электрика и металла, а во втором — за счет металлических стержней, помещенных
в диэлектрическую матрицу [20–22].

В рамках нашего исследования будет рассмотрена задача дизайна, когда для
экранирования или маскировки от электростатического поля используется много-
слойная оболочка, состоящая из гиперболических метаматериалов. Так же, как и
в [12–16], для решения рассматриваемых задач дизайна экранирующих или маски-
рующих устройств мы разработаем численный алгоритм на основе метода оптими-
зации решения обратных задач с использованием метода численной оптимизации —
«метода роя частиц» (см. [23]). Используя предложенный алгоритм, с помощью вы-
числительных экспериментов покажем, что высокие характеристики проектируемых
экранирующих или маскирующих устройств могут быть достигнуты при исполь-
зовании как однослойных анизотропных оболочек, состоящих из гиперболических
метаматериалов с высоким коэффициентом анизотропии, так и многослойных изо-
тропных оболочек.
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1. Постановка прямой и обратной задач электростатики в трех-
мерном пространстве

Пусть в R3 задано постоянное электрическое поле Ea=−gradUa, которое соответ-
ствует электрическому потенциалу Ua, описываемому в сферических координатах r,
θ, φ по формуле Ua(r,θ)=−Ea(r/b)cosθ, где Ea=E0

a ·b=const, b=const. Предположим,
что в пространство, заполненное однородной средой с диэлектрической проницаемо-
стью ε0>0, помещен объект, заполненный средой, диэлектрическая проницаемость
которой ε отличается от ε0. Тогда поле Ua изменяется и принимает вид U=Ua+Us.
Здесь Us — возмущение поля Ua, вызванное помещением объекта в R3, которое будем
называть рассеянным электростатическим откликом объекта. Для нахождения от-
клика Us необходимо сформулировать прямую задачу электростатики, соответству-
ющую рассматриваемому нами сценарию помещения объекта в R3. Будем считать,
что роль размещаемого объекта играет пара (Ω,ε). Здесь Ω={x∈R3 :a<r=|x|<b} —
сферический слой, описываемый в сферических координатах (r,θ,φ), a и b — внут-
ренний и внешний радиусы слоя (см. рисунок 1а), а ε — диэлектрическая прони-
цаемость среды, заполняющей Ω. Диэлектрическая проницаемость ε в сферических
координатах r, θ описывается диагональным тензором ε=diag(εr, εt, εt). Здесь εr
(или εt) — радиальная (или тангенциальная) компонента тензора ε.

 

𝐄a = −grad𝑈𝑎 

𝑎 𝑅1 

 𝑎 

𝐵𝑅  
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a) б) 

Рис. 1. а) Схематическое изображение внешнего электрического поля Ea и мно-
гослойной сферической оболочки (Ω, ε), погруженной в свободное пространство;
б) Схематическое изображение шара BR, содержащего многослойную сферическую
оболочку (Ω, ε).

Будем учитывать, что среда, занимающая область Ω, кусочно-однородна в том
смысле, что область Ω можно разбить на конечное число M элементарных сфери-
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ческих слоев

Ωm = {Rm−1 < r = |x| < Rm}, m = 1,M, R0 = a, RM = b (1)

равной ширины d=(b−a)/M . Каждый слой заполнен однородной анизотропной сре-
дой, диэлектрическая проницаемость которой описывается диагональным тензором
в сферических координатах εm=diag(εrm,εtm,εtm), m=1,M . Здесь εrm (или εtm) —
радиальная или тангенциальная компонента тензора εm. Далее для описания
кусочно-однородной среды, заполняющей Ω, будем использовать вектор e =

=(er1,et1; ... ;erM ,etM ), составленный из компонент εrm, εtm тензоров диэлектриче-
ской проницаемости εm отдельных слоев Ωm, m=1,M , а пару (Ω,e) будем называть
электрической оболочкой. Помимо множеств (1), определим множества (см. рису-
нок 1а)

Ω0 = {x ∈ R3 : |x| < a} и ΩM+1 = {x ∈ R3 : |x| > b}

и обозначим через Um сужение U |Ωm полного поля U =Ua+Us на подобласть Ωm,
m=0,M+1. С учетом этих обозначений прямая задача нахождения электростати-
ческого отклика Us сводится к нахождению всех M +2 полей Um в области Ωm,
m=0,M+1 путем решения следующей задачи электростатики:

∆U0 = 0 в Ω0, ∆UM+1 = 0 в ΩM+1, div(εmgradUm) = 0 в Ωm, m = 1,M, (2)

gradUm × n− gradUm+1 × n = 0 при r = Rm, (3)

ε0
∂U0

∂r
= εr1

∂U1

∂r
при r = R0,

εrm
∂Um

∂r
= εr(m+1)

∂Um+1

∂r
при r = Rm, m = 1,M − 1,

(4)

εrM
∂UM

∂r
= ε0

∂UM+1

∂r
при r = RM , (5)

U0(x) = O(1) при r = |x| → 0, UM+1(x) → Ua(x) при r → ∞, (6)

рассматриваемой во всем пространстве R3, а n — единичный вектор внешней к Ω

нормали.
Рассуждая, как в [12], можно показать, что решение U=(U0,U1,...,UM+1) задачи

(2)–(6) существует и единственно. Более того, используя метод разделения перемен-
ных, поля U0, U1,. . . ,UM+1 можно явно выразить в виде

U0(r, θ) = α0 (r/b) cos θ в Ω0, (7)

Um(r, θ) =
(
αm (r/b)

νm + βm (b/r)
νm+1

)
cos θ в Ωm, m = 1,M, (8)

UM+1(r, θ) =
(
−Ea (r/b) + βM+1 (r/b)

−2
)
cos θ в ΩM+1. (9)

Здесь α0, α1, β1,. . . ,αM ,βM , βM+1 — неизвестные коэффициенты, νm — коэффициент
анизотропии среды в подобласти Ωm, определяемой по формуле

νm = (1/2)× (
√

1 + 8× (εtm/εrm)− 1). (10)
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Легко проверить, что все функции Um, m=0,M+1, определенные в (7)–(9), удо-
влетворяют всем уравнениям в (2) и условиям (6) для любых значений коэффи-
циентов αm, βm. Осталось выбрать их так, чтобы выполнялись граничные усло-
вия (3)–(5).

Подставляя (7)–(9) в (3)–(5), приходим к системе 2M+2 линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно 2M+2 неизвестных коэффициентов α0, αm, βm, βM+1,
m=1,M :

α0 − α1 (RM/R0)
1−ν1 − β1 (RM/R0)

ν1+2
= 0,

ε0α0 − α1εr1ν1 (RM/R0)
1−ν1 + β1εr1(ν1 + 1) (RM/R0)

ν1+2
= 0,

αm + βm (RM/Rm)
2νm+1 − αm+1 − βm+1 (RM/Rm)

2νm+1+1
= 0,

αmεrmνm − βmεrm(νm + 1) (RM/Rm)
2νm+1 − αm+1εr(m+1)νm+1+

+βm+1εr(m+1)(νm+1 + 1) (RM/Rm)
2νm+1+1

= 0, m = 1,M − 1,

αM + βM − βM+1 = −Ea, αMεrMνM − βMεrM (νM + 1) + 2ε0βM+1 = −ε0Ea.

(11)

Решив систему (11) и подставив найденные значения α0, αm, βm, βM+1 в (7)–(9),
найдем соответствующие поля U0 в Ω0, Um в Ωm, m=1,M и UM+1 в ΩM+1, образу-
ющие искомое решение задачи (2)–(6).

Теперь сформулируем обратные задачи для рассматриваемой электростатиче-
ской модели, возникающие при дизайне устройств, служащих для электрической
маскировки или экранирования. Для этого обозначим через U [e]= (U0[e], U1[e], ... ,
UM+1[e]), где e=(εr1,εt1;...;εrM ,εtM ), решение задачи (2)–(6), соответствующее тен-
зорам диэлектрической проницаемости εm в Ωm и постоянной диэлектрической про-
ницаемости ε0 в Ω0 и Ω+1. Пусть BR – шар достаточно большого радиуса R, содер-
жащий внутри себя Ω, Ωe =ΩM+1∩BR (см. рисунок 1б). Первая обратная задача,
называемая задачей электрической маскировки, состоит в нахождении вектора ди-
электрической проницаемости e=(εr1,εt1;...;εrM ,εtM ) на основе условий

∇U0[e] = 0, т.е. U0[e] = const в Ω0, UM+1[e] = Ua в Ωe. (12)

В случае, когда вектор e находится из выполнения только первого условия в (12),
соответствующую обратную задачу называют задачей экранирования. Сформули-
рованные выше обратные задачи относятся к классу переопределенных математи-
ческих задач, точные решения которых в общем случае не существуют, поэтому в
следующем разделе заменим обратные задачи приближенными постановками с ис-
пользованием метода оптимизации. В результате будут получены конечномерные
экстремальные задачи, для численного решения которых применим метод оптими-
зации — метод роя частиц (МРЧ) (см. [23]).
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2. Оптимизационный метод

В соответствии с методом оптимизации (см. [17]) заменим сформулированные
выше обратные задачи электрической маскировки и экранирования надлежащими
экстремальными задачами. С этой целью введем два функционала качества, отве-
чающие первому или второму условию в (12):

Ji(e) =
∥∇U0[e]∥L2(Ω0)

∥∇Ua∥L2(Ω0)
, Je(e) =

∥UM+1[e]− Ua∥L2(Ωe)

∥Ua∥L2(Ωe)
. (13)

Здесь, в частности,

∥Ua∥2L2(Ωe)
=

∫
Ωe

|Ua|2dx, ∥∇Ua∥2L2(Ω0)
=

∫
Ω0

|∇Ua|2dx,

∥UM+1[e]∥2L2(Ωe)
=

∫
Ωe

|UM+1|2dx, ∥∇U0[e]∥2L2(Ω0)
=

∫
Ω0

|∇U0[e]|2dx.

Кроме того, для получения регуляризованных решений рассматриваемых задач
определим в пространстве R2M ограниченное множество

K =
{
e = (εr1, εt1; . . . ; εrM , εtM ) ∈ R2M : εmin ⩽ εtm, εrm ⩽ εmax

}
, (14)

которое ниже будет играть роль набора управлений в общем анизотропном слу-
чае. Из определения (14) множества K следует, что каждый из его элементов e≡
(εr1,εt1;...;εrM ,εtM )∈K соответствует маскировочному (или экранирующему) устрой-
ству в виде сферической материальной оболочки (Ω,e), заполненной допустимой
кусочно-неоднородной анизотропной средой, описываемой вектором e. В случае изо-
тропного сценария, когда εrm=εtm=εm для всех m=1,M , множество (14) преобра-
зуется и примет вид

K =
{
e = (ε1, ε2, . . . , εM ) ∈ RM : εmin < εm < εmax, m = 1,M

}
. (15)

Множество (15) будет играть роль множества управлений при решении задач
дизайна изотропных устройств маскировки или экранирования.

Ниже рассмотрим две конечномерные экстремальные задачи:

Ji(e) → inf, e ∈ K, (16)

J(e) ≡ 0.5[Ji(e) + Je(e)] → inf, e ∈ K, (17)

которые являются оптимизационными аналогами сформулированных выше обрат-
ных задач. Обозначим через eopt оптимальное решение задачи (17). Если также
выполняется условие J(eopt) = 0, то это означает, согласно (13) и (17), что eopt —
точное решение задачи маскировки. Однако такая ситуация для задачи маскиров-
ки может возникнуть лишь в исключительных случаях [17]. Поэтому основной це-
лью при решении задачи (17) будет поиск таких параметров искомой оболочки в
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виде вектора eopt ∈K, для которых J(eopt) принимает достаточно малое значение
порядка 10−n, n= 6,7, ..., что соответствует высокой эффективности маскировки.
Аналогичная ситуация имеет место и для задачи экранирования (16): чем меньше
значение Ji(e

opt) для eopt∈K задачи (16), тем выше эффективность экранирования
при дизайне оболочки (Ω,eopt).

3. Метод роя частиц

Для решения поставленных экстремальных задач (16) и (17) мы применим ме-
тод глобальной оптимизации — метод роя частиц (МРЧ) [23]. Напомним, что для
минимизации функционалов Ji(e) и Je(e) в (13) были разработаны градиентные ме-
тоды, однако следует отметить, что градиентные методы имеют ряд недостатков:
во-первых, медленную скорость сходимости; во-вторых, решения, полученные гра-
диентными методами, могут описывать локальный минимум, который может сильно
отличаться от искомого глобального минимума. От этих недостатков в некоторой
степени свободны методы глобальной минимизации и, в частности, МРЧ благодаря
точечной настройки основных параметров, входящих в указанный метод. Эффек-
тивность МРЧ была продемонстрирована в работах [15–18], посвященных разра-
ботке численных алгоритмов решения задач тепловой, магнитной и электрической
маскировок. Подробное описание основных шагов этого алгоритма применительно
к задачам маскировки и экранирования можно найти в [17]. В классическом МРЧ
частицы перемещаются и коммуницируют в пространстве поиска решений. Для ча-
стицы с точкой положения ej и скоростью vj обновление ее скорости на новом вре-
менном шаге происходит в два этапа по двум формулам:

vi+1
j = ωvi

j + cpdp(p
i
j − eij) + cgdg(pg − eij), ei+1

j = vi+1
j + eij ,

где vi+1
j — j-я компонента скорости при i-ой итерации, eij — j-я координата части-

цы при i-ой итерации, pi
j — j-я координата решения, найденного частицей, pg —

координата лучшего решения, найденного всеми частицами, cp, cg — весовые коэф-
фициенты, подобранные под конкретную задачу, dp, dg — случайные числа в ин-
тервале (0,1). Поиск оптимальных параметров МРЧ ω, cp, cg, dp и dg представляет
собой отдельную актуальную область исследований [24].

Отметим, что в предыдущих работах автора [15, 18] параметры МРЧ ω, cp, cg,
dp, dg принимали рекомендованные в статье [25] значения: ω=0.729, cp =1.49445,
cg=1.49445, dp, dg∼N(0,1). Такой выбор значений параметров МРЧ был обоснован
тем, что именно эти значения показали высокую эффективность при решении ряда
задач поиска минимума.

Новизна настоящей работы заключается в том, что здесь будут использоваться
другие значения параметров МРЧ, рекомендованные в статье [26]: cp=1.5, cg=1.5,
dp, dg∼N(0,1), а параметр ω будет являться переменной величиной ω=0.4+0.5·(i/L),
где i — текущая итерация, L — общее количество итераций. Идея динамической ω

заключается в том, что, когда лучшие положения частиц становятся ближе друг к
другу, вес инерции увеличивается, чтобы предотвратить преждевременную сходи-
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мость алгоритма. Об остальных достоинствах данного подхода можно прочитать в
статье [26].

4. Результаты численного моделирования

Обсудим в этом разделе результаты численного решения рассматриваемых за-
дач дизайна устройств электрической маскировки и экранирования с использова-
нием разработанного оптимизационного алгоритма на основе МРЧ для следующих
исходных данных: a=Ra=0.035 м, b=Rb=0.05 м, R=0.1 м, ε0=1, размер роя частиц
N =25, количество итераций L=50. Внешнее приложенное электрическое поле Ea

имеет вид Ea=−gradUa, где Ua(r,θ)=−Ea(r/b)cosθ для Ea=E0
a ·b=const, E0

a = 1 В/м.
Целью численных экспериментов было исследование зависимости свойств решений
задач (16) и (17) от количества слоев M проектируемой оболочки, а также от выбора
множества управления K в (14) или в (15) и, в частности, от значения |εmax/εmin|,
называемого контрастом среды с диэлектрическими проницаемостями εmax и εmin.
В случае однородной анизотропной среды вместо контраста будем использовать по-
нятие степени анизотропии ν, которое определяется по формуле (10). Для удобства
разделим совокупность всех вычислительных экспериментов на две группы: пер-
вая группа соответствует задачам экранирования и маскировки для анизотропного
сценария, а вторая группа соответствует изотропному сценарию.

Первый тест связан с решением экстремальной задачи (16) с использованием
МРЧ в случае полностью анизотропной многослойной оболочки (Ω,e) для следую-
щей пары значений εmin и εmax (выполняющих роль гиперболического метаматери-
ала):

εmin = −2 и εmax = −0.02. (18)

Оптимизационный анализ для различных значений M = 1,16 показал, что опти-
мальные значения (εoptrm,εopttm ), m=1,M , диэлектрических проницаемостей каждого
слоя, найденные с помощью МРЧ, совпадают с парой (εmin,εmax), определенной в
(18), для любого M =1,16. Следовательно, минимизатор eopt задачи (16), соответ-
ствующий паре (18), имеет вид eopt = (εmax, εmin; εmax, εmin; ...; εmax, εmin), а ве-
личина Ji(e

opt), имеющая смысл экранирующей эффективности оболочки (Ω,eopt),
равна 1.526×10−2. Это означает, что экранирующая оболочка, спроектированная
с помощью МРЧ, представляет собой единый анизотропный образец, для которо-
го глобальные диэлектрические проницаемости εoptr , εoptt и минимальное значение
Ji(e

opt) задаются для любого числа слоев M =1,16 соотношениями

εoptr = εmax, ε
opt
t = εmin в Ω, Ji(e

opt) = 1.526× 10−2. (19)

Значение Ji(e
opt) в (19) соответствует низкой эффективности экранирования спро-

ектированной анизотропной оболочки (Ω,eopt). Таким образом, решение задачи (16)
в случае анизотропного сценария для пары параметров εmin =−2 и εmax =−0.02

не обеспечивает высоких экранирующих характеристик. Причиной низких харак-
теристик экранирования является малость коэффициента анизотропии ν = 13.651

оболочки (Ω,eopt).
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Для повышения экранирующих характеристик проектируемой оболочки необхо-
димо увеличить коэффициент анизотропии ν. В этом можно убедиться, проанали-
зировав результаты вычислительных экспериментов для пары

εmin = −32 и εmax = −0.02 (20)

с коэффициентом анизотропии ν=56.07. Как показал оптимизационный анализ, оп-
тимальные значения диэлектрических проницаемостей всех слоев, найденные с по-
мощью МРЧ, снова совпадают в каждом слое с новой парой (εmin,εmax) для любого
M =1,16. Это соответствует заполнению всех слоев проектируемой оболочки одной
и той же анизотропной средой, так что глобальные диэлектрические проницаемости
εoptr , εoptt и минимальное значение Ji(e

opt) для всех M =1,16 имеют вид

εoptr = εmax, εoptt = εmin в Ω, Ji(e
opt) = 1.610× 10−7. (21)

Значение Ji(e
opt) в (21) соответствует высоким экранирующим характеристикам

спроектированной анизотропной оболочки (Ω,eopt). Таким образом, решение зада-
чи (16) для случая анизотропного сценария при использовании пары (20) обеспе-
чивает высокие характеристики экранирования за счет высокого значения коэффи-
циента анизотропии ν=56.07 оболочки (Ω,eopt). Но это не обеспечивает простоты
его технической реализации из-за анизотропии спроектированного экранирующего
устройства.

Обсудим теперь результаты вычислительных экспериментов для тестов второй
группы, соответствующих M -слоистой изотропной оболочке. Напомним, что в этом
случае набор управлений определяется по формуле (15), а в качестве нижней и верх-
ней границ (εmin,εmax) множества K будем использовать следующую пару значений:

εmin = −0.002 и εmax = 30. (22)

Здесь εmin =−0.002 описывает диэлектрическую проницаемость некоторого леги-
рованного полимера [27], а εmax = 30 описывает диэлектрическую проницаемость
конденсаторной керамики.

Оптимизационный анализ задачи экранирования (16) показал, что оптимальное
решение eopt≡ (εopt1 ,εopt2 , ... ,εoptM ), полученное с помощью МРЧ для случая изотроп-
ного сценария, обладает двумя важными свойствами. Первое свойство заключается
в том, что для оптимального решения справедлив аналог так называемого свой-
ства «релейности». Согласно этому свойству каждая компонента εoptm , m=1,M оп-
тимального решения eopt принимает одно из двух значений εmin или εmax, которые
являются границами множества K, определенного в (15). При этом компоненты εoptm

оптимального решения eopt строго чередуются, т.е. выполняется соотношение

εopt1 = εopt3 = . . . = εoptM−1 = εmin, εopt2 = εopt4 = . . . = εoptM = εmax. (23)

Второе важное свойство состоит в том, что при увеличении количества слоев
M минимальное значение Jopt

i =Ji(e
opt) снижается. Наглядное подтверждение этих

свойств представлено в таблице 1.
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Таблица 1. Результаты решения задачи экранирования для εmin = −0.002, εmax = 30;
Ra = 0.035, Rb = 0.050, R = 0.1, Контраст = 15000.

M εopt1 εopt2 εoptM−1 εoptM Ji(eopt) Je(eopt) J(eopt)
2 −0.002 30 4.36 × 10−3 2.05 × 10−1 1.05 × 10−1

6 −0.002 30 −0.002 30 2.84 × 10−6 1.12 × 10−1 5.61 × 10−2

10 −0.002 30 −0.002 30 4.17 × 10−8 5.59 × 10−2 2.80 × 10−2

14 −0.002 30 −0.002 30 4.39 × 10−9 1.70 × 10−2 8.50 × 10−3

16 −0.002 30 −0.002 30 2.66 × 10−9 1.23 × 10−3 6.14 × 10−4

В таблице 1 представлены результаты решения задачи (16) для пары (22) в виде
оптимальных значений εopt1 , εopt2 ,εoptM−1, ε

opt
M диэлектрических проницаемостей первых

и последних слоев оболочки, а также значений Ji(e
opt), Je(eopt), J(eopt) функциона-

лов Ji, Je, J для оптимального решения eopt задачи (16). Анализ таблицы 1 пока-
зывает, что значения εopt1 , εopt2 , εoptM−1, ε

opt
M точно удовлетворяют соотношению (23).

Кроме того, при увеличении количества слоев M от 2 до 16 значение Ji(e
opt) умень-

шается с 4.363 × 10−3 до 2.662 × 10−9, что соответствует очень высокой экраниру-
ющей способности оптимальной оболочки (Ω,eopt). В то же время значения Je(e

opt)

и J(eopt), приведенные в двух последних столбцах таблицы 1 относительно велики,
поскольку при решении задачи экранирования минимизируется именно функцио-
нал Ji(e).

Обратимся теперь к задаче маскировки (17). Анализ вычислительных экспери-
ментов показал, что вышеупомянутые два свойства справедливы для оптимальных
решений, но с двумя отличиями. Во-первых, эти свойства выполняются при выпол-
нении дополнительного условия |εmin ·εmax|⩽ε20. Второе отличие состоит в том, что
соотношение (23) выполняется для всех компонент εoptm оптимального решения eopt,
за исключением последней компоненты εoptM , которая может принимать значение,
промежуточное между εmin и εmax.

Наглядным подтверждением этих свойств является таблица 2. Из таблицы 2 сле-
дует, что при увеличении M от 2 до 16 значение J(eopt) уменьшается с 7.893 × 10−3

Таблица 2. Результаты решения задачи маскировки для εmin = −0.002, εmax = 30;
Ra = 0.035, Rb = 0.050, R = 0.1, Контраст = 15000.

M εopt1 εopt2 εoptM−1 εoptM Ji(eopt) Je(eopt) J(eopt)
2 −0.002 3.414 1.58 × 10−2 3.31 × 10−8 7.89 × 10−3

6 −0.002 30 −0.002 10.36 4.70 × 10−6 1.32 × 10−9 2.35 × 10−6

10 −0.002 30 −0.002 17.72 5.20 × 10−8 8.37 × 10−10 2.64 × 10−8

14 −0.002 30 −0.002 25.54 4.67 × 10−9 4.86 × 10−9 4.77 × 10−9

16 −0.002 30 −0.002 29.69 2.67 × 10−9 7.27 × 10−10 1.70 × 10−9
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до 1.700 × 10−9, что соответствует высокой маскировочной эффективности опти-
мальной оболочки (Ω,eopt). В этом случае оптимальные значения εopt1 , εopt2 , εoptM−1, а
также промежуточные значения εoptm , 2<m<M−1, подчиняются свойству в (23), а
оптимальное значение εoptM последней компоненты εM увеличивается с 3.413 до 29.69

при изменении M от 2 до 16.
Анализ показывает, что таблица 1, соответствующая задаче экранирования, от-

личается от таблицы 2, отвечающей задаче маскировки, только значением диэлек-
трической проницаемости последнего слоя εoptM . Если для задачи экранирования
εoptM = εmax, в соответствии с правилом релейности, то для задачи маскировки по-
следняя диэлектрическая проницаемость εoptM принимает некоторое промежуточное
значение из интервала (εmin,εmax). Именно в этом и заключается особенность задачи
маскировки и ее главное отличие от задачи экранирования. С одной стороны, из-за
этого эффективность маскировки сильно зависит от диэлектрической проницаемо-
сти εoptM последнего слоя. С другой стороны, это позволяет существенно упростить
решение задачи маскировки. Действительно, поскольку по свойству релейности пер-
вые M −1 слои состоят из чередующихся материалов с диэлектрическими прони-
цаемостями εmin и εmax, то для нахождения искомого оптимального решения нет
необходимости решать общую M -мерную задачу (17), а достаточно решить соответ-
ствующую однопараметрическую экстремальную задачу относительно последнего
управления. Стоит отметить, что в случае, когда найденное значение εoptM не соот-
ветствует какому-либо хорошо известному материалу, возникает чисто техническая
трудность, связанная с созданием этого материала. Однако эта трудность не явля-
ется принципиальной ввиду достигнутых к настоящему времени больших успехов в
создании метаматериалов с заданными диэлектрическими свойствами [22,27].

Чтобы подтвердить высокую точность и эффективность разработанного итера-
ционного алгоритма, приведем ниже графики зависимости минимальных значений
функционалов качества Ji(e

opt) и J(eopt) из таблиц 1, 2 от номера итерации i для
различных случаев M ={2,4,6,12,16}.

На рисунке 2 из графиков итерационного процесса алгоритма на основе метода
роя частиц для задачи экранирования видно, что для поиска минимума требуется
не более 20 итераций. Кроме того, увеличение числа слоев M в оболочке приво-
дит к уменьшению искомого минимального значения Ji(e

opt) функционала Ji, т.е. к
увеличению экранирующей эффективности проектируемой оболочки.

На рисунке 3 из графиков итерационного процесса алгоритма на основе метода
роя частиц для задачи полной маскировки видно, что для поиска минимума требу-
ется большее количество итераций, чем для задачи экранирования, например, если
для задачи экранирования при M =16 требуется 18 итераций, то для задачи мас-
кировки при M =16 требуется 35 итераций. Кроме того, увеличение числа слоев M

приводит к уменьшению искомого минимального значения J(eopt), т.е. к увеличению
маскировочной эффективности проектируемой оболочки.
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Рис. 2. Графики зависимости минимальных значений Ji(e
opt) от номера итерации i

для различных случаев M = {2, 4, 6, 12, 16} из таблицы 1.

 

Рис. 3. Графики зависимости минимальных значений J(eopt) от номера итерации i

для различных случаев M = {2, 4, 6, 12, 16} из таблицы 2.
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Заключение

Рассмотрены обратные задачи для трехмерной модели электростатики, возни-
кающие при разработке технологий дизайна устройств электрической маскировки
и экранирования. В отличие от предыдущих работ автора [15, 18], в этой работе
была рассмотрена ситуация, когда для маскировки используются так называемые
гиперболические метаматериалы. Последний термин означает, что в этих сильно
анизотропных средах компоненты диагональных тензоров диэлектрической или маг-
нитной проницаемости имеют противоположные знаки. Для решения рассматрива-
емых обратных задач были развиты численные алгоритмы, являющиеся модифи-
кациями разработанных в [15, 18] численных алгоритмов, основанных на оптими-
зационном методе решения обратных задач и методе роя частиц в качестве метода
численной оптимизации. Проведенные численные эксперименты показали, что высо-
кие характеристики спроектированных маскирующих или экранирующих устройств
могут быть достигнуты при использовании как однослойных анизотропных обо-
лочек, состоящих из гиперболических метаматериалов с высоким коэффициентом
анизотропии, так и многослойных изотропных оболочек, состоящих из нескольких
изотропных сферических слоев Ωm, m=1,M , каждый из которых заполнен одно-
родной средой с некоторой постоянной отрицательной диэлектрической проница-
емостью εm. В случае изотропных оболочек построенные оптимальные решения
eopt≡ (εopt1 ,εopt2 ,...,εoptM ) обладают свойством релейности, согласно которому для лю-
бого числа слоев M каждая компонента εoptm оптимального решения eopt (за исклю-
чением последней компоненты εoptM в задаче маскировки) принимает одно из двух
значений εmin и εmax , которые являются границами множества управления K в (15).
Приведенные результаты достаточно близки к результатам, полученным в [15, 18],
при использовании эллиптических метаматериалов. Таким образом можно сделать
вывод о том, что применение гиперболических метаматериалов в качестве маски-
ровочных сред при решении рассматриваемых в статье задач не дает каких-либо
преимуществ по сравнению со случаем эллиптических метаматериалов в плане по-
вышения маскировочной или экранирующей эффективностей проектируемых обо-
лочек. Более того, если учесть трудности, связанные с технической реализацией
гиперболических метаматериалов, то предпочтение с точки зрения использования в
качестве маскировочных средств следует отдавать эллиптическим метаматериалам.

Тем не менее можно предложить путь к повышению маскировочной эффективно-
сти используемых гиперболических метаматериалов. Он основан на использовании
гиперболических метаматериалов с близкими к нулю диэлектрическими проницае-
мостями. Теоретическому анализу задач маскировки и экранирования в этом случае
автор собирается посвятить отдельную работу.
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ABSTRACT

The article is devoted to the numerical modeling of optimization problems

for a 3D model of electrostatics that arise when designing multilayer shield-

ing or cloaking devices. Various shell design options are considered. Based

on the analysis of the computational experiments carried out, important

properties of optimal solutions are established and it is shown that the re-

sulting optimal solutions correspond to shielding or cloaking devices that

have the highest efficiency in the class of devices under consideration.
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