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Неравенства для производных
рациональных функций

с критическими значениями на отрезке

Доказываются многоточечные теоремы искажения для рациональных функций
с ограничениями на их нули, полюсы и критические значения.
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1. Введение и формулировки результатов

Неравенствам для производных рациональных функций посвящена обширная
литература (см., например, [1–8]). В меньшей степени изучены многоточечные нера-
венства, т.е. неравенства, содержащие производные рациональных функций в конеч-
ном наборе точек [8]. В настоящей заметке выполняется частично указанный пробел
в случае, когда критические значения рациональной функции расположены на за-
данном отрезке, а производные берутся в нулях либо полюсах этой функции.

Пусть f — мероморфная функция в точке z0, f(z0)=w0. В случае z0=∞, w0 ̸=∞
под производной f ′(∞) будем понимать производную функции f(1/z) в начале ко-
ординат. При z0 ̸=∞, w0 =∞, f ′(z0) есть производная функции 1/f(z) в точке z0.

И, наконец, в случае z0 =w0 =∞ под производной f ′(∞) понимается производная
функции 1/f(1/z) в нуле. Точку z0 называют критической точкой функции f , если
f ′(z0)=0. Под критическим значением f понимаем значение этой функции в кри-
тической точке. Ограничения, наложенные на критические значения, естественным
образом влияют на поведение функций. В частности, принадлежность конечных
критических значений полинома заданному отрезку ведет к новым версиям нера-
венств марковского и бернштейновского типа [9].

Следующие четыре утверждения являются по существу проявлением одного и
того же свойства рациональных функций.
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Теорема 1. Пусть f — рациональная функция степени n ⩾ 2, все критические
значения которой принадлежат отрезку [α, β], 0 < α < β < ∞, а нули zk, k = 1, ..., n,

расположены на окружности |z| = 1. Тогда

n

√√√√ n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩾
αβn

β − α
. (1)

Равенство в (1) достигается, например, в случае

f(z) =
αβ(zn + 1)

αzn + β
.

При n=3 требование на нули функции f можно опустить.

Теорема 2. Предположим, что критические значения рациональной функции f

степени 3 принадлежат отрезку [α, β], 0 < α < β < ∞. Тогда справедливо неравен-
ство

3

√√√√ 3∏
k=1

|f ′(zk)| ⩾
αβ

β − α

3
√
3

3
√
|(z1 − z2)(z2 − z3)(z3 − z1)|

,

где f(zk) = 0, k = 1, 2, 3. Равенство достигается для экстремальной функции из тео-
ремы 1.

Теорема 3. Пусть f — рациональная функция степени n ⩾ 2 с критическими
значениями на отрезке [α, β], 0 < α < β < ∞, и нулями zk ̸= ∞, k = 1, ..., n, на веще-
ственной оси. Тогда

n

√√√√ n∏
k=1

(1 + z2k)|f ′(zk)| ⩾
2αβn

β − α
. (2)

Равенство в (2) выполняется для функции

f(z) = αβ
(z − i)n + (z + i)n

α(z − i)n + β(z + i)n
.

Аналогичные оценки имеют место для производных в полюсах функции f. При-
ведем аналог предыдущей теоремы.

Теорема 4. Если все критические значения рациональной функции f степе-
ни n ⩾ 2 расположены на отрезке [α, β], α ̸= β, α, β ∈ C, а полюсы этой функции
ak ̸= ∞, k = 1, ..., n, — на вещественной оси, то справедливо неравенство

n

√√√√ n∏
k=1

(1 + a2k)|f ′(ak)| ⩾
2n

|β − α|
.

Равенство достигается для функции

f(z) =
α(z − i)n + β(z + i)n

(z − i)n + (z + i)n
.
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В случае вещественной рациональной функции f ограничение на критические
значения в теоремах 1–3 можно заменить на требование вещественности критиче-
ских точек и ограниченности критических значений, при этом α=min{f(x):f ′(x)=0},
β=max{f(x) : f ′(x)=0}.

Все утверждения доказываются единым путем с привлечением методов [10].
Нетрудно увидеть, что наш подход приводит к серии, вообще говоря, неточных
оценок. Однако мы ограничились примерами, в которых оценки достигаются ра-
циональными функциями.

2. Доказательства

Пусть область B имеет функцию Грина gB(z,z0), z0 ∈B. Внутренним радиусом
области B относительно точки z0 называют величину

r(B, z0) = exp

{
lim
z→z0

[gB(z, z0) + log |z − z0|]
}
, когда z0 ̸= ∞,

r(B,∞) = exp
{
lim
z→∞

[gB(z,∞) + log |z|]
}
.

Из конформной инвариантности функции Грина следует, что если функция h кон-
формно и однолистно отображает область B на область h(B), то

r(B, z0)|h′(z0)| = r(h(B), h(z0)) (3)

для любой точки z0∈B.

Лемма 1. Пусть w = f(z) — рациональная функция степени n ⩾ 2, и пусть B —
односвязная область на сфере Римана Cw, содержащая некоторую точку w0 и не
содержащая критических значений функции f. Тогда множество f−1(B) состоит из
попарно непересекающихся односвязных областей Dk, каждая из которых содержит
один и только один простой нуль zk функции f−w0 (1/f, если w0 = ∞), k = 1, ... , n,

при этом выполняются равенства

r(Dk, zk)|f ′(zk)| = r(B,w0), k = 1, . . . , n. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как область B не содержит критических значений
функции f, но содержит точку w0, то все нули z1, ..., zn функции f − w0 (1/f) про-
стые. Обратная функция f−1 является аналитической в Cw и распадается в одно-
связной области B на однозначные ветви hk, определяемые условиями hk(w0) = zk,
k = 1, ... , n. Отсюда следует, что области Dk := hk(B), k = 1, ... , n, односвязные и
попарно непересекающиеся. Осталось воспользоваться равенством (3). Лемма 1 до-
казана. 2

Равенства (4) в сочетании с теоремами об экстремальном разбиении [10, гл. 6]
ведут к серии многоточечных неравенств для производной рациональной функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Положим B=Cw \ [α,β]. Функция

ω = F (w) =
β

4α

(
α

β
+

α− w

w − β

)
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отображает конформно и однолистно область B на плоскость с разрезом

Ω =
{
Cω \ {ω : Imω = 0, 1/4 ⩽ Reω ⩽ ∞}

}
,

причем F (0)=0. Равенство (3) дает

r(B, 0)|F ′(0)| = r(Ω, 0) = r
(
{z : |z| < 1}, 0

)
= 1.

Мы воспользовались тем фактом, что функция Кёбе k(z) = z(1+ z)−2 однолистно
отображает круг |z|<1 на Ω так, что k(0)=0, k′(0)=1. Отсюда

r(B, 0) =
4αβ

β − α
.

По лемме 1 n∏
k=1

r(Dk, zk)|f ′(zk)| = (r(B, 0))n =

(
4αβ

β − α

)n

,

где f(Dk)=B, zk ∈Dk. Согласно [10, теорема 6. 11]
n∏

k=1

r(Dk, zk) ⩽

(
4

n

)n

. (5)

Таким образом, выполняется неравенство (1). Проверка случая равенства осуществ-
ляется непосредственно. Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р ем ы 2 вытекает из доказательства теоремы 1, где
вместо теоремы 6.11 [10] необходимо применить теорему Г.М. Голузина [11, гл. IV,
§5, теорема 6] (см. также [10, неравенство (6. 10)]).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Дробно-линейная функция

ζ = φ(z) =
z − i

z + i

отображает вещественную ось на окружность |ζ|=1. Применяя теорему 1 к рацио-
нальной функции f(φ−1(ζ)), приходим к неравенству

n

√√√√ n∏
k=1

∣∣∣∣ f ′(zk)

φ′(zk)

∣∣∣∣ ⩾ αβn

β − α
.

Отсюда вытекает неравенство (2). Равенство достигается для функции

f(φ−1(ζ)) =
αβ(ζn + 1)

αζn + β
= αβ

(z − i)n + (z + i)n

α(z − i)n + β(z + i)n
.

Теорема 3 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р ем ы 4. В случае положительных α, β теорема 4 вы-

текает из теоремы 3. Проведем независимое и полное доказательство этой теоремы.
Функция η=Φ(w), заданная соотношением

1

2

(
η +

1

η

)
=

2w

β − α
+

α+ β

α− β
,
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конформно и однолистно отображает область B=Cw\[α,β] на внешность круга |η|>1

так, что Φ(∞)=∞. Применяя правило (3), с учетом равенства r({η : |η|>1},∞)=1

получаем
r(B,∞) =

4

|α− β|
.

Согласно лемме 1 прообраз области B при отображении f(φ−1(ζ)) представляет со-
бой объединение попарно непересекающихся областей Dk, k=1,...,n. Здесь ζ=φ(z)=

=(z−i)/(z+i) из доказательства теоремы 3. Теорема 6.11 из [10] дает неравенство (5),
где zk необходимо заменить на ζk=φ(ak), k=1,...,n. Учитывая (4), приходим к тре-
буемому неравенству:(

1

n

)n

⩾
1

|α− β|n
n∏

k=1

∣∣∣∣φ′(ak)

f ′(ak)

∣∣∣∣ = 1

|α− β|n
n∏

k=1

2

|(1 + a2k)f
′(ak)|

.

Равенство достигается в случае, когда выполняется равенство в (5). Согласно
теореме 6.11 [10] это равенство реализуется для областей Dk, ограниченных лучами
argζn=0, и точек ζk=exp(i(π/n+2πk/n)), k=1,...,n. Рациональная функция f, для
которой достигается равенство, является суперпозицией отображений

w = α+
β − α

ζn + 1
и ζ = φ(z).

Теорема 4 доказана.
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