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1. Введение

В классической теории упругости хорошо известны условия совместности Сен-
Венана для малых деформаций εij [1]:

Cjk(ε) ≡ ∆εjk +
∂2εii

∂xj∂xk
− ∂2εik

∂xj∂xi
− ∂2εij

∂xk∂xi
= 0; j, k = 1, 2, 3, (1)

где по индексу i=1,2,3 производится суммирование. Выполнение (1) гарантирует
существование функций ui = ui(x1,x2,x3) таких, что εij =(∂ui/∂xj +∂uj/∂xi)/2, и
для малых деформаций εij совпадает с тензором полной деформации Альманси:
εij =Aij .

Постановка задачи механики сплошной среды в терминах напряжений σij приво-
дит к системе дифференциальных уравнений, предложенных Бельтрами для случая
отсутствия массовых сил и полученных Митчеллом при учете массовых сил. Они
следуют из (1). Действительно, предположим, что справедливы уравнения равнове-
сия ∂σij

∂xj
+ Fi = 0, (2)
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где Fi — компоненты объемных сил, и выполняется закона Гука

εij =
1

2µ

(
σij −

λ

3λ+ 2µ
σkkδij

)
, (3)

в котором λ,µ обозначают постоянные Ламе. Подставляя (3) в (1) и используя (2),
получаем уравнения Бельтрами –Митчелла

∆σij +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σkk

∂xi∂xj
− λ

3λ+ 2µ
δij∆σkk +

∂Fi

∂xj
+

∂Fj

∂xi
= 0. (4)

Условия (1) связаны с выполнением основной кинематической гипотезы класси-
ческой теории упругости: совпадение внешней евклидовой геометрии пространства
наблюдателя с внутренней геометрией рассматриваемого материала. С геометриче-
ской точки зрения эти означает, что тензор Римана –Кристоффеля, вычисленный
для материала, равен нулю [2]. Однако С. К. Годуновым [1] было замечено, что клас-
сические компоненты деформаций не совпадают в общем случае с деформациями,
определяемыми через реологическое соотношение (3) (в [1] такие поля деформаций
называются эффективными). Поэтому тензор Римана –Кристоффеля, вычисленный
для метрического тензора, порожденного эффективной деформацией, в общем слу-
чае, не равен нулю, то есть пространство для описания таких деформаций стано-
вится неевклидовым, а условия совместности (1) не выполняются.

Любопытно, что необходимость введения неевклидовых объектов в механику
сплошных сред была неявно подчеркнута в процессе анализа инженерных проблем [3]
при создании аппаратуры для измерения уровня внутренних напряжений в сварных
конструкциях. Использованные в [3] предположения о несовместности деформаций
явно связаны с предположением об отличии от нуля тензора кривизны в простран-
стве внутри материала.

В физической литературе на необходимость введения неевклидовых характери-
стик было указано еще в [4,5]. Авторы показали, что введение “кристалла сравнения”
для описания таких дефектов, как линейные дислокации, приводит к появлению в
теории объектов несимметричной связности, запрещенных eвклидовой геометриче-
ской структурой классической теории.

Варианты обобщения классической теории упругости в рамках различных неев-
клидовых моделей сплошной среды были предложены многими исследователями,
см. [6–10] и ссылки в них. Общим для всех подходов является использование геомет-
рических объектов неевклидовости: тензора кривизны, кручения и неметричности —
в качестве переменных, характеризующих геометрическую структуру внутренних
взаимодействий частиц сплошной среды между собой. Заметим, что в классической
теории упругости эти тензоры равны нулю, что связано с гипотезой о совпадении
внутренней геометрии материала с геометрией евклидова пространства наблюда-
теля. Любое малое шевеление этой структуры, то есть введение этих функций в
классическую теорию, ведет к неевклидовой модели, которая имеет геометрическую
структуру аффинно-метрического пространства.

С физической точки зрения геометрические характеристики аффинно-метричес-
ких пространств являются внутренними переменными и не могут быть измерены
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непосредственно. В частности, при решении инженерных проблем измерения уров-
ня остаточных напряжений [3] микроскопическая детализация дефектной структу-
ры количественно не используется. Оказывается, что достаточно построить более
грубую неевклидову модель, модифицируя теорию упругости путем введения в нее
дополнительного параметра, характеризующего несовместность деформаций. При
этом на данном — макроскопическом — масштабном уровне рассмотрения пове-
дения материалов неважно, какие физические дефекты определяют возникающую
несовместность деформаций. Следует отметить, что авторы [3] на основе анализа
экспериментальных данных указали аналитическое представление параметра несов-
местности деформаций для различных материалов.

Таким образом, точность измерений влияет на выбор неевклидовой модели, ко-
торой следует воспользоваться при интерпретации результатов экспериментальных
исследований. Следовательно, с точки зрения механики сплошной среды возника-
ет естественная необходимость анализа основных соотношений классической теории
при отказе от условий совместности (1). В прямоугольных декартовых координатах
ответ был получен для сплошной среды, находящейся в состоянии равновесия при
отсутствии объемных сил [11] (формула (46)). Показано, что объект Cjk(ε) (1) ста-
новится отличным от нуля, и в соотношениях (3) появляется дополнительная сила,
характеризующая внутреннюю неевклидову геометрию материала. В настоящей ра-
боте ставится задача, во-первых, обобщить результат для случая наличия объемных
сил и, во-вторых, записать полученные соотношения неевклидовой модели в ковари-
антной форме. Решение первой части не вызывает особых технических трудностей.
Решение второй половины можно реализовать двумя путями.

Прямой путь заключается в том, чтобы, используя результат [11], применить ме-
тоды тензорного анализа, позволяющие при замене переменных в системе отсчета
получить соотношения неевклидовой модели в ковариантной форме. Эти преобра-
зования не изменяют физического состояния материала и называются пассивными
преобразованиями. Такой подход был реализован в [12] для ковариантной записи
уравнений равновесия градиентной теории. Такой путь надежно приведет к пра-
вильному результату, но является трудоемким. В связи с этим следует указать на
другой тип преобразований, зависящих от эволюции материала, в процессе которой
сплошная среда переходит из одного состояния в другое. В соответствии с термино-
логией [13], такие преобразования следует отнести к типу активных преобразований
систем отсчета наблюдателя. Подход настоящей работы состоит в том, чтобы рас-
смотреть активные преобразования, порожденные деформацией материала, и по-
лучить в результате их применения ковариантную форму обобщения классических
условий несовместности и уравнений Бельтрами –Митчелла. Ковариантная форма
записи не зависит от выбора системы отсчета, что позволяет использовать получен-
ное представление для произвольных криволинейных координат. Кратко изложим
содержание работы.

В разделе 2 дано представление внутренней метрики материала и коэффициен-
тов неевклидовой связности, ассоциированной с ней. Получено соотношение между
ними и евклидовыми коэффициентами связности, которое определяется через ха-
рактеристики деформации материала. В разделе 3 представлено условие несовмест-
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ности в ковариантной форме (28). Оно связывает деформации и тензор Риччи, ко-
торый характеризует внутреннюю неевклидову геометрию материала. В разделе 4,
используя результаты разделов 2, 3, записаны уравнения Бельтрами –Митчелла для
неевклидовой модели сплошной среды, и в качестве справочной информации они
представлены в декартовой прямоугольной и цилиндрической системе координат.

2. Метрический тензор и коэффициенты связности

Для трехмерного пространства тензор Римана – Кристоффеля полностью опре-
деляется тензором Риччи [2]:

R̃jk =
∂Γ̃i

ji

∂xk
−

∂Γ̃i
jk

∂xi
+ Γ̃i

kmΓ̃m
ji − Γ̃i

imΓ̃m
jk, (5)

в котором Γ̃i
jk — коэффициенты симметрической связности, согласованной с внут-

ренней метрикой Gij :

Γ̃i
kl =

1

2
Gim

(
∂Gmk

∂xl
+

∂Gml

∂xk
− ∂Gkl

∂xm

)
, GikGkj = δij . (6)

При этом внутренняя метрика определяется по полю эффективных деформаций
следующим образом:

Gij ≡ δij − 2πij . (7)

В дальнейшем рассматриваются малые деформации |πij |<<1, тогда в линейном
приближении формула (6) запишется в виде

Γ̃i
kl

∼=
1

2

(
∂Gi

k

∂xl
+

∂Gi
l

∂xk
− ∂Gkl

∂xi

)
∼=

1

2

(
∂Gik

∂xl
+

∂Gil

∂xk
− ∂Gkl

∂xi

)
. (8)

Подстановка (8) в (5) дает в этом приближении

R̃jk =
1

2

(
∂2Gik

∂xi∂xj
+

∂2Gij

∂xk∂xi
− ∂2Gii

∂xj∂xk
−∆Gjk

)
≡

= R̃jk(π) ≡ ∆πjk +
∂2πii

∂xj∂xk
− ∂2πik

∂xj∂xi
− ∂2πij

∂xk∂xi
≡ Cjk(π).

Отсюда и из (1) следует, что выполнение условий совместности Сен-Венана экви-
валентно обращению в нуль тензора Риччи R̃ij =0, то есть свойству евклидовости
внутренней геометрии материала

Тензор Альманси Aij принадлежит к классу тензоров, порождаемых в трехмер-
ном евклидовом пространстве векторным полем ui(x1,x2,x3), и связан с внешней
метрикой gij наблюдателя соотношением

gij ≡ δij − 2Aij . (9)

Коэффициенты связности Γi
kl, ассоциированные с метрикой gij , равны

Γi
kl =

1

2
gim

(
∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
, gikgkj = δij . (10)
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Они определяют тензор Риччи Rjk, который тождественно равен нулю, поскольку
метрика gij является евклидовой:

Rjk =
∂Γi

ji

∂xk
−

∂Γi
jk

∂xi
+ Γi

kmΓm
ji − Γi

imΓm
jk ≡ 0. (11)

В линейном приближении для Aij всегда справедливо тождество

Cjk(A) = 0. (12)

Однако деформация реальных твердых тел сопровождается уже при умеренных
нагрузках диссипативными эффектами, обусловленными появлением необратимой
составляющей полной деформации. Для количественного описания таких процес-
сов при малых деформациях обычно используется предположение об аддитивности
обратимых εij и необратимых деформаций πij [3]:

Aij = εij + πij . (13)

Для конечных деформаций общепринятой связи между указанными тремя тензора-
ми нет. Обсуждение более сложных, чем (13), нелинейных связей между ними дано,
например, в [14].

Подставляя (13) в (12), получаем, что Cjk(A)=Cjk(ε)+Cjk(π)=0. Отсюда и из (5)
следует представление для тензора Риччи в виде

R̃ij(ε) = −R̃ij(π), (14)

где R̃ij(ε) — тензор Риччи, построенный на обратимых деформациях, R̃ij(π) — тен-
зор Риччи, построенный на необратимых деформациях.

Теперь установим связь между коэффициентами связности (6), (10). Из (7),
(9), (13) следует линейное соотношение между компонентами метрического тензора
внутренней и внешней метрик

Gij = gij + 2εij . (15)

Для обратных метрических тензоров Ĝ−1, ĝ−1 при малых обратимых деформациях
из (15) также получаем линейное соотношение(

Ĝ−1
)
ij
≡ Gij ∼=

(
ĝ−1 − 2ĝ−1ε̂ĝ−1

)
ij
= gij − 2gimεmpg

pj . (16)

Подставим (15), (16) в (6) и учтем только линейные по обратимой деформации сла-
гаемые εij :

Γ̃i
kl

∼=
1

2
gim

(
∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
− gim

(
∂εmk

∂xl
+

∂εml

∂xk
− ∂εkl

∂xm

)
−

−giqεqpg
pm

(
∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
.

(17)
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Отсюда и из (10) видно, что первое слагаемое в правой части (17) совпадает с Γi
kl,

а выражение в последних скобках равно 2gpmΓp
kl, тогда (17) редуцируется к

Γ̃i
kl

∼= Γi
kl − gim

(
∂εmk

∂xl
+

∂εml

∂xk
− ∂εkl

∂xm

)
− 2giqεqpΓ

p
kl. (18)

Запишем соотношение (18) в тождественной форме:

Γ̃i
kl = Γi

kl + gim
(
∂εmk

∂xl
− Γp

klεmp − Γp
mlεpk +

∂εml

∂xk
− Γp

klεmp − Γp
kmεpl

)
−gim

(
∂εkl
∂xm

− Γp
kmεpl − Γp

mlεpk

)
.

. (19)

Слагаемые в скобках можно записать через ковариантную производную ∇lεmk кова-
риантных компонент тензора второго ранга относительно евклидовой связности (10):

∇lεqp =
∂εqp
∂xl

− Γp
klεqp − Γp

mlεqp. (20)

Поскольку метрика согласована со связностью, то операция поднятия индекса ком-
мутирует с операцией ковариантного дифференцирования [2]:

gim∇lεmk = ∇lg
imεmk ≡ ∇lε

i
k, ε

i
k = gimεmk. (21)

Используя (20), (21), получаем представление для коэффициентов связности (19) в
виде

Γ̃i
kl = Γi

kl +∇lε
i
k +∇kε

i
l − gim∇mεkl. (22)

Подняв индекс m, получим тензор

∇iεkl = gim∇mεkl. (23)

Введем симметричный по нижним индексам тензор

Ei
kl = ∇lε

i
k +∇kε

i
l −∇iεkl, (24)

тогда из (22)–(24) следует окончательное представление для коэффициентов связ-
ности

Γ̃i
kl = Γi

kl + Ei
kl. (25)

Соотношение (25) можно рассматривать как преобразование связности, и в научной
литературе [15] объект Ei

kl называется тензором аффинной деформации.

3. Связь тензора Риччи с полями деформаций и напряжений

При вычислении тензора Риччи (5) следует учитывать только линейные по εij
вклады, тогда из (5), (25) в линейном приближении получаем следующее представ-
ление для него:

R̃jk
∼= Rjk +

∂Ei
ji

∂xk
−

∂Ei
jk

∂xi
+ Γi

kmEm
ji + Γm

jiE
i
km − Γm

jkE
i
im − Γi

imEm
jk (26)
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Тензор Rjk = 0 в силу условия (11), остальные слагаемые можно записать через
ковариантную производную компонент тензора Es

jk относительно евклидовой связ-
ности (10):

∇iE
s
jk =

∂Es
jk

∂xi
− Γm

jiE
s
mk − Γm

kiE
s
jm + Γs

miE
m
jk. (27)

Отсюда и из (26) следует
R̃jk

∼= ∇kE
i
ji −∇iE

i
jk.

Переходя к деформациям ε (24), получим

R̃jk ≡ R̃jk(ε) ∼= ∇i∇iεjk +∇k∇jε
i
i −∇i∇jεik −∇i∇kεij . (28)

По построению тензор Риччи обладает свойством симметрии. В представлении
для него (28) первое, третье и четвертое слагаемые симметричны. Убедимся в том,
что

∇j∇kε
i
i = ∇k∇jε

i
i.

Действительно, используя (27), запишем последовательность вычислений

∇j∇kε
i
i = ∇j

∂εii
∂xk

=
∂2εii

∂xj∂xk
− Γm

jk

∂εii
∂xm

=
∂2εii

∂xk∂xj
− Γm

kj

∂εii
∂xm

≡ ∇k∇jε
i
i.

Закон Гука (3) позволяет представить тензор Риччи (28) в терминах напряжений:

R̃jk
∼=

1

2µ

(
∇i∇iσjk +

2(λ+µ)

3λ+2µ
∇k∇jσ

i
i−

λ

3λ+2µ
δjk∇i∇iσk

k −∇j∇iσik−∇k∇iσij

)
. (29)

4. Уравнения Бельтрами –Митчелла

В ковариантной форме уравнения равновесия (2) имеют вид [12]

∇iσ
i
k + Fk = 0.

Комбинируя эти соотношения с (29), получаем уравнения Бельтрами – Митчелла
неевклидовой модели сплошной среды

R̃jk
∼=

1

2µ

(
∇i∇iσjk +

2(λ+ µ)

3λ+ 2µ
∇k∇jσ

i
i −

λ

3λ+ 2µ
δjk∇i∇iσn

n +∇jFk +∇kFj

)
. (30)

Учитывая (14), запишем (30) в виде

∇i∇iσjk+
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ
∇k∇jσ

i
i−

λ

3λ+ 2µ
δjk∇i∇iσn

n+∇jFk+∇kFj+2µR̃jk(π) = 0. (31)

Приведем справочные формулы для системы (31) в разных системах координат.
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В декартовой системе координат уравнения (31) записываются в виде

∆σxx +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂x2
− λ

3λ+ 2µ
∆σ + 2

∂Fx

∂x
+ 2µRxx(π) = 0,

∆σyy +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂y2
− λ

3λ+ 2µ
∆σ + 2

∂Fy

∂y
+ 2µRyy(π) = 0,

∆σzz +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂z2
− λ

3λ+ 2µ
∆σ + 2

∂Fz

∂z
+ 2µRzz(π) = 0,

∆σxy +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂x∂y
+

∂Fx

∂y
+

∂Fy

∂x
+ 2µRxy(π) = 0,

∆σxz +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂x∂z
+

∂Fx

∂z
+

∂Fz

∂x
+ 2µRxz(π) = 0,

∆σyz +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂y∂z
+

∂Fy

∂z
+

∂Fz

∂y
+ 2µRyz(π) = 0,

где σ=σxx+σyy+σzz.
В цилиндрической системе координат уравнения (31) примут вид

∆σrr−
2

r2
(σrr−σφφ)−

4

r2
∂σrφ

∂φ
+

2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂r2
− λ

3λ+ 2µ
∆σ + 2

∂Fr

∂r
+ 2µRrr(π)= 0,

∆σφφ +
2

r2
(σrr − σφφ) +

4

r2
∂σrφ

∂φ
+

2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

(
1

r

∂

∂r
+

1

r

∂2

∂φ2

)
σ − λ

3λ+ 2µ
∆σ+

+2

(
1

r

∂Fφ

∂φ
+

Fr

r

)
+ 2µRφφ(π) = 0,

∆σzz +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂z2
− λ

3λ+ 2µ
∆σ + 2

∂Fz

∂z
+ 2µRu

zz(π) = 0,

∆σrφ +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂

∂r

(
1

r

∂σ

∂φ

)
+

2

r2
∂

∂φ
(σrr − σφφ)−

σφz

r2
+

∂Fφ

∂r
+

1

r

∂Fr

∂φ
− Fφ

r
+

+2µRrφ(π) = 0,

∆σφz +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

1

r

∂2σ

∂φ∂z
+

2

r2
∂σrz

∂φ
− σφz

r2
+

1

r

∂Fz

∂φ
+

∂Fφ

∂z
+ 2µRφz(π) = 0,

∆σrz +
2(λ+ µ)

3λ+ 2µ

∂2σ

∂r∂z
− 2

r2
∂σφz

∂φ
− σrz

r2
+

∂Fr

∂z
+

∂Fz

∂r
+ 2µRrz(π) = 0,

здесь σ=σrr+σφφ+σzz, ∆= 1
r

∂
∂r

(
r ∂
∂r

)
+ 1

r2
∂2

∂φ2+
∂2

∂z2 .
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ABSTRACT

This work contains a generalization in covariant form of the classical Beltrami-

Mitchell equations for the case of incompatible deformations. It is shown

that in the corresponding relations an additional force appears, character-

izing the internal non-Euclidean geometry of the material, the description

of which is given in terms of the Ricci tensor.
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