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Задача о равновесии упругого тела
с трещиной и тонкими включениями,

которые сопряжены между собой

В работе рассматриваются задачи о сопряжении тонких упругих и жестких
включений с возможным отслоением в упругих телах при наличии трещины.
На трещине и в точке пересечения трещины с тонким включением использу-
ются краевые условия в виде неравенств, исключающие взаимное проникание
берегов трещин и тонких включений. Установлены существование и единствен-
ность решения задач. Доказана эквивалентность двух постановок: вариацион-
ной и дифференциальной. Исследован предельный переход по параметру жест-
кости тонкого упругого включения.
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Введение

В настоящее время построение и изучение математических моделей, описываю-
щих сопряжение конструкций в напряженно-деформированном состоянии, а также
тел с неоднородностями в виде включений и трещин представляет собой актуальную
тему для исследования. Это вызвано широким применением включений различной
природы при создании композитных материалов [1]. Отличие механических свойств,
а именно модулей упругости включений от основного материала способствует воз-
никновению трещины (отслоения) на границе включений [2]. В связи с указанным
фактом при моделировании важным является выбор краевых условий на берегах
трещин. В представленной работе для описания трещин используются нелинейные
краевые условия, которые не допускают взаимного проникания берегов трещин [3,4].
С использованием нелинейных краевых условий непроникания в течение последних
двух десятилетий были проведены многочисленные исследования задач равновесия
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упругих тел с включениями различной размерности и жесткости при наличии от-
слоения. Обширный класс задач этого направления мы можем разделить по типу
включений. Если размерность включения совпадает с размерностью тела, то такое
включение называется объемным. Результаты исследований для объемных жестких
включений, расположенных в упругих пластинах, можно найти в [3,4]. Мы говорим,
что включение тонкое, если его размерность строго меньше размерности тела, в ко-
торое включение помещено. Математические модели тонких жестких включений
в упругом теле с возможным отслоением и без отслоения исследовались в рабо-
тах [5–16], а модели тонких упругих включений Бернулли –Эйлера и Тимошенко
— в [11–15, 17–20] и [20–23] соответственно. Что касается классических подходов с
линейными краевыми условиями для описания задач теории трещин, то читатель
может обратиться к монографии [24].

В 1976 году была опубликована работа [25], в которой для уравнений второго и
четвертого порядка из теории изгиба тонких упругих пластинок сформулированы
условия сопряжения и всевозможные линейные граничные условия. Впоследствии
были рассмотрены разнообразные задачи о сопряжении двух линейно-упругих пла-
стин и структур [26,27], системы двух балок (стержней) [28,29], линейных включений
и трещин и др. [30–34]. Также в работе [35] исследована задача об одностороннем
контакте двух упругих тел.

Нелинейные краевые задачи о сопряжении различных типов тонких включений,
контактирующих в одной точке в упругих телах, исследованы в недавних работах [8,
11–15,18,20–22,36]. Дополнительная сложность этих задач заключается в отыскании
краевых условий в точках сопряжения, поскольку вид краевых условий зависит от
моделей, используемых для описания включений.

В представленной работе исследуется задача о равновесии двумерного упругого
тела с трещиной, которая пересекает отслоившееся тонкое включение в некоторой
точке. Предполагается, что трещина точкой пересечения делит включение на две
части. В результате возникает сопряжение этих частей. Исследованы условия со-
пряжения как тонких жестких, так и упругих включений Бернулли –Эйлера. В от-
личие от предыдущих работ [8, 11,14,15,18,20–22,36], где рассмотрены сопряжения
тонких включений, в нашей работе, исходя из геометрии расположения включения
и трещины, условие непроникания учитывается не только в трещине (отслоении) но
и в точке пересечения включения с трещиной. С физической точки зрения такое
нелинейное условие будет более точно описывать взаимовлияние частей включения,
поскольку проникание тонких включений друг в друга будет исключено. Настоящая
работа является продолжением работы [13]. В отличие от [13] здесь рассмотрены
разные случаи отслоения тонких включений, представлены корректные вариацион-
ные и дифференциальные постановки задач в виде уравнений равновесия вместе с
полной системой краевых условий. При этом полученные дифференциальные по-
становки содержат условия, описывающие сопряжение тонких включений. Более
того, проведен анализ сходимости решений при стремлении параметра жесткости
включения к бесконечности.
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Постановка задачи

Рассмотрим ограниченную область Ω в пространстве R2 с гладкой границей Γ.
Пусть γ⊂Ω, Γc⊂Ω — гладкие кривые без самопересечений такие, что γ∩Γc={(0,0)}.
Предположим, что существуют продолжения кривых Γc и γ, пересекающие границу
Γ и разбивающие область Ω на четыре подобласти D1,D2,D3,D4 с липшицевыми
границами ∂Di, причем meas(Γ∩∂Di)>0, i=1,2,3,4. Для упрощения записи нор-
мали к Γc и к γ обозначим через ν=(ν1,ν2); ν0 — нормаль в точке {(0,0)}, которая
совпадает с направлением нормали ν к Γc (см. рис. 1). Направлением нормалей ν

определяются положительные и отрицательные берега данных кривых. Обозначим
Ωc

γ =Ω\(γ∪Γc). В наших рассуждениях Ωc
γ будет соответствовать упругому телу в

естественном состоянии, γ — тонкому включению, Γc — трещине. Следовательно,
трещина разбивает тонкое включение на две части, так что γ=γ1∪γ2∪{(0,0)}, где
γ1 и γ2 — гладкие кривые.

Рис. 1. Область Ω с трещиной Γc и тонкими включениями γ1, γ2

Далее для поставленной задачи будут исследованы три случая сопряжения, а
именно γ1 и γ2 будут соответствовать следующим видам тонких включений: 1) жест-
ким, 2) упругим, 3) жесткому и упругому соответственно. При этом в каждом случае
будет предполагаться наличие отслоения вдоль тонкого включения.

1. Жесткое включение с отслоением.

Рассмотрим случай, когда γ1 и γ2 соответствуют тонким жестким включениям.
Предположим, что имеется отслоение тонкого включения на положительном берегу
γ+
2 и, таким образом, между упругим телом и включением γ2 имеется трещина. Пе-

ремещения включения совпадают с перемещениями упругого тела на γ−
2 . Наряду с

этим следует отметить, что тонкие жесткие включения могут быть криволинейными
(см. рис. 2) и в частном случае прямолинейными (см. рис. 1).

Введем пространство инфинитезимальных жестких перемещений

R(γi) =

{
ρi = (ρi1, ρi2)

∣∣∣∣∣ ρi(x1, x2) = bi(−x2, x1) + (ci1, ci2);

bi, ci1, ci2 = const, (x1, x2) ∈ γi

}
, i = 1, 2.
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Ниже с целью упрощения записи будем использовать следующие обозначения для
функций: ρ|γ1 =ρ1 и ρ|γ2 =ρ2, ρi∈R(γi), i=1,2.

Рис. 2. Область Ω с трещиной Γc и тонкими жесткими включениями γ1, γ2

Дифференциальная постановка задачи о равновесии двумерного упругого тела
с трещиной Γc и тонкими жесткими включениями γ1, γ2, которые отслаиваются на
γ+
1 и γ+

2 , состоит в следующем. Для заданных внешних сил f=(f1,f2)∈L2(Ω)2 найти
поле перемещений u=(u1,u2) и тензор напряжений σ={σij}, определенные в Ωc

γ , и
постоянные c01i,c

0
2i функций ρ0i ∈R(γi), i,j=1,2, такие, что

−div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ , (1)

u = 0 на Γ, (2)
[uν ] ⩾ 0, σν ⩽ 0, [σν ] = 0, σ+

τ = 0, σ−
τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc, (3)

((c011, c
0
12)− (c021, c

0
22))ν0 ⩾ 0, u = ρ01 на γ1, u− = ρ02 на γ2, (4)

[uν ] ⩾ 0, σ+
ν ⩽ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ2, (5)∫

γi

[σ2]x1 −
∫
γi

[σ1]x2 = 0, (6)

c011

∫
γ1

[σ1] + c012

∫
γ1

[σ2] + c021

∫
γ2

[σ1] + c022

∫
γ2

[σ2] = 0, (7)

c11

∫
γ1

[σ1] + c12

∫
γ1

[σ2] + c21

∫
γ2

[σ1] + c22

∫
γ2

[σ2] ⩽ 0 ∀ ci1, ci2 = const, (8)

((c11, c12)− (c21, c22))ν0 ⩾ 0,

ρi = bi(−x2,x1)+ (ci1, ci2), ρi ∈R(γi), i= 1,2. Здесь и ниже [v] = v+− v− — скачок
функции v на Γc, где v+ = v|Γ+

c
и v− = v|Γ−

c
соответствуют значениям функции v

на положительном и отрицательном берегах кривой Γc по отношению к нормали ν.
Аналогичное верно и для функций v на γ. Компоненты тензоров малых деформаций
ε={εij} определяются следующим образом:

εij(u) =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.
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Тензор модулей упругости A={aijkl} обладает свойствами симметрии

aijkl = ajikl = aklij , aijkl ∈ L∞(Ω),

и положительной определенности

aijklξklξij ⩾ c0|ξ|2, ∀ ξij = ξji, c0 = const > 0.

Кроме того,

div σ = (σ1j,j , σ2j,j), σν = σijνjνi, σν = (σ1jνj , σ2jνj) =
(
σ1, σ2

)
, i, j = 1, 2,

(τ1, τ2) = (ν2,−ν1), στ = σν · τ, uν = u · ν.

Все двухиндексные величины предполагаются симметричными. По повторяющимся
индексам производится суммирование. Для удобства записи всюду в тексте в инте-
гралах будем опускать дифференциал от переменной интегрирования.

В дифференциальной постановке соотношения (1) представляют собой уравне-
ния равновесия и линейный закон Гука соответственно. Условие (2) описывает за-
крепление тела на внешней границе Γ. Второе и третье равенства из (4) указывают,
что структура для перемещений задана на γ1, а также на отрицательном берегу
включения γ2. Первое краевое условие из (3) обеспечивает взаимное непроникание
берегов трещины. Вместе с тем данное условие [uν ]⩾ 0 выполняется почти всюду
на Γc, и поэтому оно может не выполняться в точке сопряжения (0,0). Первое усло-
вие из (4), в свою очередь, обеспечивает непроникание тонких жестких включений
γ1 и γ2 друг в друга в точке (0,0). Покажем это. Справедливо, что в точке сопря-
жения ρ0i (0,0)=(ρ0i1,ρ

0
i2)=(−b0ix2+c0i1,b

0
ix1+c0i2)=(c0i1,c

0
i2), i=1,2. Таким образом, в

точке (0,0) из первого неравенства (3) будет следовать первое неравенство (4):(
ρ01(0, 0)− ρ02(0, 0)

)
ν0 =

((
c011, c

0
12

)
−

(
c021, c

0
22

))
ν0 ⩾ 0.

Оставшиеся краевые условия (3) сопровождают условие взаимного непроникания.
Набор нелинейных условий (5) описывает отслоение тонкого жесткого включения γ2.
Равенство (6) означает, что главные векторы моментов, которые действуют на γ1
и γ2, равны нулю. Условия сопряжения (7) и (8) представляют собой реализацию
принципа виртуальных перемещений. Оказывается, что на истинных перемещениях
точек тела сумма главных векторов сил, которые действуют на γ1 и γ2, обращается
в ноль, а для всех возможных перемещений имеем соответствующее неравенство (8).

Рассмотрим вариационную формулировку задачи (1)–(8). Вариационный подход
позволяет исследовать вопросы существования и единственности решения. Для это-
го введем функциональное пространство

H1
Γ(Ω

c
γ) =

{
v ∈ H1(Ωc

γ) | v = 0 п. в. на Γ
}
,

где H1(Ωc
γ) пространства Соболева. Определим выпуклое и замкнутое в H1

Γ(Ω
c
γ)

2

множество допустимых перемещений:

K1 =
{
v = (v1, v2) ∈ H1

Γ(Ω
c
γ)

2
∣∣ v|γ1 = ρ1 ∈ R(γ1); v|γ−

2
= ρ2 ∈ R(γ2);
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[vν ] ⩾ 0 п. в. на Γc и γ2; ((c11, c12)− (c21, c22))ν0 ⩾ 0, c1i, c2i = const, i = 1, 2
}
.

Рассмотрим задачу минимизации потенциальной энергии

inf
u∈K1

Π(u), (9)

где
Π(u) =

1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu.

Здесь σ(u) = σ определяются из (1), то есть σ(u) =Aε(u), и для простоты мы ис-
пользуем обозначения σ(u)ε(u)=σij(u)εij(u), fu= fiui. Задача (9) имеет решение,
поскольку функционал Π(u) обладает свойствами коэрцитивности и слабой полуне-
прерывности снизу, а множество K1 является слабо замкнутым в силу выпуклости
и замкнутости. Более того, решение задачи (9) удовлетворяет следующему вариа-
ционному неравенству

u ∈ K1,

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u) ⩾
∫
Ωc

γ

f(ū− u) ∀ ū ∈ K1. (10)

Докажем единственность решения методом от противного. Допустим, что зада-
ча (10) имеет два решения: u и ũ. Поскольку неравенство справедливо для всех
ū∈K1, в неравенство для первого решения u в качестве пробного элемента ū возь-
мем второе решение ũ. Также в неравенство для второго решения ũ подставим ū=u.
Далее сложим полученные при этом неравенства. Тогда, с одной стороны, верно со-
отношение ∫

Ωc
γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) ⩽ 0.

C другой стороны, в силу действия неравенства Корна [4], получим неравенство∫
Ωc

γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) ⩾ 0.

В результате имеем ∫
Ωc

γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) = 0.

Отсюда следует, что u= ũ. Таким образом, решение задачи (10) единственно.

Теорема 1. Формулировки (1)–(8) и (10) эквивалентны на классе достаточно
гладких решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено (10). Легко можно получить уравнения
равновесия (1), которые будут выполняться в смысле обобщенных функций (см., на-
пример, [4]). Соотношения (2), (4) вытекают из определения множества K1. Доказа-
тельство справедливости краевых условий (3) мы опускаем, так как с аналогичной
схемой читатель может ознакомиться в работе [11].
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Рассмотрим получение краевых условий (5)–(8). Для этого будем использовать
формулу Грина∫

Ωc
γ

σ(u)ε(v) = −
∫
Ωc

γ

divσ · v −
∫
Γc

[σν · v]−
∫
γ1

[σν · v]−
∫
γ2

[σν · v] =

= −
∫
Ωc

γ

divσ · v −
∫
Γc

([σν · vν ] + [στ · vτ ])−
∫
γ1

[σν · v]−
∫
γ2

[σν · v],

где vτ = v ·τ ; u=(u1,u2) и v=(v1,v2) — гладкие функции, определенные в области
Ωc

γ . Применяя данную формулу Грина, а также учитывая уравнения равновесия (1),
вариационное неравенство (10) можем переписать в виде:∫

Γc

[σν · (ū− u)] +

∫
γ1

[σν · (ū− u)] +

∫
γ2

[σν · (ū− u)] ⩽ 0. (11)

Выберем в (11) тестовую функцию вида ū=u+ ũ, где ũ∈K1 такая, что [ũν ]=0

на Γc. Предположим, что ũ|γ1
=0, ũ|γ−

2
=0. Получим∫

γ2

σ+νũ+ =

∫
γ2

(σ+
ν ũ

+
ν + σ+

τ ũ
+
τ ) ⩽ 0.

Поскольку на функцию ũ+
τ отсутствуют ограничения, имеем σ+

τ = 0 на γ2. Тогда
последнее неравенство примет вид

∫
γ2

σ+
ν ũ

+
ν ⩽0. Отсюда в силу действия неравенства

ũ+
ν ⩾0 на γ2 справедливо соотношение σ+

ν ⩽0 на γ2. Итак, σ+
τ =0 и σ+

ν ⩽0 на γ2.

Рис. 3. Окрестность точки x0

Докажем, что выполняется равенство σ+
ν [uν ] = 0 на γ2. Рассмотрим в качестве

пробных элементов функции ū=u+λη и ū=u−λη, где suppη⊆ D̄+. Примем за D+

малую окрестность точки x0 (см. рисунок 3). Предположим, что в D̄+ выполняется
[uν ]> 0. Малый параметр λ> 0 выберем так, чтобы были справедливы включения
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ū=u+λη ∈K1, ū=u−λη ∈K1. Подставляя функции ū в (11) и применяя полученные
краевые условия, будем иметь ∫

γ2∩D̄+

σ+
ν [ην ] = 0.

Отсюда следует σ+
ν =0 на γ2∩D̄+. Аналогично предполагая σ+

ν <0, получим послед-
нее равенство из (5).

Теперь покажем справедливость условий (6) и (8). Подставим в (11) в качестве
пробных элементов функцию ū=u+ ũ такую, что [ũν ]= 0 на Γc и γ2. С учетом (3)
и (5) получим∫

γ1

[σν · ũ] +
∫
γ2

[σν · ũ]±
∫
γ2

σ+ν · ũ− =

∫
γ1

[σν]ρ1 +

∫
γ2

[σν]ρ2 ⩽ 0.

Здесь и далее в тексте символ ± означает, что мы производим действия сложения
и вычитания слагаемого, например, ±

∫
γ2

σ+ν · ũ− =+
∫
γ2

σ+ν · ũ−−
∫
γ2

σ+ν · ũ−. Пусть

[σν]=
(
[σ1],[σ2]

)
. Тогда, учитывая заданный вид функций ρ1 и ρ2, получим∫

γ1

[σν]ρ1 +

∫
γ2

[σν]ρ2 =

∫
γ1

([
σ1

]
,
[
σ2

])
(−b1x2 + c11, b1x1 + c12)+

+

∫
γ2

([
σ1

]
,
[
σ2

])
(−b2x2 + c21, b2x1+ c22) = c11

∫
γ1

[
σ1

]
+ c12

∫
γ1

[
σ2

]
+ b1

∫
γ1

([
σ2

]
x1−

[
σ1

]
x2

)
+

+c21

∫
γ2

[σ1] + c22

∫
γ2

[σ2] + b2

∫
γ2

([σ2]x1 − [σ1]x2) ⩽ 0.

Отсюда в силу произвольности b1,b2 следуют равенства (6) и неравенство (8).
Справедливость равенства (7) докажем, последовательно выбрав ū=0 и ū=2u

в (11) в качестве пробных функций и применив краевые условия (3)–(6). Таким
образом, мы получили, что из вариационного неравенства (10) следует (1)–(8).

Докажем теперь, что из (1)–(8) можем получить (10). Пусть выполнены (1)–(8).
Предположим, что u – гладкое решение задачи (1)–(8). Умножим (1) на ū−u, где
ū∈K1. Проинтегрируем по области Ωc

γ , получим

−
∫
Ωc

γ

div σ · (ū− u) =

∫
Ωc

γ

f(ū− u).

Данное равенство после применения формулы Грина переписывается так:∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) = −
∫
Γc

[σν · (ū− u)]−
2∑

i=1

∫
γi

[σν · (ū− u)]. (12)
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Для получения вариационного неравенства (10) нам достаточно показать, что пра-
вая часть (60) неотрицательна. Итак, для правой части (60) справедлива цепочка
соотношений

−
∫
Γc

[σν · (ū− u)]−
2∑

i=1

∫
γi

[σν · (ū− u)]±
∫
γ2

σ+ν · (ū− − u−) =

= −
∫
Γc

[σν ·(ū− u)]−
∫
γ1

[σν]·ρ1 +
∫
γ1

[σν] · ρ01 −
∫
γ2

[σν]·ρ2 +
∫
γ2

[σν]·ρ02 −
∫
γ2

σ+ν ·[ū] +
∫
γ2

σ+ν ·[u].

Для первого слагаемого правой части последнего равенства в силу существования
краевых условий (3) имеем, что −

∫
Γc

[σν ·(ū−u)]=−
∫
Γc

σν [ūν ]. Для суммы оставшихся

слагаемых правой части последнего равенства, вводя обозначение: [σν]= ([σ1], [σ2]),
учитывая заданный вид функций ρ1 и ρ2, а также принимая во внимание условия
(5), (6) и (7), получим

−
∫
γ1

[σν] · ρ1 +
∫
γ1

[σν] · ρ01 −
∫
γ2

[σν] · ρ2 +
∫
γ2

[σν] · ρ02 −
∫
γ2

σ+ν · [ū] +
∫
γ2

σ+ν · [u] =

= −
∫
γ2

σ+
ν [ūν ]−−c11

∫
γ1

[σ1]− c12

∫
γ1

[σ2]− c21

∫
γ2

[σ1]− c22

∫
γ2

[σ2].

Таким образом, равенство (60) можем записать в виде∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) =

= −
∫
Γc

σν [ūν ]−
∫
γ2

σ+
ν [ūν ]− c11

∫
γ1

[σ1]− c12

∫
γ1

[σ2]− c21

∫
γ2

[σ1]− c22

∫
γ2

[σ2].

(13)

Так как функция ū из K1, то для нее справедливо соотношение [ūν ]⩾ 0 на Γc и
на γ2. Учитывая условия σν ⩽ 0 на Γc и σ+

ν ⩽ 0 на γ2, получим, что первые два
слагаемых правой части (13) неотрицательны. Сумма оставшихся слагаемых правой
части (13) неотрицательна в силу (8). Следовательно, из (13) получаем вариационное
неравенство (10). Теорема 1 полностью доказана. 2

Замечание. В дополнение к (1)–(8) приведем еще одну дифференциальную фор-
мулировку задачи (10), которая имеет следующий вид. Требуется найти u = (u1, u2),
σ = {σij} и постоянные c01i, c

0
2i функций ρ0i ∈ R(γi), i, j = 1, 2, такие, что

−div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ , (14)

u = 0 на Γ, [uν ] ⩾ 0 на Γc, (15)

((c011, c
0
12)− (c021, c

0
22))ν0 ⩾ 0, u = ρ01 на γ1, (16)

u− = ρ02, [uν ] ⩾ 0 на γ2, (17)∫
Γc

[σν · u] +
∫
γ1

[σν · u] +
∫
γ2

[σν · u] = 0, (18)
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∫
Γc

[σν · ū] +
∫
γ1

[σν · ū] +
∫
γ2

[σν · ū] ⩽ 0, ū ∈ K1. (19)

Приведенная формулировка (14)–(19) также эквивалентна (10) на классе гладких
решений и, следовательно, эквивалентна (1)–(8).

2. Упругое включение с отслоением.

В этом разделе кривая Γc будет соответствовать трещине, которая прямолинейно
пересекает включение, а γ1=(0,1)×{0} и γ2=(−1,0)×{0} — тонким упругим балкам
с заданными свойствами (см. рис. 4). В частности, считаем, что поведение балок
γ1, γ2 описывается моделью Бернулли – Эйлера. При этом на положительном берегу
γ+
2 предполагается наличие отслоения.

Рис. 4. Область Ω с трещиной Γc и тонкими упругими включениями γ1, γ2

Формулировка задачи равновесия в этом случае будет такой. Найти поле переме-
щений u=(u1,u2) и тензор напряжения σ={σij}, определенные в Ωc

γ , и перемещения
тонких включений vi,wi, определенные на γi, i,j=1,2, такие, что

−div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ , (20)

vixxxx = [σν ], −wi
xx = [στ ] на γi, (21)

u = 0 на Γ, (22)

[uν ] ⩾ 0, σν ⩽ 0, [σν ] = 0, σ+
τ = 0, σ−

τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc, (23)

w1(0)− w2(0) ⩾ 0, (24)

v1 = uν , w1 = uτ на γ1, (25)

v2 = u−
ν , w2 = u−

τ [uν ] ⩾ 0, σ+
ν ⩽ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ2, (26)

v1xx = v1xxx = w1
x = 0 при x = 1, v2xx = v2xxx = w2

x = 0 при x = −1, (27)

v1xx = v2xx = v1xxx = v2xxx = 0 при x = 0, (28)

(w1
xw

1)(0)− (w2
xw

2)(0) = 0, (29)

−(w1
xw̄

1)(0) + (w2
xw̄

2)(0) ⩾ 0 ∀ w̄i ∈ H1(γi), w̄1(0)− w̄2(0) ⩾ 0, (30)
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i=1,2. Здесь функции, определенные на γ, мы отождествляем с функциями пере-
менной x; vx= dv

dx , x=x1, (x1,x2)∈Ω. Причем функция v такая, что v|γ1=v1 и v|γ−
2
=v2.

Аналогичное верно и для функции w. Поскольку в этом разделе ν0 = (1,0), то из
первого неравенства (23) получим, что условие непроникания в точке сопряжения в
данном случае примет вид (24)

((w1(0), v1(0))− (w2(0), v2(0)))ν0 = w1(0)− w2(0) ⩾ 0

Уравнения (21) соответствуют дифференциальным уравнениям четвертого и вто-
рого порядка для смещений тонких упругих включений в рамках приближенной
гипотезы балок Бернулли – Эйлера. При этом правые части этих соотношений опи-
сывают влияние упругой среды на γ1 и γ2. Соотношения (25) обеспечивают совпаде-
ние вертикальных (по оси x2) и горизонтальных (по оси x1) перемещений упругого
тела с перемещениями включений на γ1 и γ−

2 . Краевые условия (27) обеспечива-
ют нулевые моменты, нулевые поперечные силы и нулевые касательные силы для
упругого включения при x=−1 и x=1. Равенства (28) означают нулевые моменты
и нулевые поперечные силы для упругих включений при x=0. Соотношения (30)
и (29) представляют собой условия сопряжения при x=0. Группа краевых условий
(23), (26) определяется аналогично предыдущей модели.

Приведем вариационную формулировку задачи (20)–(30). Введем для этого мно-
жество допустимых перемещений

K2 = {(u, v, w) ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2 ×H2(γ1 ∪ γ2)×H1(γ1 ∪ γ2) | v1 = uν , w1 = uτ на γ1,

v2 = u−
ν , w2 = u−

τ на γ2, [uν ] ⩾ 0 п. в. на Γc и γ2, w1(0)− w2(0) ⩾ 0}

и рассмотрим задачу минимизации

inf
(u,v,w)∈K2

{
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

∫
γ1

(v1xx)
2 +

1

2

∫
γ1

(w1
x)

2+
1

2

∫
γ2

(v2xx)
2+

1

2

∫
γ2

(w2
x)

2

}
. (31)

Поскольку множество K2 является слабо замкнутым, функционал в (31) является
слабо полунепрерывным снизу, а также обладает свойством коэрцитивности (близ-
кие рассуждения можно найти, например, в [17]) задача (31) имеет решение (u,v,w),
которое удовлетворяет вариационному неравенству

(u, v, w) ∈ K2,

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

∫
γ1

v1xx(v̄
1
xx− v1xx) +

∫
γ1

w1
x(w̄

1
x − w1

x)+

+

∫
γ2

v2xx(v̄
2
xx − v2xx) +

∫
γ2

w2
x(w̄

2
x − w2

x) ⩾ 0 ∀ (ū, v̄, w̄) ∈ K2.

(32)

Более того, данное решение будет единственным. Единственность решения можно
доказать методом от противного. Подробные выкладки мы здесь приводить не бу-
дем.

Теорема 2. Формулировки (20)–(30) и (32) эквивалентны в предположении, что
решения этих задач достаточно гладкие.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что из вариационного неравенства (32) можно
получить (20)–(29). Заметим, что соотношения (22), (24), (25) следуют из опреде-
ления множества K2. Уравнения равновесия (20) и краевые условия (23) и (26)
получаются аналогично модели из первого раздела. Таким образом, остается рас-
смотреть доказательства получения из вариационного неравенства краевых условий
(21), (27)–(30).

Для начала установим справедливость соотношений (21), (27) и (28). Рассмотрим
функции (ũ, ṽ, w̃) ∈ K2 такие, что [ũν ] = 0 на Γc и γ2, w̃

1(0)− w̃2(0) = 0. В неравен-
ство (32) сначала подставим тестовые функции (ū, v̄, w̄) = (u, v, w) + (ũ, ṽ, w̃). Затем
подставим функции (ū, v̄, w̄) = (u, v, w)− (ũ, ṽ, w̃). После интегрирования по частям
и применения уравнения равновесия (20) получим

−
∫
Γc

[σν · ũ]−
∫
γ1

[σν · ũ]−
∫
γ2

[σν · ũ] +
∫
γ1

v1xxxxṽ
1−

∫
γ1

w1
xxw̃

1+

∫
γ2

v2xxxxṽ
2−

∫
γ2

w2
xxw̃

2−

−v1xxxṽ
1 |10 +v1xxṽ

1
x |10 +w1

xw̃
1 |10 −v2xxxṽ

2 |0−1 +v2xxṽ
2
x |0−1 +w2

xw̃
2 |0−1= 0.

(33)

В (33) выберем ṽi = ṽix = w̃i =0 для x=−1,0,1. Применим краевые условия (23) и
(26). В результате из равенства (33) будем иметь

−
∫
γ1

([σν ]ũν + [στ ]ũτ )−
∫
γ2

([σν ũν ] + [στ ũτ ])±
∫
γ2

(σ+
ν ũ

−
ν + σ+

τ ũ
−
τ ) +

∫
γ1

v1xxxxṽ
1 −

∫
γ1

w1
xxw̃

1+

+

∫
γ2

v2xxxxṽ
2 −

∫
γ2

w2
xxw̃

2 = −
∫
γ1

[σν ]ũν −
∫
γ1

[στ ]ũτ −
∫
γ2

[σν ]ũ
−
ν −

∫
γ2

[στ ]ũ
−
τ +

+

∫
γ1

v1xxxxṽ
1 −

∫
γ1

w1
xxw̃

1 +

∫
γ2

v2xxxxṽ
2 −

∫
γ2

w2
xxw̃

2 = 0.

Отсюда в силу наличия равенств ũν = ṽ1, ũτ = w̃1 на γ1, ũ−
ν = ṽ2, ũ−

τ = w̃2 на γ2
получим справедливость уравнений равновесия для упругих балок (21). После этого,
возвращаясь к равенству (33), с учетом (21), (23) и (26) получим группу условий
(27) и (28).

Для получения следующего условия возьмем в (32) в качестве пробных элементы
(ū, v̄,w̄)=(u,v,w)+(ũ, ṽ,w̃), где (ũ, ṽ,w̃)∈K2 такие, что [ũν ]=0 на Γc и γ2. Интегри-
рование по частям здесь дает

−
∫
Γc

[σν · ũ]−
∫
γ1

[σν · ũ]−
∫
γ2

[σν · ũ] +
∫
γ1

v1xxxxṽ
1 −

∫
γ1

w1
xxw̃

1 +

∫
γ2

v2xxxxṽ
2 −

∫
γ2

w2
xxw̃

2−

−v1xxxṽ
1 |10 +v1xxṽ

1
x |10 +w1

xw̃
1 |10 −v2xxxṽ

2 |0−1 +v2xxṽ
2
x |0−1 +w2

xw̃
2 |0−1⩾ 0.

Принимая во внимание (21), (23), (25) и (26), последнее неравенство запишем в виде

−v1xxxṽ
1(1) + v1xxṽ

1
x(1) + w1

xw̃
1(1) + v1xxxṽ

1(0)− v1xxṽ
1
x(0)− w1

xw̃
1(0)−

−v2xxxṽ
2(0) + v2xxṽ

2
x(0) + w2

xw̃
2(0) + v2xxxṽ

2(−1)− v2xxṽ
2
x(−1)− w2

xw̃
2(−1) ⩾ 0.
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Из этого неравенства в силу доказанных выше равенств (27) и (28) следует справед-
ливость условия (30).

И, наконец, докажем выполнение равенства (29). Выберем последовательно в (32)
тестовые функции вида (ū, v̄,w̄)=2(u,v,w) и (ū, v̄,w̄)= (0,0,0). В итоге получим ра-
венство

−
∫
Γc

[σν · u]−
∫
γ1

[σν · u]−
∫
γ2

[σν · u] +
∫
γ1

v1xxxxv
1 −

∫
γ1

w1
xxw

1 +

∫
γ2

v2xxxxv
2 −

∫
γ2

w2
xxw

2−

−v1xxxv
1 |10 +v1xxv

1
x |10 +w1

xw
1 |10 −v2xxxv

2 |0−1 +v2xxv
2
x |0−1 +w2

xw
2 |0−1= 0.

Отсюда, согласно (21), (23), (25)–(28) получим условие (29). Таким образом, мы
доказали, что из вариационного неравенства (32) следуют все соотношения (20)–
(30).

Докажем теперь утверждение теоремы в обратную сторону. Пусть выполнены
соотношения (20)–(30). Возьмем произвольную функцию (ū,v̄,w̄)∈K2, умножим (20)
на (ū−u), первое равенство в (21) на (v̄i−vi), второе — на (w̄i−wi) и проинтегрируем
соответственно по Ωc

γ и γi, i=1,2, где (u,v,w)∈K2 — гладкое решение задачи (20)–
(30). После сложения интегралов будем иметь∫

Ωc
γ

(−div σ − f)(ū− u) +

∫
γ1

(v1xxxx − [σν ])(v̄
1 − v1) +

∫
γ1

(−w1
xx − [στ ])(w̄

1 − w1)+

+

∫
γ2

(v2xxxx − [σν ])(v̄
2 − v2) +

∫
γ2

(−w2
xx − [στ ])(w̄

2 − w2) = 0.

Интегрируя по частям тождество выше, получим∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

∫
Γc

[σν · (ū− u)] +

∫
γ1

[σν(ū− u)] +

∫
γ2

[σν(ū− u)]+

+

∫
γ1

v1xx(v̄
1
xx − v1xx) +

∫
γ1

w1
x(w̄

1
x − w1

x)−
∫
γ1

[σν ](v̄
1 − v1)−

∫
γ1

[στ ](w̄
1 − w1)+

+

∫
γ2

v2xx(v̄
2
xx − v2xx) +

∫
γ2

w2
x(w̄

2
x − w2

x)−
∫
γ2

[σν ](v̄
2 − v2)−

∫
γ2

[στ ](w̄
2 − w2)+

+v1xxx(v̄
1 − v1) |10 −v1xx(v̄

1
x − v1x) |10 −w1

x(w̄
1 − w1) |10 +v2xxx(v̄

2 − v2) |0−1 −
−v2xx(v̄

2
x − v2x) |0−1 −w2

x(w̄
2 − w2) |0−1= 0.

Применив краевые условия (23), (27)–(29) а также разложения на нормальные и
касательные составляющие, перепишем последнее равенство в виде∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

∫
γ1

v1xx(v̄
1
xx − v1xx) +

∫
γ1

w1
x(w̄

1
x − w1

x) +

∫
γ2

v2xx(v̄
2
xx − v2xx)+

+

∫
γ2

w2
x(w̄

2
x − w2

x) = −
∫
Γc

σν [ūν ]−
∫
γ1

[σν ](ūν − uν)−
∫
γ1

[στ ](ūτ − uτ ) +

∫
γ1

[σν ](v̄
1 − v1)+
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+

∫
γ1

[στ ](w̄
1 − w1)−

∫
γ2

[σν(ūν − uν)]−
∫
γ2

[στ (ūτ − uτ )]±
∫
γ2

σ+
ν (ū

−
ν − u−

ν )±

±
∫
γ2

σ+
τ (ū

−
τ − u−

τ ) +

∫
γ2

[σν ](v̄
2 − v2) +

∫
γ2

[στ ](w̄
2 − w2)− w1

xw̄
1(0) + w2

xw̄
2(0).

Отсюда в силу наличия (25) и (26) получим∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

∫
γ1

v1xx(v̄
1
xx − v1xx) +

∫
γ1

w1
x(w̄

1
x − w1

x)+

+

∫
γ2

v2xx(v̄
2
xx− v2xx) +

∫
γ2

w2
x(w̄

2
x− w2

x) = −
∫
Γc

σν [ūν ]−
∫
γ2

σ+
ν [ūν ]− w1

xw̄
1(0) + w2

xw̄
2(0).

(34)

Заметим, что в правой части равенства (34) первые два слагаемых неотрицательны
в силу (23), (26) и неравенств [ūν ]⩾0 на Γc и γ2 соответственно. Неотрицательность
суммы оставшихся слагаемых получим из условия (30). Таким образом, из (34) сле-
дует вариационное неравенство (32). Теорема 2 полностью доказана. 2

3. Сопряжение жесткого включения с упругим включением.

Рис. 5. Сопряжение тонкого упругого включения γ1 с жесткими включением γ2

В этом разделе для поставленной выше задачи рассмотрим случай, при котором
γ1 будет соответствовать упругому включению, а γ2 — жесткому включению (см.
рис. 5). Упругое включение, как и ранее, моделируется балкой Бернулли – Эйлера.
Вместе с тем предполагается, что имеется отслоение как жесткого включения на
γ+
2 , так и упругого включения на γ+

1 .
Введем пространство инфинитезимальных жестких перемещений:

R(γ2) =
{
ρ = (ρ1, ρ2)

∣∣ ρ(x1, x2) = b(−x2, x1) + (c1, c2); b, c1, c2 = const, (x1, x2) ∈ γ2
}
.

Формулировка задачи равновесия в этом случае будет такой. Найти u=(u1,u2)

и σ, определенные в Ωc
γ , перемещения точек тонкого включения v,w, определенные
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на γ1, а также постоянные c01,c
0
2 функции ρ0∈R(γ2) такие, что

−div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ , (35)

vxxxx = [σν ], −wxx = [στ ] на γ1, (36)

u = 0 на Γ, (37)

[uν ] ⩾ 0, σν ⩽ 0, [σν ] = 0, σ+
τ = 0, σ−

τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc, (38)

u|γ−
2
= ρ0, [uν ] ⩾ 0, σ+

ν ⩽ 0, σ+
τ = 0, σ+

ν [uν ] = 0 на γ2, (39)

v = u−
ν , w = u−

τ , [uν ] ⩾ 0, σ+
ν ⩽ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ1, (40)(

(w(0), v(0))−
(
c01, c

0
2

))
ν0 ⩾ 0 при x = 0, (41)

vxx = vxxx = wx = 0 при x = 1, vxx = 0 при x = 0, (42)∫
γ2

[σ2]x1 −
∫
γ2

[σ1]x2 = 0, (43)

c01

∫
γ2

[σ1] + c02

∫
γ2

[σ2]− (vxxxv)(0) + (wxw)(0) = 0, (44)

−c1

∫
γ2

[σ1]− c2

∫
γ2

[σ2] + (vxxxv̄)(0)− (wxw̄)(0) ⩾ 0 ∀ c1, c2 = const, (45)

(v̄, w̄) ∈ H2(γ1)×H1(γ1), ((w̄(0), v̄(0))− (c1, c2))ν0 ⩾ 0,

где ρ= b(−x2,x1)+(c1,c2), ρ∈R(γ2).
В дифференциальной формулировке (35)–(45) неравенство (41) представляет со-

бой условие непроникания в точке сопряжения. Покажем это. Поскольку ρ0(0,0)=

(c01,c
0
2) в точке сопряжения, условие непроникания из (38) примет вид

((w(0), v(0))− ρ0(0, 0))ν0 = ((w(0), v(0))− (c01, c
0
2))ν0 ⩾ 0

и будет обеспечивать непроникание тонкого упругого включения γ1 и тонкого жест-
кого включения γ2 друг в друга при x= 0. Также условия сопряжения (43)–(45)
будут сопровождать условие непроникания (41). При этом равенство (43) гаранти-
рует равенство нулю главного момента силы, который действует на γ2.

Приведем вариационную формулировку задачи (35)–(45). Введем множество до-
пустимых перемещений

K3 = {(u, v, w) ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2 ×H2(γ1)×H1(γ1) | v = u−
ν , w = u−

τ на γ1; [uν ] ⩾ 0

п. в. на Γc, γ1 и γ2; u|γ−
2
∈ R(γ2); ((w(0), v(0))− (c1, c2))ν0 ⩾ 0, c1, c2 = const}.

Множество K3 является выпуклым и замкнутым, следовательно, слабо замкнутым в
пространстве H1

Γ(Ω
c
γ)

2×H2(γ1)×H1(γ1). Можно решить задачу минимизации функ-
ционала энергии

inf
(u,v,w)∈K3

1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

∫
γ1

(vxx)
2 +

1

2

∫
γ1

(wx)
2

 . (46)
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Задача (46) имеет решение, поскольку функционал обладает свойствами коэрцитив-
ности (близкие рассуждения можно найти в [13]) и слабой полунепрерывности снизу.
Более того, решение единственно и удовлетворяет вариационному неравенству

(u, v, w) ∈ K3,

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+

∫
γ1

vxx(v̄xx − vxx) +

∫
γ1

wx(w̄x − wx) ⩾ 0 ∀ (ū, v̄, w̄) ∈ K3.

(47)

Теорема 3. Формулировки (35)–(45) и (47) эквивалентны в предположении, что
решения этих задач достаточно гладкие.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала, что из вариационного неравенства (47)
можно получить дифференциальную постановку (35)–(45). А именно, рассмотрим
справедливость уравнений (36) и условий сопряжения (42)–(45), поскольку (37) и
(41) содержатся во множестве K3, а остальные условия можно получить, рассуждая
аналогично тому, как это сделано в доказательствах теоремы 1 и 2.

Итак, применяя формулу Грина, а также учитывая уравнение равновесия (35),
перепишем вариационное неравенство (47):

−
∫
Γc

[σν ·(ū− u)]−
∫
γ2

[σν ·(ū− u)]−
∫
γ1

[σν ·(ū− u)] +

∫
γ1

vxxxx(v̄− v)−
∫
γ1

wxx(w̄− w)−

−vxxx(v̄ − v) |10 +vxx(v̄x − vx) |10 +wx(w̄ − w) |10⩾ 0.

(48)

Рассмотрим произвольные функции (ũ, ṽ,w̃)∈K3 такие, что [ũν ]= 0 на Γc, γ1 и γ2,
((w̃(0),ṽ(0))−(c̃1,c̃2))ν0=0. Подставляя последовательно функции (ū,v̄,w̄)=(u,v,w)+

(ũ, ṽ,w̃), (ū, v̄,w̄)=(u,v,w)−(ũ, ṽ,w̃) как элементы множества K3 в неравенство (48),
получим

−
∫
Γc

[σν · ũ]−
∫
γ2

[σν · ũ]−
∫
γ1

[σν · ũ]+
∫
γ1

vxxxxṽ−
∫
γ1

wxxw̃−vxxxṽ |10 +vxxṽx |10 +wxw̃ |10= 0. (49)

Из этого равенства выведем равенства (42). Затем, возвращаясь к тождеству (49),
выбирая ũ=0 на γ2, Γc и ṽ= w̃=0 для x=0, в силу (40) получим

−
∫
γ1

[σν · ũ]±
∫
γ1

σ+ν · ũ−+

∫
γ1

vxxxxṽ−
∫
γ1

wxxw̃ = −
∫
γ1

[σν ]ũν −
∫
γ1

[στ ]ũτ +

∫
γ1

vxxxxṽ−
∫
γ1

wxxw̃ = 0.

Отсюда следует справедливость уравнений равновесия для упругой балки (36).
Теперь рассмотрим доказательства справедливости условий (43) и (45). Выберем

в неравенство (48) тестовые функции вида (ū,v̄,w̄)=(u,v,w)+(ũ,ṽ,w̃), где (ũ,ṽ,w̃)∈K3

такие, что [ũν ]=0 на Γc, γ1 и γ2. Получим

−
∫
Γc

[σν·ũ]−
∫
γ2

[σν·ũ]−
∫
γ1

[σν·ũ] +
∫
γ1

vxxxxṽ−
∫
γ1

wxxw̃− vxxxṽ |10 +vxxṽx |10 +wxw̃ |10⩾ 0. (50)
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Для второго слагаемого неравенства (50) справедливо, что

−
∫
γ2

[σν · ũ] = −
∫
γ2

σ+ν · ũ+ +

∫
γ2

σ−ν · ũ− ±
∫
γ2

σ+ν · ũ− =

= −
∫
γ2

[σν] · ρ−
∫
γ2

σ+ν · [ũ] = −
∫
γ2

[σν] · ρ = −
∫
γ2

([σ1], [σ2])((c1, c2) + b(−x2, x1)) =

= −c1

∫
γ2

[σ1]− c2

∫
γ2

[σ2]− b

∫
γ2

[σ2]x1 −
∫
γ2

[σ1]x2

 .

Для третьего слагаемого неравенства (50) будет верна цепочка преобразований:

−
∫
γ1

[σν · ũ] = −
∫
γ1

σ+ν · ũ+ +

∫
γ1

σ−ν · ũ− ±
∫
γ1

σ+ν · ũ− = −
∫
γ1

[σν ]ũν −
∫
γ1

[στ ]ũτ .

Следовательно, из (50), применяя краевые условия (36), (38)–(40) и (42), получим

−c1

∫
γ2

[σ1]− c2

∫
γ2

[σ2]− b

∫
γ2

[σ2]x1 −
∫
γ2

[σ1]x2

+ (vxxxṽ)(0)− (wxw̃)(0) ⩾ 0.

Отсюда в силу произвольности b получим равенство (43) и, вследствие этого, усло-
вие (45).

И, наконец, докажем справедливость равенства (44). После постановки в нера-
венство (48) пробных элементов, таких, что (ū, v̄, w̄)= 2(u,v,w) и (ū, v̄, w̄)= (0,0,0),
будем иметь

−
∫
Γc

[σν ·u]−
∫
γ2

[σν ·u]−
∫
γ1

[σν ·u] +
∫
γ1

vxxxxv −
∫
γ1

wxxw − vxxxv |10 +vxxvx |10 +wxw |10= 0.

В силу действия краевых условий (36), (38)–(40), (42) из последнего равенства по-
лучим

−
∫
γ2

(
[σ1], [σ2]

) (
(c01, c

0
2) + b0(−x2, x1)

)
+ (vxxxv)(0)− (wxw)(0) = 0.

Из этого равенства, учитывая (43), получим справедливость равенства (44). Таким
образом, из вариационной задачи (47) следуют все соотношения (35)–(45).

Теперь докажем утверждение теоремы в обратную сторону. Пусть выполнено
(35)–(45). Рассмотрим функцию (u,v,w)∈K3, которая является гладким решением
задачи (35)–(45), и пусть (ū,v̄,w̄)∈K3. Умножим уравнения равновесия (35) на (ū−u),
уравнения (36) на (v̄−v) и (w̄−w). Проинтегрируем по области Ωc

γ и по кривой γ1
соответственно. После суммирования интегралов имеем∫

Ωc
γ

(−div σ − f)(ū− u) +

∫
γ1

(vxxxx − [σν ])(v̄ − v) +

∫
γ1

(−wxx − [στ ])(w̄ − w) = 0.
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Интегрируя по частям последнее равенство, получим∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū−u)−
∫
Ωc

γ

f(ū−u) +

∫
γ1

vxx(v̄xx−vxx) +

∫
γ1

wx(w̄x−wx) = −
∫
Γc

[σν · (ū−u)]−

−
∫
γ1

[σν(ū− u)]−
∫
γ2

[σν(ū− u)] +

∫
γ1

[σν ](v̄ − v) +

∫
γ1

[στ ](w̄ − w)−

−vxxx(v̄ − v) |10 +vxx(v̄x − vx) |10 +wx(w̄ − w) |10 .

(51)

Чтобы доказать справедливость вариационного неравенства (47) нам достаточно по-
казать, что правая часть равенства (51) неотрицательна. Используя краевые условия
(39),(40), (42)–(44), равенство (51) перепишем в виде∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

∫
γ1

vxx(v̄xx − vxx) +

∫
γ1

wx(w̄x − wx) = −
∫
Γc

σν [ūν ]−

−
∫
γ1

σ+
ν [ūν ]−

∫
γ2

σ+
ν [ūν ]− c1

∫
γ2

[σ1]− c2

∫
γ2

[σ2] + (vxxxv̄)(0)− (wxw̄)(0).

Первые три слагаемых правой части последнего равенства неотрицательны посколь-
ку σν⩽0, [ūν ]⩾0 на Γc и σ+

ν ⩽0, [ūν ]⩾0 на γi, i=1,2, соответственно, сумма осталь-
ных слагаемых неотрицательна вследствие краевого условия (45). Из этого делаем
заключение, что из (51) следует вариационное неравенство (47).

Теорема 3 полностью доказана. 2

4. Сходимость параметра жесткости к бесконечности

Вернемся к задаче, которая рассмотрена в разделе 2. Для простоты физические
параметры тонких включений в модели (20)–(30) равнялись единице. В этом разде-
ле мы введем в модель положительный параметр λ, который будет характеризовать
жесткость упругого включения γ2, и исследуем предельный переход при стремле-
нии этого параметра к бесконечности. Дифференциальная формулировка семейства
задач, зависящая от параметра λ> 0, будет такой. Требуется найти uλ = (uλ

1 ,u
λ
2 ),

σλ={σλ
ij}, vλi,wλi, i,j=1,2, такие, что

−div σλ = f, σλ = Aε(uλ) в Ωc
γ , (52)

vλ1xxxx = [σλ
ν ], −wλ1

xx = [σλ
τ ] на γ1, (53)

λvλ2xxxx = [σλ
ν ], −λwλ2

xx = [σλ
τ ] на γ2, (54)

uλ = 0 на Γ, (55)

[uλ
ν ] ⩾ 0, σλ

ν ⩽ 0, [σλ
ν ] = 0, σλ

τ = 0, σλ
ν [u

λ
ν ] = 0 на Γc, (56)

wλ1(0)− wλ2(0) ⩾ 0, (57)

vλ1 = uλ
ν , wλ1 = uλ

τ на γ1, (58)

vλ2= uλ−
ν , wλ2= uλ−

τ , [uλ
ν ] ⩾ 0, σλ+

ν ⩽ 0, σλ+
τ = 0, σλ+

ν [uλ
ν ] = 0 на γ2, (59)

vλ1xx = vλ1xxx = wλ1
x = 0 при x = 1, vλ2xx = vλ2xxx = wλ2

x = 0 при x = −1, (60)
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vλ1xx = vλ2xx = vλ1xxx = vλ2xxx = 0 при x = 0, (61)

(wλ1
x wλ1)(0)− λ(wλ2

x wλ2)(0) = 0, (62)

−(wλ1
x w̄1)(0) + λ(wλ2

x w̄2)(0) ⩾ 0 ∀ w̄i ∈ H1(γi), w̄1(0)− w̄2(0) ⩾ 0, (63)

i=1,2. Решение краевой задачи (52)–(63) удовлетворяет вариационному неравенству

(uλ, vλ, wλ) ∈ K2,

∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(ū− uλ)−
∫
Ωc

γ

f(ū− uλ) +

∫
γ1

v1λxx(v̄
1
xx − v1λxx)+

+

∫
γ1

w1λ
x (w̄1

x−w1λ
x ) + λ

∫
γ2

v2λxx(v̄
2
xx−v2λxx) + λ

∫
γ2

w2λ
x (w̄2

x−w2λ
x ) ⩾ 0 ∀ (ū, v̄, w̄) ∈ K2,

(64)

где K2 определено во втором разделе.
Перейдем к обоснованию предельного перехода при λ→∞ в задаче (64). Подстав-

ляя последовательно в (64) тестовые функции (ū,v̄,w̄)=2(uλ,vλ,wλ), (ū,v̄,w̄)=(0,0,0),
найдем ∫

Ωc
γ

σ(uλ)ε(uλ)−
∫
Ωc

γ

fuλ +

∫
γ1

(
(v1λxx)

2 + (w1λ
x )2

)
+

+λ

∫
γ2

(
(v2λxx)

2 + (w2λ
x )2

)
± α

∫
γ2

(
(v2λ)2 + (w2λ)2

)
= 0,

(65)

где α>0, α∈R. Согласно неравенству Корна, теореме вложения, а также условиям
uλ−
ν =v2λ, uλ−

τ =w2λ на γ2 при малых α>0, справедливо неравенство

1

2

∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(uλ)− α

∫
γ2

(
(v2λ)2 + (w2λ)2

)
⩾ 0.

Впоследствии из равенства (65) получим равномерную по λ⩾λ0>0 оценку

∥uλ∥2H1
Γ(Ω

c
γ)

2 + ∥v1λ∥2H2(γ1)
+ ∥w1λ∥2H1(γ1)

+ ∥v2λ∥2H2(γ2)
+ ∥w2λ∥2H1(γ2)

⩽ c.

Отсюда можно предполагать, что при λ→∞

uλ → u слабо в H1
Γ(Ω

c
γ)

2, (66)

viλ → vi слабо в H2(γi), i = 1, 2, (67)

wiλ → wi слабо в H1(γi), i = 1, 2. (68)

Кроме того, из (65) при λ⩾λ0 также можем получить неравенство

λ

∫
γ2

(
(v2λxx)

2 + (w2λ
x )2

)
⩽ c.

Из последнего неравенства в силу слабой полунепрерывности снизу получим

v2xx = 0, w2
x = 0 на γ2. (69)
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Следовательно, существуют постоянные c0,c1,b∈R такие, что

v2(x) = c0 + c1x, w2(x) = b, x ∈ (−1, 0).

Это означает, что u|γ2
∈R(γ2), где R(γ2) определено в разделе 3. Введем множество

допустимых перемещений для предельной задачи

K4 = {(u, v, w) ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2 ×H2(γ1)×H1(γ1) | v = uν , w = uτ на γ1; u|γ−
2
∈ R(γ2);

[uν ] ⩾ 0 п. в. на Γc и γ2; w(0)− c1 ⩾ 0, c1 = const}.

Выберем теперь произвольную функцию (ū, v̄, w̄)∈K4. Обозначим (v̄, w̄) через
(v̄1,w̄1), а (ū2|γ2

,ū1|γ2
) через (v̄2,w̄2). В этом случае (ū,v̄i,w̄i)∈K2. Подставим элемент

(ū, v̄i,w̄i), i=1,2, в неравенство (64). Это влечет∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(ū)−
∫
Ωc

γ

f(ū− uλ) +

∫
γ1

v1λxxv̄
1
xx +

∫
γ1

w1λ
x w̄1

x ⩾
∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(uλ) +

∫
γ1

(v1λxx)
2+

+

∫
γ1

(w1λ
x )2 − λ

∫
γ2

v2λxx(v̄
2
xx − v2λxx)− λ

∫
γ2

w2λ
x (w̄2

x − w2λ
x ).

(70)

C учетом (66)–(69) перейдем к нижнему пределу в обеих частях последнего нера-
венства. Для левой части неравенства (70) будем иметь

lim inf
λ→∞


∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(ū)−
∫
Ωc

γ

f(ū− uλ) +

∫
γ1

v1λxxv̄
1
xx +

∫
γ1

w1λ
x w̄1

x

 =

=

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u) +

∫
γ1

v1xxv̄
1
xx +

∫
γ1

w1
xw̄

1
x.

Рассмотрим правую часть неравенства (70). Используя очевидные неравенства

lim inf
λ→∞

λ

∫
γ2

(v2λxx)
2 ⩾ 0, lim inf

λ→∞
λ

∫
γ2

(w2λ
x )2 ⩾ 0,

а также слабую полунепрерывность снизу, получим

lim inf
λ→∞


∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(uλ) +

∫
γ1

(v1λxx)
2+

∫
γ1

(w1λ
x )2 − λ

∫
γ2

v2λxx(v̄
2
xx−v2λxx)− λ

∫
γ2

w2λ
x (w̄2

x−w2λ
x )

 ⩾

⩾
∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u) +

∫
γ1

(v1xx)
2 +

∫
γ1

(w1
x)

2.

Таким образом, получим
(u, v1, w1) ∈ K4,∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū−u)+

∫
γ1

v1xx(v̄xx − v1xx)+

∫
γ1

w1
x(w̄x −w1

x) ⩾
∫
Ωc

γ

f(ū−u) ∀(ū, v̄, w̄) ∈ K4. (71)

Итак, доказано следующее утверждение.
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Теорема 4. Решение задачи (64) сходится при λ → ∞ в смысле (66)–(68) к ре-
шению задачи (71).

Задача (71), которая соответствует предельному случаю, описывает равновесие
упругого тела с трещиной, перпендикулярно пересекающей и разбивающей тонкое
включение на две части. При этом одна часть будет соответствовать тонкому упру-
гому включению, а вторая — тонкому жесткому с отслоением (см. рис. 4).

Заключение

В настоящей работе рассмотрена задача о равновесии двумерного упругого тела с
трещиной и тонкими включениями, которые контактируют в одной точке. Рассмот-
рены разные случаи отслоения тонких включений. Найдены условия сопряжения в
точке контакта. Исследованы три случая сопряжения тонких включений: жестких,
упругих, жесткого и упругого.

1. Для случая сопряжения тонких жестких включений, где предполагается от-
слоение на положительном берегу γ+

2 ,
- доказаны существование и единственность решения,
- получены две эквивалентные дифференциальные формулировки.

2. Для случая, где трещина прямолинейно пересекает упругое включение
- доказаны существование и единственность решения,
- получена эквивалентная дифференциальная формулировка,
- исследован предельный переход при стремлении параметра жесткости к бес-

конечности.
3. Для случая сопряжения тонкого жесткого и упругого включений, где имеется

отслоение как жесткого включения на γ+
2 , так и упругого включения на γ+

1 ,
- доказаны существование и единственность решения,
- получена эквивалентная дифференциальная формулировка.
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ABSTRACT

An equilibrium problem for an elastic body is considered. It is assumed

that the body has crack which junction the thin inclusion at a given point.

We analyze a conjugate conditions parts of thin inclusion. Inequality type

boundary conditions are considered at the crack faces to prevent a mutual

penetration between the faces. Existence of solutions is proved. Equivalent

problem formulations are discussed. The passage to the limit under stiffness

parameter of thin inclusions to infinity.
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