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Оптимизационный метод решения
задач маскировки

для 2D-модели электропроводности

Рассматриваются задачи проектирования многослойных маскировочных обо-
лочек для 2D-модели электропроводности. Предполагается, что эти оболочки
состоят из конечного числа кольцевых слоев, заполненных изотропными сре-
дами. С использованием оптимизационного метода рассматриваемые задачи
сводятся к экстремальным задачам и исследуются свойства их решений. Раз-
вивается эффективный численных алгоритм, основанный на методе роя частиц
(МРЧ). Обсуждаются результаты проведенных вычислительных эксперимен-
тов.
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Введение

В последнее десятилетие наблюдается растущий интерес в развитии технологий
устройств невидимости (в виде маскировочных оболочек), служащих для маскиров-
ки материальных тел от обнаружения их различными средствами локации. Начиная
с работ [1,2] большое количество публикаций посвящено разработке различных схем
и стратегий маскировки материальных тел. В первых работах в этой области иссле-
довалась электромагнитная маскировка, т. е. маскировка объектов от обнаружения
средствами электромагнитной локации. Затем основные результаты из теории элек-
тромагнитной маскировки были перенесены на случаи акустической маскировки и
маскировки от статических тепловых, электрических и магнитных полей.

Следует, однако, отметить, что техническая реализация решений, полученных в
указанных работах, связана с существенными трудностями [1]. Поэтому в последние
годы для решения задач маскировки стали применять оптимизационные методы
(см. [3–6]). В настоящей работе оптимизационный метод (см. [7]) применяется для
решения задачи маскировки для 2D-модели электропроводности.
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1. Постановка прямой задачи

Мы начнем с постановки прямой задачи электропроводности, рассматриваемой в
прямоугольнике D={x≡(x,y):|x|<x0, |y|<y0}. Будем считать, что внешний электри-
ческий потенциал Ue создается двумя вертикальными пластинами x=±x0, которые
поддерживаются опорами при разных значениях потенциала u1 и u2, а верхняя и
нижняя пластины y=±y0 электрически изолированы. Мы предполагаем, что внут-
ри D находится материальная оболочка (Ω,σ). Здесь Ω — круговой слой a< |x|<b,
b<max{x0,y0} и σ — электрическая тензорная, или скалярная проводимость неодно-
родной анизотропной среды, заполняющей область Ω. Мы предполагаем также, что
внутренная часть Ωi: |x|<a и внешняя часть Ωe: |x|>b области Ω заполнены одной
и той же однородной средой с постоянной электропроводностью σb>0 (см. Рис. 1).

Рис. 1. Геометрия основной области задачи при наличии маскировочной оболочки.

В этом случае прямая задача электропроводимости состоит в нахождении тройки
U =(ui,u,ue) функций, а именно ui в Ωi, u в Ω и ue в Ωe — которые удовлетворяют
уравнениям

σb ∆ui = 0 in Ωi, σb ∆ue = 0 in Ωe, div (σ gradu) = 0 in Ω, (1)

подчиняются граничным условиям на границе ∂D области D

ue|x=−x0
= u1, ue|x=x0

= u2, ∂ue/∂y|y=±y0
= 0
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и удовлетворяют условиям сопряжения на внутренней Γi и внешней Γe компонентах
границы Γ оболочки Ω, имеющим вид

ui = u, σb
∂ui

∂n
= (σ∇u) · n on Γi, ue = u, σb

∂ue

∂n
= (σ∇u) · n on Γe. (2)

Нашей целью является решение обратных задач для модели (1)–(2), связанных
с проектированием маскирующих оболочек. В общем случае обратная задача мас-
кировки состоит в нахождении проводимости σ среды, заполняющей Ω, из двух
независимых условий:

∇U = 0 в Ωi, U = Ue в Ωe. (3)

Здесь U =(ui,u,ue) — решение задачи (1)–(2), а Ue — заданное поле.
Ниже мы рассмотрим важный частный случай, когда оболочка (Ω,σ) состоит

из M концентрических кольцевых слоев Ωj = {rj−1<r= |x|<rj}, j=1,2, ... ,M , где
r0=a, rM = b. Каждый из этих слоев заполнен однородной изотропной средой, опи-
сываемой постоянной проводимостью σj > 0, j=1,2, ... ,M . Проводимость σ в этом
случае есть скалярная кусочно-постоянная функция, принимающая значение σj в
интервале (rj−1,rj). В результате обратная задача сводится к нахождению неизвест-
ных проводимостей σj , j=1,2,...,M , образующих M -мерный вектор проводимостей
s=(σ1,σ2,... ,σM ) из условий маскировки (3).

2. Постановка обратной задачи

Для нахождения вектора s=(σ1,σ2,...,σM ), который принадлежит ограниченному
множеству

S = {s : 0 < σmin ⩽ σj ⩽ σmax, j = 1, 2, . . . ,M},

называемому множеством управлений, мы применим оптимизационный метод. В ре-
зультате обратная задача сводится к решению многопараметрической экстремаль-
ной задачи. В качестве искомых управлений выбираются неизвестные параметры
среды σj , j=1,2,... ,M , которые изменяются в интервале [σmin,σmax].

В качестве минимизируемого функционала качества выбирается неотрицатель-
ный квадратичный функционал J , который связан обратной зависимостью с мас-
кировочной эффективностью оболочки (Ω,σ), отвечающей оптимальному решению.
Определим три функционала:

Ji(s) =
∥∇U [s]∥L2(Ωi)

∥∇Ue∥L2(Ωi)
, Je(s) =

∥U [s]− Ue∥L2(Ωe)

∥Ue∥L2(Ωe)
, J(s) = Je(s) + Ji(s)

и сформулируем следующую задачу управления:

J(s) = Je(s) + Ji(s) → min, s ∈ S. (4)

Для решения задачи (4) мы применим метод роя частиц (см. [8]) по схеме, предло-
женной в [3].
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3. Результаты вычислительных экспериментов

Численные эксперименты были выполнены для стандартных значений парамет-
ров N=25 (количество частиц роя), L=50 (максимальное число итераций), ω=0.4,
c1=1, c2=1.5, входящих в метод роя частиц, и следующих данных:

a = 1м, b = 2м, x0 = y0 = 3м, u1 = 100в, u2 = 0в, σ0 = 1См/м.

Здесь См — сокращенное обозначение величины сименс, являющейся единицей элек-
тропроводности в СИ.

Сначала мы исследуем маскировочную эффективность многослойной оболочки,
спроектированной при помощи так называемого чередующегося дизайна, т. е. со-
стоящей из чередующихся слоев двух природных материалов. Для определенности
в качестве двух тестовых материалов мы выбираем углерод и медь. В этом случае
проводимости σj определяются соотношениями

σ1 = σ3 = . . . = σM−1 = 1 · 104σ0, σ2 = . . . = σM = 5.9 . . . 107σ0.

Мы предполагаем, что σb = 1.45 · 106σ0 (нержавеющая сталь). Так как все па-
раметры заданы, нам остается только определить маскировочную эффективность
оболочки (Ω,salt), где salt=(σmin,σmax, ... ,σmin,σmax), путем вычисления значений
J(salt), Ji(salt), Je(salt). Эти значения вместе со значением σM/σ0=5.9·107 представ-
лены в табл. 1 для четырех различных оболочек, отвечающих случаям M=2,6,10 и
12. В частности, из данных табл. 1 следует, что J(salt) принимат значение 4.43·10−2

при M =12. Эти результаты демонстрируют относительно низкую маскировочную
эффективность оболочки (Ω,salt), полученной на основе чередующегося дизайна.

Таблица 1. Численные результаты для неоптимизированных многослойных
оболочек (σmin = 1 · 104σ0, σmax = 5.9 · 107σ0).

M σopt
M /σ0 J(salt) Ji(s

alt) Je(s
alt)

2 5.9 · 107 1.61× 10−1 7.15× 10−3 1.54× 10−1

6 5.9 · 107 9.14× 10−2 7.92× 10−6 9.14× 10−2

10 5.9 · 107 5.63× 10−2 1.40× 10−7 5.63× 10−2

12 5.9 · 107 4.43× 10−2 3.28× 10−8 4.43× 10−2

Для того чтобы спроектировать оболочку с более высокой маскировочной эффек-
тивностью, мы применим оптимизационный метод. В соответствии с названным ме-
тодом мы решаем задачу (4) для тех же самых значений σmin =1 ·104σ0 и σmax =

5.9 ·107σ0, соответствующих углероду и меди. Используя PSO, мы получаем опти-
мальное решение sopt = (σopt

1 ,σopt
2 , ... ,σopt

M ), обладающее следующим важным свой-
ством: все параметры σopt

j с нечетными индексами 1,3, ...M −1 совпадают с σmin,
тогда как оптимальные параметры σopt

2 ,σopt
4 , ... ,σopt

M−2 с четными индексами совпа-
дают с σmax. Что касается параметра σopt

M , то оно принимает разные значения при
разных M , изменяясь от 5.9 ·107σ0 при M =2 до 2.92 ·107σ0 при M =12.

Оптимальные значения σopt
M , J(sopt), Ji(sopt) и Je(sopt) представлены для четырех

разных случаев M =2,6,10 и 12 в табл. 2 .
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Таблица 2. Численные результаты для оптимизированных оболочек
(σmin = 1 · 104σ0, σmax = 5.9 · 107σ0).

M σopt
M /σ0 J(salt) Ji(s

alt) Je(s
alt)

2 5.9 · 107 1.61× 10−1 7.15× 10−3 1.54× 10−1

6 1.55 · 107 2.11× 10−5 1.46× 10−5 6.52× 10−6

10 2.11 · 107 1.20× 10−5 2.34× 10−8 1.30× 10−5

12 2.92 · 107 7.47× 10−6 4.21× 10−8 7.43× 10−6

Последний тест относится к случаю, когда роль управлений играет, наряду с
проводимостью последнего слоя, толщина h последнего слоя. В пр тесте значение h,
как и значение σM проводимости последнего слоя, ищется с помощью оптимизаци-
онного метода, основанного на методе роя частиц, т.е. решается двухпараметриче-
ская задача. Причем значения параметра h изменяются на отрезке [hmin,hmax], где
hmin =5 ·10−2, hmax =5 ·10−1. Толщины остальных слоев в этом случае считаются
одинаковыми и равными (b−a−h)/(M−1), а параметры σ1,σ2,...,σM−1 выбираются
в соответствии с правилом чередующегося дизайна.

Таблица 3. Численные результаты для оптимизированных многослойных оболочек
(управление толщиной последнего слоя и его проводимостью при чередующемся

дизайне остальных слоев σmin = 1 · 104σ0,
σmin = 5.9 · 107σ0, hmin = 5 · 10−2, hmax = 5 · 10−1).

M σopt
M /σ0 h J(salt) Ji(s

alt) Je(s
alt)

2 2.83 · 107 9.89× 10−2 1.98× 10−2 1.98× 10−2 7.48× 10−6

6 2.67 · 107 9.87× 10−2 1.85× 10−5 1.11× 10−5 7.47× 10−6

10 1.14 · 107 2.09× 10−1 6.76× 10−6 4.29× 10−7 6.36× 10−6

12 1.12 · 107 2.11× 10−1 6.42× 10−6 1.23× 10−7 6.30× 10−6

4. Выводы и заключение

Подчеркнем, что спроектированная маскировочная оболочка (Ω,sopt) из табл 2
отличается от оболочки (Ω,salt) из табл 1, спроектированной по принципу череду-
ющегося дизайна, только значением проводимости последнего слоя σM . В то же
время оптимальное значение J(sopt) функционала J , отвечающее оболочке (Ω,sopt),
на несколько порядков меньше значения J(salt), соответствующего оболочке (Ω,salt).
С одной стороны, это говорит об очень сильном влиянии проводимости последнего
слоя σM на маскировочную эффективность оболочки (Ω,sopt). C другой стороны, это
означает, что нет необходимости решать численно общую M -мерную экстремальную
задачу относительно проводимостей σ1,σ2, ... ,σM для того, чтобы найти требуемое
оптимальное решение. Вместо этого достаточно решить однопараметрическую за-
дачу управления относительно последнего параметра σM . Как показали расчеты,
применение для этой цели РSO алгоритма приводит к значениям σM , представлен-
ным в табл. 2.
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Более того, применение предложенного в этой работе нового подхода, основан-
ного на отыскании как толщины h последнего слоя, так и его проводимости σM ,
дает еще меньшее значение J(sopt) функционала J , которому отвечает еще большее
значение эффективности маскировочной оболочки (Ω,sopt) (см. табл. 3).

Предложенный подход дизайна высокоэффективных и легко реализуемых мас-
кировочных оболочек можно распространить на случай трех измерений, а также
на задачи проектирования концентраторов и других функциональных устройств,
служащих для управления электрическими полями.
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ABSTRACT

The problems of designing multilayer cloaking shells for a 2D model of elec-

trical conductivity are considered. It is assumed that these shells consist

of a finite number of annular layers filled with isotropic media. Using the

optimization method, the problems under consideration were reduced to

extremal problems, their properties are studied. An efficient numerical al-

gorithm based on the particle swarm method (PSO) has developed. The

results of the performed computational experiments were discussed.
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