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О коэффициентах и начальных условиях
последовательности Сомос-6 ранга 3

В работе выясняются условия, которым удовлетворяют коэффициенты и на-
чальные значения последовательности Сомос-6, являющейся произведением
двух последовательностей Сомос-4 и имеющей ранг не больше 3.
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Введение

Пусть k — натуральное число. Последовательностью Сомос-k называется число-
вая последовательность {Sn} (n∈Z), удовлетворяющая рекуррентному соотношению

Sn+kSn =
∑

16j6k/2

αjSn+k−jSn+j (1)

с коэффициентами α1,...,α[k/2]. Для вычисления {Sn} необходимо знать k начальных
значений S0,...,Sk−1. В дальнейшем будем считать, что последовательность {Sn} не
имеет нулевых элементов.

Напомним, что 0-рангом (см. [1]) последовательности {Sn} называется мини-
мально возможное натуральное r, при котором существуют последовательности

a(1)n , . . . , a(r)n ; b(1)n , . . . , b(r)n

такие, что при любых m,n∈Z выполняется равенство

Sm+nSm−n =

r∑
i = 1

a(i)m b(i)n . (2)
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Эквивалентное определение заключается в том, что 0-ранг — это наименьшее r, при
котором равенство

DS

(
m0, . .. ,mr

n0, . .. , nr

)
= det

Sm0+n0
Sm0−n0

. . . Sm0+nr
Sm0−nr

. . . Smi+njSmi−nj . . .

Smr+n0Smr−n0 . . . Smr+nrSmr−nr

 = 0

выполняется при любых целых m0, ... ,mr,n0, ... ,nr. Раскладывая по первой строке
определитель в соотношении

DS

(
n, 3, 4, 5

3, 2, 1, 0

)
= 0,

получаем равенство

DS

(
3, 4, 5

2, 1, 0

)
Sn+3Sn−3 − DS

(
3, 4, 5

3, 1, 0

)
Sn+2Sn−2 +DS

(
3, 4, 5

3, 2, 0

)
Sn+1Sn−1 −

− DS

(
3, 4, 5

3, 2, 1

)
S2
n = 0.

Из этого соотношения при условии

DS

(
3, 4, 5

2, 1, 0

)
=/ 0

следует, что последовательность {Sn} 0-ранга 3 является последовательностью Со-
мос-6.

Э. Хоун [6] и К. Сворт [8] показали, что в случае Sn=/ 0 решение уравнения (1)
при k=4 и α1α2=/0 имеет вид

Sn = K0K
n
1

σ(nz + u)

σn2(z)
, (3)

где σ(z)=σ(z;g2,g3) — сигма-функция Вейерштрасса, ассоциированная с эллиптиче-
ской кривой y2=4x3−g2x−g3, а параметры K0,K1,z,u,g2,g3 определяются по началь-
ным значениям S0,S1,S2,S3 и коэффициентам рекуррентного соотношения α1,α2 (о
последовательностях Сомос-4, не представимых в виде (3), см. [2]). Из теоремы сло-
жения для сигма-функции следует, что в общем случае 0-ранг последовательности
Сомос-4 равен 2, а из результатов работы [5] следует, что 0-ранг последовательности
Сомос-6 не превосходит 4.

Представляет интерес мультипликативный способ построения последовательно-
стей Сомоса. Определим две последовательности Сомос-4

An = K0K
n
1

σ(nz + u)

σn2(z)
, Bn =

σ(nz + v)

σn2(z)
, (4)

ассоциированные с одинаковыми эллиптическими кривыми, и положим

Cn = AnBn. (5)
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Из работы [3] следует, что в общей ситуации 0-ранг последовательности {Cn} ра-
вен 3. Поэтому {Cn} является последовательностью Сомос-6 (подробнее о последо-
вательностях рангов 1, 2, 3 и 4 см. [4]). Пусть {Cn} не содержит нулевых элементов
и задается начальными значениями C0, ... ,C5. Определим вспомогательную после-
довательность {hn} формулой

hn =
Cn−1Cn+1

C2
n

.

В данной заметке мы найдем условия, которым удовлетворяют коэффициенты и
начальные значения h1 ...,h4 последовательности {hn}.

1. Предварительные сведения

Рекуррентное соотношение для последовательности Сомос-4 {An} запишем в ви-
де

An−2An+2 = aAn−1An+1 + bA2
n, (6)

а для последовательности Сомос-6 {Cn} — в виде

Cn−3Cn+3 = α1Cn−2Cn+2 + α2Cn−1Cn+1 + α3C
2
n. (7)

В дальнейшем будем предполагать, что α1α2α3=/0.
Вместе с последовательностью {Sn} соотношению (1) удовлетворяет также по-

следовательность {K0K
n
1 Sn} (K0,K1=/0). Поэтому удобно ввести переменные (см. [9])

fn =
An−1An+1

A2
n

, hn =
Cn−1Cn+1

C2
n

,

инвариантные относительно преобразования Sn →K0K
n
1 Sn. В новых переменных

соотношение (6) примет более простой вид

fn−1f
2
nfn+1 = afn + b, (8)

а соотношение (7) запишется в виде

hn−2h
2
n−1h

3
nh

2
n+1hn+2 = α1hn−1h

2
nhn+1 + α2hn + α3. (9)

Положим
T (x, y; a, b) = xy + a

(
1

x
+

1

y

)
+

b

xy
.

У рекуррентного соотношения (8) существует первый интеграл (инвариант) — ве-
личина

I = T (fn, fn+1; a, b),

не зависящая от n (см. [6] и [8]).
Для последовательности {An} при любых целых n, m выполняется формула

сложения (см. [10])

An−mAn+m = W 2
mAn−1An+1 − Wm−1Wm+1A

2
n,
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которая является частным случаем разложения (2). В этом равенстве Wm= σ(mz)

σm2 (z)
—

эллиптическая делимостная последовательность (elliptic divisibility sequence) для
{An} (см. [7, 9]). Она является последовательностью Сомос-4 и определяется ре-
куррентным соотношением

Wm−2Wm+2 = W 2
2Wm−1Wm+1 − W3W

2
m

с начальными значениями W1=1, W2, W3, W4. Последние выражаются через коэф-
фициенты a, b и инвариант I по формулам (см. [9])

W2 = −
√
a, W3 = − b, W4 = (a2 + bI)

√
a. (10)

При m=3 из формулы сложения получается равенство

An−3An+3 = W 2
3An−1An+1 − W2W4A

2
n,

которое, с учетом (10), в терминах переменных fn принимает вид

fn−2f
2
n−1f

3
nf

2
n+1fn+2 = b2fn + (a3 + abI).

2. Результат

Пусть
fn =

An−1An+1

A2
n

, gn =
Bn−1Bn+1

B2
n

, hn =
Cn−1Cn+1

C2
n

.

Из формулы сложения следует, что последовательности (4) имеют одну и ту же эл-
липтическую делимостную последовательность Wm. Это, в свою очередь, означает,
что {fn} и {gn} удовлетворяют одинаковым рекуррентным соотношениям

fn−1f
2
nfn+1 = afn + b, gn−1g

2
ngn+1 = agn + b (11)

и имеют одинаковые инварианты T (fn,fn+1;a,b)=T (gn,gn+1;a,b)= I. Заметим, что

hn = fngn. (12)

Перемножив равенства (11), получим

hn−1h
2
nhn+1 = a2hn + b2 + ab(fn + gn). (13)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма. Если последовательность (12) удовлетворяет рекуррентному соотноше-
нию (9), то коэффициенты α1, α2, α3 этого соотношения выражаются через парамет-
ры a, b, I по формулам

α1 = a2b+ b2I, α2 = b4 − a4b − a2b2I, α3 = (a2 + bI)(a4 − b3 + a2bI). (14)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

fn−2f
2
n−1f

3
nf

2
n+1fn+2 = b2fn + (a3 + abI), gn−2g

2
n−1g

3
ng

2
n+1gn+2 = b2gn + (a3 + abI).

Перемножив эти равенства, получим

hn−2h
2
n−1h

3
nh

2
n+1hn+2 = b4hn + (a3 + abI)2 + b2(a3 + abI)(fn + gn).

Выразив fn + gn из соотношения (13) и подставив в последнее равенство, после
элементарных преобразований получим уравнение

hn−2h
2
n−1h

3
nh

2
n+1hn+2 =

= (a2b+ b2I)hn−1h
2
nhn+1 + (b4 − a4b − a2b2I)hn + (a2 + bI)(a4 − b3 + a2bI),

из которого следует утверждение леммы. 2
Из равенств (12) и (13) следует, что fn и gn являются корнями квадратного

уравнения
abx2 − (hn−1h

2
nhn+1 − a2hn − b2)x+ abhn = 0.

Поэтому
abfn = φ+(hn−1, hn, hn+1; a

2, b2),

abgn = φ−(hn−1, hn, hn+1; a
2, b2),

(15)

где
φ±(x, y, z;u, v) =

1

2

(
xy2z − uy − v ±

√
(xy2z − uy − v)2 − 4uvy2

)
(ветвь корня фиксированна). В первое из соотношений (14) вместо I подставим
T
( x

ab
,
y

ab
;a,b

)
. Получим

α1 = a2b+ b2T
( x

ab
,
y

ab
; a, b

)
= a2b+ b2

(
xy

a2b2
+ a2b

(
1

x
+

1

y

)
+

a2b3

xy

)
=

=
xy

a2
+ a2b

(
1 +

b2

x

)(
1 +

b2

y

)
.

Следовательно,
Φ(x, y; a2, b2, α1) = 0,

где

Φ(x, y;u, v, w) =
(xy
u

− w
)2

− u2v
(
1 +

v

x

)2
(
1 +

v

y

)2

.

Заменяя x на abfn, а y на abfn+1, получаем

Φ(abfn, abfn+1; a
2, b2, α1) = 0.

Такое же равенство выполняется и для последовательности {gn}:

Φ(abgn, abgn+1; a
2, b2, α1) = 0.

Воспользовавшись выражениями (15) при n=2, получим

F±(h1, h2, h3, h4; a
2, b2, α1)= Φ

(
φ±(h1, h2, h3; a

2, b2), φ±(h2, h3, h4; a
2, b2); a2 b2, α1

)
= 0.

Учитывая выражения a2=
α1α

2
2

α2
3

− α2

α1
, b2= − α1α2

α3
, найденные из системы уравнений

(14), приходим к следующему результату.
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Теорема. Пусть последовательность Сомос-6 имеет вид (5) и задана в перемен-
ных hn рекуррентным соотношением (9), в котором α1α2α3 =/ 0. Тогда коэффициен-
ты α1, α2, α3 и начальные значения h1, h2, h3, h4 удовлетворяют условиям

F±

(
h1, h2, h3, h4;

α1α
2
2

α2
3

− α2

α1
, − α1α2

α3
, α1

)
= 0.
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ABSTRACT

In the paper we find the conditions for coefficients and initial values of the

Somos-6 sequence, which is the product of two Somos-4 sequences and has

a rank of at most 3.
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