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Получение асимптотических формул для емкостей различных видов представля-
ет значительный интерес в связи с многочисленными приложениями этих формул
в теории функций и смежных областях математики (см., например, работы [1–12]
и библиографию в них). В недавней статье [13] установлена асимптотика емкости
обобщенного конденсатора в случае, когда одна из его пластин фиксирована, а все
другие стягиваются в наперед заданные точки, при этом уровни потенциала суть
переменные величины, а множество, на котором определен конденсатор, стремится
к фиксированной области. Настоящая заметка является продолжением этих иссле-
дований. Мы получаем аналог формулы (2) [13] в случае, когда вырождаются все
пластины конденсатора. Доказательство новой асимптотической формулы следует
доказательству Теоремы 2.4 [5] с некоторыми дополнениями и исправлениями. Всю-
ду ниже мы придерживаемся определений и обозначений из книги [5].

Теорема 1. Пусть D — конечносвязная область комплексной сферы C, ограни-
ченная непрерывно дифференцируемыми жордановыми кривыми, и пусть {D(ε)} —
семейство конечносвязных областей в C, зависящих от параметра ε > 0, ограничен-
ных жордановыми кривыми и такими, что расстояние между границами ∂D и ∂D(ε)

(по Хаусдорфу) есть величина O(ε), ε → 0. Пусть {zk}nk = 1, n > 2, — совокупность
различных конечных точек области D;

δk(ε) = δk − αkε+ o(ε), ε → 0,
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δk =/ 0 и αk — вещественные числа, k = 1, .. . , n. Предположим, что пластины Ek(ε),
k = 1, . .. , n, конденсатора C(ε) =

(
D(ε), {Ek(ε)}nk = 1, {δk(ε)}nk = 1

)
ограничены замк-

нутыми гладкими жордановыми кривыми, на которых выполняется

|z − zk| = µk

(
exp(− νk/ε)

)(
1 + o(1)

)
, ε → 0, (1)

µk>0, νk>0, k=1,...,n,
n∑

k=1

δk/νk=0. Тогда справедлива асимптотическая формула

capC(ε) = 2πε

n∑
k = 1

δ2k
νk

− 2πε2

{
n∑

k = 1

[
2
αkδk
νk

+
δ2k
ν2k

log
N(D, zk, zn)

µk

]
+

+

n−1∑
k = 1

n−1∑
l = 1
l =/ k

δkδl
νkνl

nD(zk, zl, zn)

}
+ o(ε2), ε → 0,

(2)

где
nD(z, zl, zn) = HD(z, zl, zn) − log |z − zl|

означает функцию Неймана области D с полюсами в точках zl и zn, а

N(D, zl, zn) = exp(HD(zl, zl, zn)),

l=1,...,n−1, N(D,zn,zn) : =1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно убедиться, что формула вида (2) не зависит
от выбора конкретных пластин Ek(ε), k = 1, . .. , n, удовлетворяющих условиям (1)
(см. [5, Лемма 2.1]). Ввиду конформной инвариантности емкости достаточно рас-
смотреть случай, когда область D ограничена конечным числом аналитических
жордановых кривых и точка zn = 0. Кроме того, учитывая монотонность емкости
конденсатора [5, Теорема 1.15], можем считать, что граничные точки области D(ε)
получаются сдвигом граничных точек D вдоль нормали к ∂D на одну и ту же ве-
личину O(ε), ε → 0.

Введем сокращенные обозначения:

n(z, zk) = nD(z, zk, 0), nε(z, zk) = nD(ε)(z, zk, 0); k = 1, dots, n − 1,

Rk = N(D, zk, 0), Rk(ε) = N(D(ε), zk, 0), λk = ε/(ε logµk − νk), k = 1, .. . , n.

Следуя [5], при достаточно малом значении параметра ε рассмотрим вспомогатель-
ную функцию

g(z) =

n−1∑
k = 1

δk(ε)

n−1∑
l = 1

βlknε(z, zl),

где

βlk =

{
− λkλlnε(zk, zl), l =/ k,

− λk [1 + λk logRk(ε)] , l = k,

k,l=1,...,n−1. Функция g гармоническая в D(ε)\
n∪

k=1

{zk}, а на границе ∂D(ε) удо-

влетворяет условию ∂g/∂n=0. В каждой точке zk, k=1,...,n, функция g имеет лога-
рифмическую особенность. Отсюда заключаем, что при любом k, 16k6n, граница
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множества

Ek(ε) =
{
z : |z − zk| < µk exp(− νk/(2ε)), g(z)/δk(ε) > 1

}
представляет собой замкнутую аналитическую жордановую кривую.

Для точек z∈∂Ek(ε), 16k6n−1, выполняется

1 = − λk

[
1 + λk logRk(ε)

]
nε(z, zk) −

n−1∑
l = 1
l =/ k

λkλlnε(zk, zl)nε(z, zl) −

−
n−1∑
j = 1

j =/ k

δj(ε)

δk(ε)

{
λkλjnε(zk, zj)nε(z, zk) + λj [1 + λj logRj(ε)]nε(z, zj)+

+

n−1∑
l = 1

l =/ j, l =/ k

λlλjnε(zl, zj)nε(z, zl)

}
= − λk

[
1 + λk logRk +O(ε2)

]
n(z, zk) −

−
n−1∑
j = 1

j =/ k

δj(ε)

δk(ε)

{
λkλj(n(zk, zj) +O(ε))n(z, zk) + λjn(zk, zj)

}
+O(ε2) =

=
(
λk log |z − zk|

)[
1 + λk logRk +

n−1∑
j = 1

j =/ k

δj(ε)

δk(ε)
λjn(zk, zj) +O(ε2)

]
−

− λk logRk −
n−1∑
j = 1

j =/ k

δj(ε)

δk(ε)
λjn(zk, zj) +O(ε2), ε → 0.

Мы воспользуемся тем фактом, что при сделанных выше допущениях, касающихся
границ множеств D и D(ε) справедливы равенства

nε(z, zk) = n(z, zk) +O(ε), z ∈ D(ε) ∩D,

logRk(ε) = logRk +O(ε), ε → 0, k = 1, . .. , n − 1.

После простых вычислений получаем, что на границе множества Ek(ε) выполняется

λk log |z − zk| = 1 +O(ε2), ε → 0,

и, следовательно, справедливо асимптотическое равенство (1).
Рассмотрим теперь строение множества ∂En(ε). Напомним, что согласно опреде-

лению функции Неймана

nε(z, zl) = log |z|+ o(1) при z → 0

[5, часть 2.1]. Кроме того, nε(z,zl) — гармоническая функция в проколотой окрест-
ности начала координат. Отсюда

nε(z, zl) = log |z|+H(z),
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где H(z) — некоторая гармоническая функция в окрестности точки z=0 и H(0)=0.
Поэтому можно записать

nε(z, zl) = log |z|+O(|z|), z → 0, l = 1, . . . , n − 1.

Учитывая этот факт, получаем, что для точек z∈∂En(ε) выполняется1)

1 =

n−1∑
k = 1

δk(ε)

δn(ε)

n−1∑
l = 1

βlk

(
log |z|+O(ε2)

)
=
(
log |z|+O

(
ε2
))

×

×

−
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k = 1

δk(ε)

δn(ε)
λk

[
1 + λk logRk(ε)

]
−

n−1∑
k = 1

δk(ε)

δn(ε)

n−1∑
l = 1
l =/ k

λkλlnε(zk, zl)

 =

=λnlog|z|

−
n−1∑
k = 1

λk(δk−αkε)

λn(δn−αnε)

[
1+λk logRk

]
−

n−1∑
k = 1

δk
δn

n−1∑
l = 1
l =/ k

λkλl

λn
n(zk,zl)+ o(ε)

+O(ε3)=

=λnlog|z|

{
1+

ενn
δn


n−1∑
k = 1

(
δk
νk

(
αk

δk
− αn

δn

)
+
δk
ν2k

log
Rkµ

νk/νn
n

µk

)
+

n−1∑
k = 1

n−1∑
l = 1
l =/ k

δk
νkνl

n(zk,zl)

+

+o(ε)

}
+O(ε3), ε → 0.

При отображении z 7→az, a>0, емкость конденсатора C(ε) не меняется, в то время
как следующие величины преобразуются по правилу:

Rk 7→ Rka
2, n(zk, zl) 7→ n(zk, zl) + log a, k, l = 1, .. . , n − 1;

δk 7→ δk, αk 7→ αk, µk 7→ µka, νk 7→ νk, k, l = 1, .. . , n.

Отсюда следует, что при данном отображении не меняется вид асимптотической
формулы (2). Постоянную a можно подобрать таким образом, чтобы выражение в
квадратных скобках в последнем соотношении обратилось в нуль:

n−1∑
k = 1

(
δk
νk

(
αk

δk
− αn

δn

)
+

δk
ν2k

log
Rkµ

νk/νn
n

µk

)
+

n−1∑
k = 1

n−1∑
l = 1
l =/ k

δk
νkνl

n(zk, zl) = 0. (3)

Действительно, после указанной выше замены параметров в (3) к левой части (3)
добавится слагаемое

− δn
νn

n∑
k = 1

1

νk
log a,

1В этой части аналогичного доказательства [5, часть 2.3] допущена неточность, которая не
повлияла на результат вычислений.
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где множитель перед loga отличен от нуля (воспользовались равенством
n∑

k=1

δk/νk=

=0). Таким образом, можно априори считать, что выполняется равенство (3). В
этом случае получаем

λn log |z| = 1 + o(ε), ε → 0,

и, следовательно, справедливо равенство (1) при k=n. Ранее мы показали (1) для
k=1, ... ,n− 1. Поэтому при нахождении формулы для емкости конденсатора C(ε)
достаточно ограничится пластинами Ek(ε) вместо Ek(ε), k=1,...,n.

По принципу Дирихле

capC(ε) =

∫∫
D(ε)\

n∪
k = 1

Ek(ε)

|Og|2dxdy = −
n∑

k = 1

δk(ε)

∫
∂Ek(ε)

∂g

∂n
ds =

= 2π
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n−1∑
l = 1

δl(ε)βkl − 2πδn(ε)

n−1∑
k = 1

δk(ε)

n−1∑
l = 1

βlk.

Здесь дифференцирование производится по направлению внешней нормали к гра-
нице множеств Ek(ε), k=1, ... ,n. С учетом предыдущих выкладок и равенства (3)
получаем

1

2π
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2
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]
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2
n(ε)
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)
=
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[
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)] [
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(
ε2
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−
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]
n(zk, zl) −

−
[
ε/νn − (ε2 logµn)/ν
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(
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δ2n − 2αnδnε+ o(ε)
]
(1 + o(ε)) =

=ε

n∑
k = 1

δ2k
νk

− ε2


n∑

k = 1

[
2
αkδk
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δ2k
ν2k

log
Rk
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]
+

n−1∑
k = 1

n−1∑
l = 1
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+ o
(
ε2
)
, ε → 0.

Теорема доказана. 2
Приведенное доказательство распространяется на случай, когда некоторые пла-

стины конденсатора C(ε) стягиваются к граничным точкам области D, но только
при условии, что в окрестности этих точек границы областей D и D(ε) совпада-
ют при любом ε→0. В общем случае вопрос об асимптотике емкости конденсатора
остается открытым.
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ABSTRACT

An asymptotic formula is given for the capacity of a generalized condenser
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