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Канторовость квазиунитарных полигонов
над вполне (0-)простыми полугруппами

Универсальную алгебру A назовём канторовой, если для любой алгебры B той
же сигнатуры наличие инъективных гомоморфизмов A → B и B → A влечёт за
собой изоморфизм алгебр A и B. Правый полигон X над полугруппой S назовём
квазиунитарным, если X = XS. В работе доказано, что любой квазиунитарный
полигон над вполне простой полугруппой, а также квазиунитарный полигон с
нулём над вполне 0-простой полугруппой являются канторовыми.
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Хорошо известная теорема Кантора –Шрёдера – Бернштейна утверждает, что ес-
ли для двух множеств X и Y существуют инъективные отображения f :X→ Y и
g :Y →X, то существует взаимно однозначное отображение h :X→Y (см., напри-
мер, [1, гл. 1, §3, теорема 2]). Зададимся вопросом, верно ли аналогичное утвержде-
ние для универсальных алгебр, если брать не произвольные отображения, а только
гомоморфизмы? Иными словами, не будут ли изоморфными две универсальные ал-
гебры одной сигнатуры, если существуют изоморфные вложения их друг в друга?
В общем случае ответ отрицательный: например, свободные группы с двумя и с
тремя образующими изоморфно вкладываются друг в друга, но не изоморфны. Для
некоторых алгебр теорема, аналогичная теореме Кантора – Шрёдера – Бернштейна,
верна: например, она верна для линейных пространств над телом. Назовём уни-
версальную алгебру A канторовой, если для любой алгебры B той же сигнатуры
наличие изоморфных вложений A→B и B→A влечёт за собой изоморфизм A ∼= B.
Отметим, что канторовость является условием конечности — всякая конечная ал-
гебра является канторовой. В работе [2] было доказано, что унитарные полигоны
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над группой являются канторовыми (неунитарные — необязательно). Цель дан-
ной работы — обобщить этот результат на квазиунитарные полигоны над вполне
(0-)простыми полугруппами.

Пусть X — множество, S — полугруппа. Действием полугруппы S на множестве
X назовём отображение X×S→X. Полигоном над полугруппой S называется мно-
жество с определённым на нём действием полугруппы S, если x(s1s2)=(xs1)s2 для
всех x∈X, s1, s2 ∈S (см. [3, 4]). Полигон называется унитарным, если полугруппа
S имеет единичный элемент (обозначим его через e) и xe=x для всех x∈X. Назо-
вём полигон X квазиунитарным, если X=XS. Легко увидеть, что для полугрупп
с единицей понятия квазиунитарности и унитарности полигонов совпадают. Таким
образом, понятие квазиунитарного полигона обобщает понятие унитарного поли-
гона с моноидов (полугрупп с единицей) на произвольные полугруппы. Нетрудно
проверить, что для любого полигона X над полугруппой S множество XS являет-
ся подполигоном, а если полугруппа S такова, что S2 = S, то XS — наибольший
квазиунитарный подполигон. Назовём его квазиунитарной частью полигона X.

Если S — полугруппа с нулём, то естественно рассматривать над ней полигоны с
нулём, т.е. считать, что полигон X имеет нулевой элемент θ такой, что x ·0=θ ·s=θ
для всех x∈X, s∈S (здесь 0 — нулевой элемент полугруппы S).

Полигон X над полугруппой S назовём простым, если он не имеет подполигонов,
отличных от X. Полигон X с нулём называется 0-простым, если XS=/ {0} и X не
имеет подполигонов, отличных от {0} и X.

Следующие два определения взяты из [5, §2.7]. Вполне простой полугруппой
называется полугруппа S, имеющая единственный идеал S и содержащая прими-
тивный идемпотент. Полугруппа S с нулём называется вполне 0-простой, если она
не имеет нетривиальных идеалов (т.е. единственными её идеалами являются {0} и
S), имеет ненулевой примитивный идемпотент и S2=/{0}. Известная теорема Сушке-
вича – Риса (см. [5, теоремы 3.3 и 3.5]) утверждает, что вполне простые полугруппы
— это в точности полугруппы, изоморфные какой-либо рисовской матричной полу-
группе M(G,I,Λ,P ), а вполне 0-простые полугруппы — полугруппы, изоморфные
какой-либо регулярной рисовской матричной полугруппе с нулём M0(G,I,Λ,P ), то
есть такой, что сэндвич-матрица P не содержит нулевых строк и нулевых столбцов.
Полигоны над вполне простой полугруппой M=M(G,I,Λ,P ) и полигоны с нулём
над вполне 0-простой полугруппой M0=M0(G,I,Λ,P ) были описаны в работе [6].

Двойственным (в смысле теории категорий) к понятию прямого произведения
универсальных алгебр является понятие копроизведения. В случае полигонов над
полугруппой копроизведение X полигонов Xi (i∈ I) — это объединение попарно
непересекающихся полигонов Xi (если полигоны Xi имеют непустые пересечения, то
вместо них возьмём их изоморфные копии, попарные пересечения которых пусты).
Тот факт, что X — копроизведение полигонов Xi, будем обозначать так: X=

⨿
i∈I

Xi.

Если X — полигон с нулём θ над полугруппой с нулём 0, причём X является объ-
единением подполигонов Xi таких, что Xi∩Xj = {θ} при i=/ j, то будем называть
X 0-копроизведением полигонов Xi и писать X =

⨿
i∈I

0
Xi. В работах [7, 8] было до-

казано, что если X — полигон над M, то его квазиунитарная часть XS является
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копроизведением простых подполигонов, а если X — полигон с нулём над M0, то
XS — 0-копроизведение 0-простых подполигонов.

Если полугруппа S является объединением правых идеалов, являющихся про-
стыми справа полугруппами, то всякий квазиунитарный полигон над ней является
объединением простых, а значит копроизведением простых.

Теорема 1. Если полигон является объединением простых полигонов, то он кан-
торов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X — полигон, являющийся объединением простых,
над полугруппой S, а Y — полигон над той же полугруппой такой, что существуют
инъективные гомоморфизмы φ : X → Y и ψ : Y → X.

По условию X =
⨿
γ∈Γ

Xγ , где Xγ — простые полигоны. Так как ψ — вложение,

то Y ∼= ψ(Y ). Так как Xγ — простые полигоны, то всякий подполигон полигона X
является копроизведением простых полигонов. Применяя это соображение к поли-
гону ψ(Y ), получаем, что полигон ψ(Y ) (а значит и полигон Y ), является копро-
изведением простых. Запишем: Y =

⨿
µ∈M

Yµ, где Yµ – простые полигоны. Покажем,

что если x ∈ Xγ и φ(x) ∈ Yµ, то φ(Xγ) = Yµ. Действительно, так как Xγ простой,
то он порождается любым своим элементом, потому Xγ = xS. Отсюда следует, что
φ(Xγ) = φ(xS) = φ(x)S = Yµ (последнее равенство имеет место вследствие простоты
полигона Yµ).

Рассмотрим множества P1 = (X\ψ(Y )), P2 = ψ(φ(P1)) и так далее, то есть Pn+1 =

= ψ(φ(Pn)) при всех n. Так как ψ и φ — гомоморфизмы, то Pk — подполигоны по-
лигона X. При n > 2 имеем: Pn ⊆ ψ(Y ), поэтому P1 ∩ Pn = ∅ при n > 2. Докажем
индукцией по k, что Pk∩Pm = ∅ при всех m > k. Для k = 1 это уже доказано. Пусть
для некоторого k это выполнено, т. е. Pk ∩Pm = ∅ при m > k. Так как ψφ — инъек-
тивное отображение, то ψ(φ(Pk)) ∩ ψ(φ(Pm)) = ∅. Таким образом, Pk+1 ∩ Pm+1 = ∅
при m+ 1 > k + 1.

Положим P =
∪
k>1

Pk. Вследствие только что доказанного получаем: P =
∞⨿

k = 1

Pk

.
Определим отображение σ : X 7→ Y по формуле

σ(x) =

{
φ(x), если x ∈ P,

ψ−1(x), если x 6∈ P.

Определение корректно, так как при x 6∈P мы имеем x 6∈P1, откуда x∈ψ(Y ), поэтому
существует ψ−1(x). Докажем, что σ :X 7→Y — взаимно однозначное отображение.

Вначале докажем сюръективность отображения σ. Пусть y∈Y . Если y∈φ(P ), то
y=φ(x) при некотором x∈P , а значит, y=σ(x). Пусть y 6∈φ(P ). Положим x=ψ(y).
Так как x∈ψ(Y ), то x 6∈P1. Если x∈P , то x∈Pn при некотором n>2. В этом случае
x=ψ(φ(x′)) для некоторого x′∈Pn−1. Так как x=ψ(y), x=ψ(φ(x′)) и ψ инъективно,
то y=φ(x′)∈φ(P ), что противоречит предположению. Таким образом, x 6∈P . Отсюда
σ(x)=ψ−1(x)=y.

Теперь докажем, что σ инъективно. Пусть x1,x2∈X и σ(x1)=σ(x2). Если x1,x2∈P ,
то φ(x1)=σ(x1)=σ(x2)=φ(x2), и вследствие инъективности φ(x) получаем x1=x2.
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Если x1,x2 6∈P , то ψ−1(x1) = σ(x1) = σ(x2) =ψ−1(x2), откуда также x1 = x2. Пусть
теперь x1∈P,x2 6∈P . Тогда σ(x1)=φ(x1), σ(x2)=ψ−1(x2). Так как x1∈P , то x1∈Pn

при некотором n, а значит,

x2 = ψ(ψ−1(x2)) = ψ(σ(x2)) = ψ(σ(x1)) = ψ(φ(x1)) ∈ Pn+1,

что противоречит соотношению x2 6∈P .
Осталось доказать, что σ — гомоморфизм. Пусть x∈X, s∈S. Если x∈P , то

также xs∈P , и мы имеем: σ(xs)=φ(xs)=φ(x)s=σ(x)s. Если x 6∈P , то вследствие
соотношения X =P t (X \P ) также xg 6∈P , поэтому σ(x)=ψ−1(x), σ(xs)=ψ−1(xs).
Положим y=ψ−1(x), y′ =ψ−1(xs). Имеем ψ(y) = x,ψ(y′) = xs. Далее, ψ(y′) = xs=

=ψ(y)s=ψ(ys), откуда y′=ys, т.е. σ(xs)=σ(x)s. 2
Отметим некоторый класс полугрупп, над которыми квазиунитарные полигоны

являются объединениями простых.

Предложение 1. Если полугруппа S является объединением минимальных пра-
вых идеалов, то всякий квазизиунитарный полигон над S является копроизведением
простых полигонов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию S =
∪
γ∈Γ

Nγ , где Nγ — минимимальный пра-

вый идеал для каждого γ ∈ Γ. Пусть X — квазиунитарный полигон над S. Тогда
X = XS. Возьмём любой элемент x ∈ X. Так как X = XS, то x = x′s при некотором
s ∈ S. Так как S = ∪

γ∈Γ
Nγ , то s ∈ Nγ при некотором γ ∈ Γ. Так как Nγ — минималь-

ный правый идеал, то Nγ — простой подполигон полигона S. Отсюда следует, что
x′Nγ , как гомоморфный образ простого полигона Nγ , также является простым. Так
как x = x′s ∈ x′Nγ , то вследствие произвольности элемента x ∈ X мы получаем, что
X — объединение простых полигонов. Очевидно, в этом случае X является копро-
изведением простых полигонов. 2

Замечание 1. Нетрудно показать, что минимальный правый идеал полугруппы —
это в точности правый идеал, являющнйся простой справа полугруппой.

Из теоремы 1 и предложения 1 можно получить следствие.

Следствие 1. Если полугруппа S является объединением минимальных правых
идеалов, то всякий квазиунитарный полигон над S канторов.

Пусть теперь S=M(G,I,Λ,P ) – вполне простая полугруппа. Положим для каж-
дого i∈ I

Ri = {(g)iλ|g ∈ G,λ ∈ Λ}.

Тогда Ri — простая справа полугруппа: как полугруппа, Ri изоморфна прямому
произведению группы G и множества Λ, рассматриваемого как полугруппа правых
нулей, т.е. Ri

∼= G×Λ — правая группа. При этом S=
⨿
i∈I

Ri — копроизведение по-

лигонов над S. Отсюда получаем следствие 2.

Следствие 2. Всякий квазиунитарный полигон над вполне простой полугруп-
пой является канторовым.
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Так как группа является вполне простой полугруппой, то мы получаем след-
ствие 3.

Следствие 3. Всякий унитарный полигон над группой является канторовым [2,
теорема 2].

Замечание 2. Наряду с вполне простыми полугруппами существуют и другие
полугруппы, являющиеся объединениями своих минимальных правых идеалов. На-
пример, таковой является полугруппа Бэра – Леви (см. [5, §8.2]) и вообще любая
простая справа полугруппа без идемпотентов.

Перейдём теперь к полигонам с нулём над полугруппой с нулём. Полигон X с
нулём θ над полугруппой S с нулём 0 называется 0-простым, если XS=/{θ} и X не
имеет подполигонов, отличных от {θ} иX. Это равносильно, очевидно, следующему:
{x}∪xS=X для любого x=/θ. Пусть теперь X – полигон, являющийся объединением
0-простых подполигонов. Очевидно, тогда X будет 0-копроизведением 0-простых
подполигонов: X=

⨿0

γ∈Γ

Xγ , т.е. X=
∪
γ∈Γ

Xγ и Xγ ∩Xγ′′ ={θ} при γ=/γ′.

Следующая теорема является аналогом теоремы 1 для полигонов с нулём.

Теорема 2. Пусть X — полигон с нулём θ над полугруппой S с нулём 0. Если X
является объединением 0-простых полигонов, то X канторов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что если X — объединение 0-простых подпо-
лигонов, то θ — общий нуль этих подполигонов и X является 0-копроизведением
0-простых подполигонов: X =

⨿
γ∈Γ

0
Xγ . Пусть Y — произвольный полигон над S и

существуют инъективные гомоморфизмы φ : X → Y и ψ : Y → X. Так как ψ инъ-
ективно, то Y ∼= ψ(Y ). Если y ∈ ψ(Y ), то θ = 0u ∈ ψ(Y ), поэтому ψ(Y ) — полигон
с нулём, а значит, Y — полигон с нулём. Обозначим этот нуль через θ1. Очевидно,
φ(θ) = θ1 и ψ(θ1) = θ.

Так как каждый элемент полигона X содержится в каком-либо 0-простом подпо-
лигоне, то ψ(Y ) — объединение 0-простых полигонов, а значит, Y — также объедине-
ние 0-простых полигонов, поэтому Y — 0-копроизведение 0-простых: Y =

⨿
µ∈M

0
Yµ.

Очевидно, φ(θ) = θ1 и ψ(θ1) = θ.
Покажем, что если x ∈ Xγ \ {θ} и φ(x) = y ∈ Yµ, то φ(Xγ) = Yµ. Действительно,

так как Xγ 0-минимальный и x =/ θ, то Xγ = xS. Так как x =/ 0, то y =/ θ1. Вследствие
0-минмальности полигона Yµ имеем: yS = Yµ. Отсюда получаем: φ(Xγ) = φ(xS) =

= φ(x)S = yS = Yµ.
Аналогично получаем, что ψ(Yν) = Xδ для любого ν ∈M и подходящего (зави-

сящего от ν) индекса δ ∈ Γ.
Нетрудно увидеть, что всякий подполигон X ′ полигона X содержит θ и имеет

вид X =
⨿

γ∈Γ‘

0
Xγ для некоторого подмножества Γ′ ⊆ Γ.

Рассмотрим множества P1 = (X \ ψ(Y ))0, P2 = ψ(φ(Pn)) и так далее, то есть
Pn+1 = ψ(φ(Pn)) при всех n. Так как ψ и φ — гомоморфизмы, то Pk — подполи-
гоны полигона X.

При n > 2 имеем Pn ⊆ ψ(Y ), поэтому P1∩Pn = ∅ при n > 2. Учитывая то, что φ
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и ψ инъективны, индукцией по k нетрудно доказать, что Pk ∩ Pm = {θ} при m > k.

Положим P =
∪
k>2

Pk. Вследствие только что доказанного получаем: X =
∞⨿

k = 1

0Pk.

Определим отображение σ : X 7→ Y по формуле

σ(x) =

{
φ(x), если x ∈ P,

ψ−1(x), если x 6∈ P.

Аналогично теореме 1 доказывается, что σ — изоморфизм полигонов X и Y . 2
Правый идеал N полугруппы S с нулём 0 называется 0-минимальным, если для

любого правого идеала N ′ справедлива импликация 0⊂N ′ ⊆N→N ′ =N . Правый
идеал N называется 0-простым, если N является 0-минимальным и NS=/{0}. Оче-
видно, N — 0-простой в том и только том случае, если aS=N для любого a∈N \{0}.

Следующее утверждение является аналогом предложения 1 для полугрупп с ну-
лём. В этом утверждении отмечается один класс полугрупп, над которыми любой
квазиунитарный полигон является копроизведением 0-простых полигонов.

Предложение 2. Если полугруппа S с нулём 0 является объединением 0-про-
стых правых идеалов, то всякий квазиунитарный полигонX с нулём является 0-копро-
изведением 0-простых полигонов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию S — объединение 0-простых правых идеалов,
т.е. S = ∪

γ∈Γ
Nγ , где Nγ — 0-простые правые идеалы. Пусть X — квазиунитарный

полигон с нулём θ над полугруппой S. Напомним, что мы требуем выполнения ра-
венств x · 0 = θ · s = θ при всех x ∈ X, s ∈ S.

Пусть x ∈ X и x =/ θ. Так как X квазиунитарный, то x = x′s при некоторых x′ ∈
X, s ∈ S. Так как x =/ θ, то s =/ 0. Так как Nγ 0-простой, то sS = Nγ .

Докажем, что x ∈ xS. Действительно, x = x′s ∈ x′Nγ = x′sS = xS. Возьмем лю-
бой элемент u ∈ xS \ {θ}. Имеем u = xt при некотором t ∈ S. Отсюда u = x′st. Так
как u =/ θ, то st =/ 0, а так как s ∈ Nγ , то st ∈ Nγ . Так как Nγ 0-простой и st =/ 0,
то stNγ = Nγ . Имеем xS = x′sS = x′Nγ = x′stNγ = uNγ ⊆ uS ⊆ xS. Отсюда следует,
что uS = xS. Вследствие произвольности элемента u получаем, что xS — 0-простой
подполигон полигона X. Учитывая, что x ∈ xS, получаем, что X — объединение
0-простых полигонов. Это влечёт за собой то, что X является 0-копроизведением
0-простых полигонов. 2

Примерами полугрупп с нулём, являющихся объединениями 0-простых правых
идеалов, служат вполне 0-простые полугруппы M0=M0(G,I,Λ,P ). Действительно,
M0=

∪
{R0

i |i∈I}, где R0
i ={(g)iλ|g∈G,λ∈Λ}∪{0} — 0-простые правые идеалы. Таким

образом, из теоремы 2 и предложения 2 можно вывести следствие 4.

Следствие 4. Всякий квазиунитарный полигон с нулём над вполне 0-простой
полугруппой канторов.

В заключение отметим, что R0
i , хотя и является 0-простым правым идеалом, но

не является в общем случае 0-простой справа полугруппой в смысле [5, §2.5], так
как если, скажем, pλi=0, то (R0

i )
2=0.
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ABSTRACT

A universal algebra A is called cantorian if for any algebra B of the same

signature, the existence of injective homomorphisms A→ B and B → A

implies an isomorphism of algebras A and B. A right actX over a semigroup

S is called quasiunitary if X = XS. We prove that every quasiunitary act

over a completely simple semigroup and also every quasiunitary act with

zero over a completely 0-simple semigroup are cantorian.
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