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1. Постановка начально-краевой задачи

Нестационарный сложный теплообмен рассматривается в ограниченной липши-
цевой области Ω⊂R3 , содержащей конечное число липшицевых подобластей Ωj ,

j=1,...,p, замыкания которых не пересекаются, Ω0=Ω\(
p∪

j=1

Ω̄j), Γ=∂Ω⊂Γ0=∂Ω0,

Γj =∂Ωj ⊂Γ0, j=1,...,p.
В каждой из областей Ωj , j=0,...,p, при t∈ (0,T ) нормализованная температура

θ и нормализованная интенсивность теплового излучения φ, усредненная по всем
направлениям, удовлетворяют системе уравнений

r
∂θ

∂t
− a∆θ + b(θ3|θ| − φ) = f, − α∆φ+ β(φ − θ3|θ|) = g. (1)

Здесь r, a, b, α,β — положительные кусочно-постоянные параметры [1–3], f,g —
источники тепла и излучения.

К уравнениям (1) добавляются краевые условия на внешней границе Γ=∂Ω

a∂nθ + c(θ − θb)|Γ = 0, α∂nφ+ γ(φ − θ4b )|Γ = 0, (2)
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где через ∂n обозначена производная в направлении внешней нормали n к границе,
θb — заданная граничная температура, c — коэффициент теплопередачи, γ∈(0,1/2] —
параметр, зависящий от отражающих свойств поверхности. На внутренних границах
Γj=∂Ωj , j=1,...,p, ставятся следующие условия сопряжения [1] для θj=θ|Ωj и φj=

=φ|Ωj
:

θ0 = θj , a0∂nθ0 = aj∂nθj , (3)

n2
0α0∂nφ0 = n2

jαj∂nφj , hj(φj − φ0) = α0∂nφ0. (4)

Здесь aj ,αj ,nj=a,α,n|Ωj
, hj>0 — заданные параметры. Также задаются начальные

условия для температуры
θ|t = 0 = θ0. (5)

Диффузионные модели радиационного теплообмена, не учитывающие эффекты
отражения и преломления, хорошо изучены. В работах [4–20] изучены краевые, об-
ратные задачи и задачи оптимального управления. Интересные результаты анализа
полной модели сложного теплообмена получены в [21–24]. В работах [1–3] представ-
лен анализ стационарных краевых задач и однородной квазистационарной задачи
сложного теплообмена с френелевскими условиями сопряжения.

В настоящей заметке представлены новые априорные оценки решения и анонси-
руются результаты о нелокальной однозначной разрешимости задачи (1)–(5).

2. Задача Коши для уравнения с операторными коэффициен-
тами

Определим следующие пространства и операторы:

H = L2(Ω), V = H1(Ω), W = {w ∈ H, wj = w|Ωj ∈ H1(Ωj), j = 0, ..., p}.

Пространство H будем отождествлять с сопряженным пространством H ′, V ⊂W ⊂
H =H ′ ⊂W ′ ⊂ V ′. Используем далее обозначения: (f,v) — значение функционала
f ∈V ′ на элементе v∈V и скалярное произведение в H, если f,v∈H;

∥v∥2 = (v, v); (v, w)j = (v, w)L2(Ωj), ∥v∥
2
j = (v, v)j ; (v, w)W =

p∑
j = 0

(v, w)H1(Ωj).

Пусть исходные данные таковы, что
(i) c,γ∈L∞(Γ), c> c0>0, γ>γ0>0, c0,γ0=const;
(ii) {a,b,r,α,β,n|}Ωj

={aj ,bj ,rj ,αj ,βj ,nj}>0, b=σβn2, σ=Const>0;
(iii) 06 θb∈L∞(Γ×(0,T )); f ∈L2(0,T ;V ′), g∈L5/4(Q), Q=Ω×(0,T ). Операторы

A1 : V →V ′, A2 : W →W ′ и функции fb∈L2(0,T ;V ′), gb∈L2(0,T ;W ′) определяются
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равенствами, справедливыми для θ,η∈V , φ,w∈W :

(A1θ, η) = (a∇θ,∇η) +

∫
Γ

cθηdΓ,

1

σ
(A2φ,w) =

p∑
j = 0

αjn
2
j (∇φ,∇w)j + n2

0

∫
Γ

γφwdΓ + n2
0

p∑
j = 1

hj

∫
Γj

(φ0 − φj)(w0 − wj)dΓ,

(fb, η) =

∫
Γ

cθbηdΓ, (gb, w) = σn2
0

∫
Γ

γθ4bwdΓ, {φj , wj} = {φ,w}|Ωj
.

Пусть

Y =
{
y ∈ L2(0, T ;V ), ry′ ∈ L2(0, T ;V ′) + L5/4(0, T ;L5/4(Ω))

}
⊂ C([0, T ],H).

Здесь ry′=d(ry)/dt.

Определение. Пара {θ, φ} ∈ Y ×L5/4(0, T ;W ) называется слабым решением за-
дачи (1)–(5), если функция θ является решением следующей задачи Коши для урав-
нения с операторными коэффициентами

rθ′+A1θ+b([θ]4 − φ) = fb+f, θ(0) = θ0, где φ = (A2+bI)−1(gb+σn2g+b[θ]4). (6)

Для возрастающей степенной функции используем обозначение [s]q = |s|qsigns,
s∈R, q>0.

3. Разрешимость задачи (6)

Существование слабого решения задачи (1)–(5) устанавливается с помощью га-
леркинских приближений. Пусть w1,w2,... — ортонормированный в H базис V . Сле-
дующая задача Коши для системы нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений разрешима на малом временном интервале (0,Tk). Оценки, ппредстав-
ленные ниже, позволяют продолжить решение на (0,T ).

θk(t) ∈ Vk = span{w1, w2, ..., wk}, t ∈ (0, T ).(
rθ′k +A1θk + b([θk]

4 − φk) − fb − f, v
)
= 0 ∀v ∈ Vk,

θk(0) = θ0k,

(7)

Здесь φk=(A2+bI)−1(gb+σn2g+b[θk]
4), θ0k — ортогональная проекция в H функции

θ0 на подпространство Vk.

Лемма 1. Для галеркинских приближений θk, φk справедливы оценки

∥θk(t)∥ 6 C,

T∫
0

∥θk(s)∥2V ds 6 C,

T∫
0

(
∥θk∥5L5(Ω) + ∥φk∥5/4L5/4(Ω)

)
ds 6 C,

T∫
0

∥φk∥5/4W dt 6 C,

T−h∫
0

∥θk(t+ h) − θk(t)∥2dt 6 Ch,

(8)

где C>0 постоянная, не зависящая от k,h.
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Оценки (8) позволяют утверждать, переходя при необходимости к подпоследо-
вательностям, что существуют функции θ, φ такие, что

θk → θ слабо в L2(0, T ;V ), L5(Q), сильно в L2(0, T ;H),

φk → φ слабо в L5/4(0, T ;W ), L5/4(Q).
(9)

Результатов (9) достаточно для предельного перехода при k→∞ в системе (7) и
доказательства того, что предельные функции {θ,φ}∈Y ×L5/4(0,T ;W ) и выполня-
ются равенства (6). Предельный переход в нелинейных членах гарантируется нера-
венством

∥θk − θ∥4L4(Q) 6 ∥θk − θ∥2/3L2(Q)∥θk − θ∥10/3L5(Q).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует слабое реше-
ние задачи (1)–(5) такое, что θ ∈ L5(Q), φ ∈ L5/4(Q).

4. Единственность решения

Пусть {θ1,2,φ1,2} — слабые решения задачи (1)–(5), θ=θ1−θ2, φ=φ1−φ2. Тогда
справедлива оценка

∥φ∥L6(Ω) 6 K1

(
∥θ1∥3L5(Ω) + ∥θ2∥3L5(Ω)

)
∥θ∥4/5L6(Ω)∥θ∥

1/5,

на основе которой нетрудно получить неравенство

∥θ(t)∥2 6 K2

t∫
0

(
∥θ1(s)∥5L5(Ω) + ∥θ2(s)∥5L5(Ω)

)
∥θ(s)∥2ds,

где K1,K2>0 зависят только от данных задачи. Из теоремы 1 следует интегрируе-
мость функции s→

(
∥θ1(s)∥5L5(Ω)+∥θ2(s)∥5L5(Ω)

)
на (0,T ), и поэтому из неравенства

Гронуолла вытекает, что θ=0.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует единствен-
ное слабое решение задачи (1)–(5) такое, что θ ∈ L5(Q), φ ∈ L5/4(Q).

Работа выполнена в рамках государственного задания Института прикладной
математики ДВО РАН (НИОКТР № АААА-А20-120120390006-0).
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