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Введение

Тот факт, что мощность множества подмножеств произвольного множества X

строго больше, чем мощность X, может показаться довольно грубым и интуитив-
но ясным. Однако приводящее к нему рассуждение — канторовский диагональным
процесс — не случайно кажется неожиданным для впервые с ними знакомящихся,
и результаты, которые он позволяет получать, не всегда так понятны. Одним из
примеров служит обобщённая теорема Кантора, доказаная в работе [1]. Она может
быть сформулирована так [2].

Теорема Дилуорса – Глисона. Пусть K частично упорядоченное множество,
L ⊂ K, I(K) упорядоченное по включению множество всех левых отрезков K, F :

L → I(K) — монотонное отображение. Тогда F не является сюръективным.

Данный результат относится далеко не только к общим свойствам частичных по-
рядков. Применим его, например, к случаю вполне упорядоченного множества K.
Поскольку упорядоченное по включению множество отличных от K левых отрезков
изоморфно K, то мы убеждаемся, что не существует сюръективного монотонного
отображения вполне упорядоченного множества K на множество, полученное до-
бавлением к K верхней грани, то есть элемента, который больше каждого элемента
из K. Для линейно упорядоченных множеств легко привести примеры таких отобра-
жений. Таким образом, непосредственное применение теоремы Дилуорса – Глисона
приводит к результату, относящемуся к специфическим свойствам вполне упорядо-
ченных множеств.
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В рамках теории категорных топологических пространств мы рассматриваем
функторы со значением в категории предпучков множеств на категории K/D. По-
следняя играет важную роль в построении теории топосов Гротендика и их когомо-
логий [3]. Устанавливаются свойства характеристической функции, сопоставляющей
каждому предпучку на K/D подпредпучок предпучка D. Полученные результаты
используются для доказательства обобщённой теоремы Дилуорcа –Глисона, частные
случаи которой относятся к предпучкам множеств, упорядоченным множествам и
действиям полугрупп на множествах. В качестве следствия доказывается отсутствие
комонотонного отображения категории L в категорию K в случае, если имеется сла-
бо сюръективный функтор из категории L в категорию предпучков множеств K̂ на
категории K.

Полученные результаты не допускают прямого обобщения на случай пучков, но
можно ставить вопрос об описании субканонических топологий Гротендика τ , для
которых не существует слабо сюръективного функтора из K в категорию τ -пучков
множеств на K.

1. Обозначения и термины

Категории и предпучки множеств.
Мы будем пользоваться стандартными результатами, относящимися к категори-

ям и предпучкам множеств, содержащимися, например, в работах [3,4,5]. Зафикси-
руем некоторые обозначения.

Пусть K — категория. Через Ob(K) обозначается класс всех объектов K, че-
рез Hom(K) — класс всех морфизмов между объектами категории K, через Ko —
дуальная категория. Если k, l ∈Ob(K), то HomK(k, l) обозначает множество всех
морфизмов из k в l.

Класс объектов R категории K называется решетом K, если для любого k∈R и
любого k′∈Ob(K) из того, что HomK(k′,k)=/∅ следует, что k′∈R.

Контравариантный функтор D :Ko→Sets из категории K в категорию множеств
Sets называется предпучком множеств на K. Таким образом, D — это отображение,
сопоставляющее каждому k∈Ob(K) множество D(k) и каждому морфизму f :k1→k2
отображение D(f) :D(k2)→D(k1), так что если g :k2→k3, то D(g◦f)=D(f)◦D(g)

и D(1k) = 1D(k). Последние равенства показывают, что операцию D(f)(s) можно
рассматривать как частичное правое действие частичной полугруппы Hom(K) на
множестве ∪{D(k) |k∈Ob(K)}, в связи с чем мы обозначаем D(f)(s)=sf .

Класс всех предпучков на K обозначается K̂ и рассматривается как категория,
объекты которой — это все предпучки множеств, а морфизмы — естественные преоб-
разования функторов, которые будем называть гомоморфизмами предпучков. Та-
ким образом, u :D→E — гомоморфизм предпучков, если u= {u(k) :D(k)→E(k) |
k ∈Ob(K)} — такое семейство отображений множеств, что для любого f : k1 → k2,
u(k1)◦D(f)=E(f)◦u(k2). В только что введённых обозначениях это равенство, то
есть определение гомоморфизма предпучков множеств, может быть переписано так:
∀s∈D,u(sf)=u(s)f в том случае, когда левая, а значит, и правая части определены.
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Пусть D — предпучок множеств на категории K. Выражение A⊂D будем ис-
пользовать для обозначения того факта, что A является подпредпучком D, то есть
что A — предпучок множеств на K, ∀k∈Ob(K), A(k)⊂D(k) и семейство включе-
ний x(k) :A(k)→D(k) является гомоморфизмом предпучков множеств. Если A –
подпредпучок D, то ∀k∈Ob(K), ∀s∈A(k), ∀f : l→k, D(f)(s)=A(f)(s)∈A(l). Наобо-
рот, если A={A(k⊂D(k) |k∈Ob(K) семейство подмножеств и ∀k∈Ob(K), ∀s∈A(k),
∀f :l→k, D(f)(s)∈A(l), то, полагая A(f)(s)=D(f)(s), получаем предпучок множеств
A, являющийся подпредпучком D.

Через KD обозначается множество всех подпредпучков предпучка D. Соотноше-
ние A⊂B для предпучков обозначает, что A — подпредпучок B.

Через YK :K→ K̂ будем обозначать функтор Йонеды [4], который сопоставляет
каждому объекту k категории K предпучок множеств YK(k) :Ko→Sets, определя-
емый так: YK(k)(l)=HomK(l,k), и для f : l1→ l2, отображение

YK(k)(f) : YK(k)(l2) = HomK(l2, k) → HomK(l1, k) = YK(k)(l1)

задаётся равенством YK(k)(f)(h)=(h◦f :l1→k)∈YK(k)(l1), если (h:l2→k)∈iK(k)(l2).
Если g:k→k′ морфизм категории K, то гомоморфизм (естественное преобразование)
предпучков YK(g) :YK(k)→YK(k′) задаётся как семейство отображений

YK(g) = {YK(g)(l) : YK(k)(l) → YK(k′)(l) | l ∈ Ob(L)},

где YK(g)(l)(v)=g◦v, если v : l→k.
По лемме Йонеды [4] функтор Йонеды является полным строгим, что позволяет

рассматривать произвольную категорию как подкатегорию категории предпучков
множеств, а произвольный объект категории снабжать теоретико-множественными
структурами.

Квазиупорядоченные множества.
Любое рефлексивное транзитивное отношение 6 называется квазипорядком, а

если оно ещё и антисимметрично, — то частичным порядком. Подмножество R⊂K

квазиупорядоченного множества (K,6) называется решетом, или левым отрезком
K, если ∀x∈R из того, что y∈K и y6x следует y∈R.

Действия полугрупп.
Моноидом называется полугруппа с единицей. Если S моноид, то (правым) S-

множеством или (правым) S-полигоном называется любое множество, на котором
зафиксировано правое действие моноида S. Если A — S-множество, то результат
действия элемента s∈S на a∈A обозначается as.

2. Предварительные результаты

Пусть K — категория, D — предпучок множеств на K. Рассмотрим категорию
K/D [3], играющую важную роль в построении теории топосов Гротендика и их
когомологий. Объектами этой категории являются гомоморфизмы предпучков мно-
жеств u :YK(k)→D. Если u′ :YK(k′)→D, то морфизмом u→u′, то есть элементом
HomK/D(u,u′) является тройка (u,f,u′), где f :k→k′ такой морфизм категории K,
что u′◦YK(f)=u. Если (u′,g,u′′) :u′→u′′ то суперпозиция определяется равенством
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(u′, g, u′′) ◦ (u, f, u′) = (u, g ◦ f, u′′) : u → u′′.

Таким образом [3], определён функтор jD :K/D→K, сопоставляющий каждому
объекту u :YK(k)→D категории K/D объект k категории K и каждому морфизму
(u,f,u′) — морфизм f .

Определим также категорию D̃, полагая Ob(D̃)=
⨿
{D(k) |k∈Ob(K)}. Если s∈

D(k), s′ ∈D(k′) — объекты категории D̃, то морфизмом s→ s′, то есть элементом
HomD̃(s,s′) является тройка (s,f,s′), где f :k→k′ такой морфизм категории K, что
s=s′f . Если (s′,g,s′′) :s′→s′′ то суперпозиция определяется равенством

(s′, g, s′′) ◦ (s, f, s′) = (s, g ◦ f, s′′) : s → s′′.

Лемма 1. Пусть D — предпучок множеств на категории K,

φ(k) : HomK̂(YK(k), D) → D(k)

— отображение, сопоставляющее каждому гомоморфизму предпучков u : YK(k) →
D элемент φ(u) = u(k)(1k) ∈ D(k).

1) a) Отображение φ(k) биективно;
b) отображение m = m(k) : D(k) → HomK̂(YK(k), D), обратное к φ(k), задаёт-

ся равенством m(k)(s)(k′)(h) = sh и определяется условием m(k)(s)(k)(1k) = s. Та-
ким образом, каждый гомоморфизм предпучков u : YK(k) → D равен m(s), где s =

= u(k)(1k) ∈ D(k), и u = v ⇔ u(k)(1k) = v(k)(1k);
c) если D = YK(k′), (s = f : k → k′) ∈ D(k) = YK(k′)(k), то m(s) = YK(f).

2) Пусть f : k → k′ морфизм категории K, s′ ∈ D(k′). Тогда m(s′) ◦ YK(f) =

= m(s′f).
3) Отображение m : D̃ → K/D: s 7→ m(s), (s, f, s′) 7→ m(s, f, s′) = (m(s), f,m(s′))

является изоморфизмом категорий D̃ и K/D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Данный результат является переформулировкой и непо-
средственным следствием леммы Йонеды.

2) В силу результатов пункта 1)b), достаточно доказать, что

(m(s′) ◦YK(f))(k′)(1k′) = m(s′f)(k′)(1k′).

Действительно,

(m(s′) ◦YK(f))(k′)(1k′) = (m(s′)(k′) ◦YK(f)(k′))(1k′) =

= m(s′)(k′)(YK(f)(k′)(1k′)) = m(s′)(k′)(f) = s′f = m(s′f)(k′)(1k′).

Требуемое равенство доказано.
3) Прямо следует из 1) и 2).

2
Лемма 2. Пусть D — предпучок множеств на категории K.
1) Изоморфизм категорий

m : D̃ → K/D : s 7→ m(s), (s, f, s′) 7→ m(s, f, s′) = (m(s), f,m(s′))
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устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством всех решёт
категории K/D и множеством KD всех подпредпучков предпучка D. А именно, если
A ⊂ Ob(D̃), то m(A) является решетом K/D тогда и только тогда, когда A является
подпредпучком D.

2) Пусть D = 1 — такой предпучок множеств, что для всякого k ∈ Ob(K), 1(k) —
одноэлементное множество. Тогда:

a) функтор jD = j1 : K/1 → K является изоморфизмом категорий;
b) изоморфизм категорий m : 1̃ → K/1 = K устанавливает изоморфизм между

частично упорядоченным по включению множеством всех решёт категории K и
множеством K1 всех подпредпучков предпучка 1;

c) зададим квазипорядок на классе Ob(K), полагая k 6 k′ ⇔ HomK(k, k′) =/ ∅.
Тогда множество всех решёт (Ob(K),6) совпадает с множеством всех решёт K и на-
ходится во взаимно однозначном соответствии с множеством K1 всех подпредпучков
предпучка 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Все результаты данной леммы получаются путём сопо-
ставления соответствующих определений c помощью леммы 1. 2

Обозначения. Пусть D — предпучок множеств на категории K, P : (K/D)o→
Sets — предпучок множеств на K/D. Обозначим через χ(P )(k)⊂D(k) множество,
задаваемое условием: s∈χ(P )(k)⇔P (m(s))=/∅, а через χ(P ) — семейство множеств

χ(P ) = {(χ(P )(k) | k ∈ Ob(K)}.

Пусть E⊂D – подпредпучок D. Обозначим через PE семейство множеств

PE = {PE(u) ⊂ P (u) | u ∈ Ob(K/D)},

где для u=m(s), PE(m(s))=P (m(s)), если s∈E и PE(m(s))=∅, если s 6∈E. Таким
образом, PE(m(s))=/∅ ⇔ (P (m(s))=/∅ и s∈E) ⇒ PE(m(s))=P (m(s)).

Лемма 3. Пусть D — предпучок множеств на категории K, E подпредпучок D,
P : (K/D)o → Sets — предпучок множеств на K/D.

1) a) Cемейство множеств χ(P ) = {(χ(P )(k) | k ∈ Ob(K)} является подпредпуч-
ком предпучка D, так что определено отображение χ : Ob(K̂/D) → KD, где KD —
множество всех подпредпучков предпучка D. Если имеется гомоморфизм w : P → P ′

предпучков множеств, то χ(P ) ⊂ χ(P ′), то есть χ(P ) является подпредпучком χ(P ′);
b) семейство множеств PE = {PE(u) | u ∈ Ob(K/D)} является подпредпучком

предпучка P .
2) Имеются следующие соотношения:
a) если E ⊂ F ⊂ D, Q ⊂ P , то QE ⊂ PF ⊂ PD = P ;
b) χ(PE) = χ(P ) ∩ E;
c) если E,F подпредпучки D, то PF ⊂ PE ⇔ χ(PF ) ⊂ χ(PE) ⇔ χ(PF ) ⊂ E. В

частности: PE = PF ⇔ χ(PE) = χ(PF ), P = PE ⇔ χ(P ) = χ(PE) ⇔ χ(P ) ⊂ E, так
что Pχ(P ) = P .

3) a) P∩{Ei|i∈I} = ∩ {PEi | i ∈ I};
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b) P∪{Ei|i∈I} = ∪ {PEi | i ∈ I};
c) (PE)F = PE ∩ PF = PE∩F .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) a) Пусть s ∈ χ(P )(k), то есть s ∈ D(k) и P (m(s)) =/ ∅,
и пусть f : l → k — морфизм категории K. Нужно доказать, что sf ∈ χ(P )(l). По
лемме 1 m(s) ◦ YK(f) = m(sf), так что (m(sf), f,m(s)) : m(sf) → m(s) — морфизм
категории K/D и значит P ((m(sf), f,m(s))) : P (m(s)) → P (m(sf)) — отображение
множеств. Поскольку P (m(s)) =/ ∅, то и P (m(sf)) =/ ∅. Так как sf ∈ D(l), то sf ∈
χ(P )(l).

Пусть w : P → P ′ — гомоморфизм предпучков на K/D. Если s ∈ χ(P )(k), то
P (m(s)) =/ ∅, и так как имеется отображение w(m(s)) : P (m(s)) → P ′(m(s)), то и
P ′(m(s)) =/ ∅, то есть s ∈ χ(P ′)(k). Таким образом, χ(P ) ⊂ χ(P ′).

b) Пусть r ∈ PE(u), (v, f, u) : v → u — морфизм категории K/D. Нужно дока-
зать, что P (v, f, u)(r) ∈ PE(v). Так как PE(u) =/ ∅, то u = m(s), s ∈ E(k) По опреде-
лению категории K/D, u : YK(k) → D, v : YK(l) → D – гомоморфизмы предпучков
множеств, u ◦ YK(f) = v. По лемме 1 u ◦ YK(f) = m(s) ◦ YK(f) = m(sf), то есть
m(sf) = v. Так как E – подпредпучок D, то sf ∈ E(l), и значит, P (v) = P (m(sf)) =

= PE(m(sf)) = PE(v), откуда P (v, f, u)(r) ∈ P (v) = PE(v).
2) a) Соотношения PF ⊂ P = PD очевидны. Если QE(u) =/ ∅, то QE(u) = Q(u) =/

=/ ∅, u = m(s), s ∈ E. Поэтому s ∈ F , так что PF (u) = P (u). В итоге, QE(u) = Q(u) ⊂
P (u) = PF (u).

b) s ∈ χ(PE) ⇔ PE(m(s)) =/ ∅ ⇔ P (m(s)) =/ ∅ и s ∈ E ⇔ s ∈ χ(P ) и s ∈ E ⇔ s ∈
χ(P ) ∩ E.

c) Импликации PF ⊂ PE ⇒ χ(PF ) ⊂ χ(PE)⇒ χ(PF ) ⊂ E следуют из 1)a) и 1)b).
Докажем, что χ(PF ) ⊂ E ⇒ PF ⊂ PE . Пусть PF (m(s)) =/ ∅. Тогда P (m(s)) =/ ∅ и s ∈
χ(PF ) ⊂ E. Поэтому PE(m(s)) = P (m(s)), откуда PF (m(s)) ⊂ P (m(s)) = PE(m(s)).

3) a) Включение P∩{Ei|i∈I} ⊂ ∩{PEi | i ∈ I} следует из 2)a). Пусть (∩{PEi | i ∈
I})(u) =/ ∅, u = m(s). Тогда ∩{PEi(u) | i ∈ I} =/ ∅, и значит, ∀i ∈ I, PEi(m(s)) =/ ∅, то
есть ∀i ∈ I, s ∈ Ei. Таким образом, s ∈ ∩{Ei | i ∈ I}, следовательно,

P∩{Ei|i∈I}(m(s)) = P (m(s)) ⊃ ∩
{
PEi(u) | i ∈ I

}
= ∩

{
PEi | i ∈ I

}
(u).

b) Включение ∪{PEi | i ∈ I} ⊂ P∪{Ei|i∈I} следует из 2)a). Пусть (P∪{Ei|i∈I})(u) =/
=/ ∅. Тогда (P∪{Ei|i∈I})(u) = P (u), u = m(s) и s ∈ ∪{Ei | i ∈ I}, то есть имеется i0 ∈
I : s ∈ Ei0 , и значит, (PEi0 )(u) = P (u) =/ ∅. Поэтому

(
∪
{
PEi | i ∈ I

})
(u) = ∪

{
PEi(u) | i ∈ I

}
= P (u) ⊃

(
∪
{
PEi | i ∈ I

})
(u).

c) По 2)a), (PE)F ⊂ PE и (PE)F ⊂ PF , откуда (PE)F ⊂ PE∩PF . Равенство PE∩
PF = PE∩F доказано в 3)a). Если PE∩F (m(s)) =/ ∅, то s ∈ E∩F , откуда PE(m(s)) =

= P (m(s)) =/ ∅. Так как s ∈ F , то (PE)F (m(s)) = PE(m(s)) = P (m(s)), так что
PE∩F (m(s)) ⊂ P (m(s)) = (PE)F (m(s)). Соотношения (PE)F ⊂ PE ∩ PF ⊂ PE∩F ⊂
(PE)F доказаны. 2
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3. Основная теорема

Определение. Пусть K, L — категории. Назовём отображение H : Ob(L) →
Ob(K) комонотонным, если для любых l1, l2 ∈ Ob(L) из HomK(H(l1),H(l2)) =/ ∅ сле-
дует, что HomL(l1, l2) =/ ∅.

Лемма 4. Пусть K, L — категории, D — предпучок множеств на K, H : Ob(L) →
Ob(K/D) — отображение, sl ∈ D(kl) — такой элемент, что H(l) = m(sl) : Y

K(kl) → D.
1) Следующие условия эквивалентны:
(1) H комонотонно;
(2) ∀l1, l2 ∈ Ob(L), таких, что sl1 = sl2f , HomL(l1, l2) =/ ∅.
2) Пусть P — предпучок множеств на K/D. Тогда P (H(l)) =/ ∅ ⇔ sl ∈ χ(P ).
В частности, если F : L → K̂/D — функтор, то F (l1)(H(l2)) =/ ∅ ⇔ sl2 ∈ χ(F (l1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) (1)⇒(2) Если sl1 = sl2f , то по лемме 2 m(sl1)◦YK(f) =

= m(sl2), то есть (m(sl1), f,m(sl2)) — морфизм категории K/D. Таким образом,
HomK/D(H(l1),H(l2)) =/ ∅, и так как H комонотонно, то HomL(l1, l2) =/ ∅.

(2)⇒(1) Пусть HomK/D(H(l1),H(l2)) =/ ∅, то есть имеется морфизм
(H(l1), f,H(l2)) : H(l1) → H(l2) категории K/D. Так как H(l) = m(sl), то m(sl1) =

= m(sl2) ◦ iK(f), и значит, по лемме 1 sl1 = sl2f . По условию HomL(l1, l2) =/ ∅.
2) Прямо следует из определения χ и равенства H(l) = m(sl). 2
Теорема 1. Пусть K, L — категории, D — предпучок множеств на K и H :

Ob(L) → Ob(K/D) — комонотонное отображение. Обозначим через sl ∈ D(kl) такой
элемент, что H(l) = m(sl) : Y

K(kl) → D.
1) Пусть F : L → K̂/D — функтор, TF,H = {l ∈ Ob(L) | F (l)(H(l)) = ∅}, DF,H —

подпредпучок предпучка D, порождённый семейством {sl | l ∈ TF,H}. Тогда
a) для любого l ∈ Ob(L), χ(F (l)) =/ DF,H ;
b) если U — предпучок множеств на категории K/D и χ(U) = DF,H , то ∀l ∈

Ob(K), либо HomK/D(F (l), U) = ∅, либо HomK/D(U,F (l)) = ∅;
с) всегда существует такой предпучок U на K/D, такой, что χ(U) = DF,H . А

именно, пусть A предпучок множеств на категории K, E = DF,H ⊂ A ⊂ D, U =

= (j∗DA)E . Тогда χ(U) = DF,H .
2) Пусть G : L → KD такое отображение, что из HomL(l1, l2) =/ ∅ следует G(l1) ⊂

G(l2). Обозначим через TG,H = {l ∈ Ob(L) | sl 6∈ G(l)}, а через DG,H — подпредпучок
D, порождённый семейством {sl | l ∈ TG,H}. Тогда для каждого l ∈ Ob(L), G(l) =/
=/ DG,H .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) a) Предположим, что χ(P ) = DF,H , где P = F (l0). Ес-
ли P (H(l0)) = P ((m(sl0)) = ∅, то sl0 6∈ χ(P ) = DF,H . В то же время F (l0)(H(l0)) = ∅,
и это значит, что sl0 ∈ DF,H . Предположение о том, что P (H(l0)) = ∅ приводит к
противоречию.

Пусть P (H(l0)) = P (m(sl0)) =/ ∅. Тогда sl0 ∈ χ(P )(kl0) = DF,H(kl0). Так как пред-
пучок DF,H порождён семейством {sl | l ∈ TF,H}, то имеется l1 ∈ TF,H и морфизм
f : kl0 → kl1 категории K такой, что sl0 = sl1f . Так как H комонотонно, то по лемме 1
HomL(l0, l1) =/ ∅, то есть имеется морфизм g : l0 → l1 категории L и, следователь-
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но, гомоморфизм F (g) : F (l0) → F (l1) предпучков множеств на K/D. Условие l1 ∈
TF,H означает, что F (l1)(H(l1)) = ∅, и поскольку имеется отображение F (g)(H(l1)) :

F (l0)(H(l1)) → F (l1)(H(l1)), то P (m(sl1)) = F (l0)(H(l1)) = ∅. Поэтому sl1 6∈ χ(P ) =

= DF,H , в то время, как условие l1 ∈ TF,H означает, что sl1 ∈ DF,H . Предположение
о том, что P (H(l0)) =/ ∅ также приводит к противоречию.

Таким образом, равенство χ(F (l)) = DF,H невозможно.
b) Пусть χ(U) = DF,H и предположим, что для некоторого l ∈ Ob(L),

HomK/D(F (l), U) =/ ∅ и HomK/D(U,F (l)) =/ ∅. По пункту 1)a) леммы 3 χ(F (l)) =

= χ(U) и значит χ(F (l)) = DF,H , что, как только что доказано, невозможно.
c) Пусть A — предпучок множеств на категории K, E = DF,H ⊂ A ⊂ D,

U = (j∗DA)E . Следуя [3], через j∗D : K̂ → K̂/D обозначим функтор, сопоставляющий
каждому предпучку B на категории K предпучок на K/D, для которого
(j∗DB)(YK(k) → D) = B(k). Так как A — подпредпучок D, то A ⊂ χ(j∗DA). В са-
мом деле, если s ∈ A(k), то s ∈ (j∗DA)(m(s)), поэтому (j∗DA)(m(s)) =/ ∅, и значит,
s ∈ χ(j∗DA)(k). Таким образом, E ⊂ A ⊂ χ(j∗DA), откуда по лемме 2

χ(U) = χ((j∗DA)E) = χ(j∗DA) ∩ E = E = DF,H .

2) Пусть Q — предпучок на категории K/D. Если g : l1 → l2 морфизм, то по
лемме 2 QG(l1) ⊂ QG(l2). Тем самым определён функтор F : L → K̂/D, сопоставляю-
щий каждому l ∈ Ob(L) предпучок QG(l) и каждому морфизму g : l1 → l2 включение
QG(l1) ⊂ QG(l2). Предположим, что ∀l ∈ Ob(L), Q(m(sl)) =/ ∅. Тогда

l ∈ TF,H ⇔ F (l)(m(sl)) = PG(l)(m(sl)) = ∅ ⇔ (sl 6∈ G(l)

или Q(m(sl)) = ∅) ⇔ (sl 6∈ G(l) ⇔ l ∈ TG,H . Таким образом, TF,H = TG,H , и значит,
DF,H = DG,H . Поэтому из равенства G(l0) = DG,H получаем по лемме 3, что

χ(F (l0) = χ(QG(l0)) = χ(Q) ∩G(l0) = DF,H ∩DG,H = DF,H ,

что противоречит результату пункта 1)a).
Как уже отмечалось при доказательстве пункта 1), полагая Q = j∗DD получаем

предпучок со свойством Q(m(sl)) =/ ∅, что и завершает доказательство теоремы. 2
4. Некоторые следствия

Объекты n, n′ категории N будем называть слабо эквивалентными, если
HomN (n′,n)=/ ∅ и HomN (n,n′)=/ ∅, а отображение F :Ob(L)→Ob(N) слабо сюръек-
тивно, если каждый объект n категории N слабо эквивалентен F (l) для некоторого
l∈Ob(L).

Пусть K, L — категории, D — предпучок множеств на K. Рассмотрим условия:
(1) существует комонотонное отображение Ob(L)→Ob(D̃), то есть такое отоб-

ражение H :Ob(L)→
⨿
{D(k) |k∈Ob(K)}), что из равенство H(l1)=H(l2)f следует

HomL(l1,l2)=/∅.
(2) существует комонотонное отображение Ob(L)→Ob(K/D), то есть такое отоб-

ражение H :Ob(L)→Ob(K/D), что из условия HomK/D(H(l1),H(l2)) =/ ∅ следует
HomL(l1,l2)=/∅.



Обобщённая теорема Дилуорса – Глисона 265

Теорема 2 (Обобщённая теорема Дилуорса – Глисона). Пусть K, L — ка-
тегории, D — предпучок множеств на K.

1) Предположим. что выполняется любое из условий (1), (2). Тогда:
a) любой функтор F : L → K̂/D не является слабо сюръективным;
b) любой функтор G : L → KD не является сюръективным.
2) Пусть R(K/D) обозначает множество всех решёт категории K/D, упорядочен-

ное по включению. Тогда произвольное отображение G : Ob(L) → R(K/D), удовле-
творяющее условию: из Hom(l, l

′) =/ ∅ следует G(l) ⊂ G(l′), не является сюръектив-
ным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как отмечено в лемме 1, категории K/D и D̃ изоморфны.
Поэтому условия (1) и (2) эквивалентны и утверждения пункта 1) непосредствен-
но следуют из теоремы 1. По пункту 1) леммы 2 множество R(K/D) изоморфно
множеству KD подпредпучков предпучка D, так что из 1)b) следует 2). 2

Все нижеследующие утверждения являются частными случаями теоремы 2.

Утверждение 1. Пусть K, L — категории.
1) Предположим, что существует комонотонное отображение H : Ob(L) → Ob(K).

Тогда:
a) любой функтор F : L → K̂ не является слабо сюръективным;
b) любой функтор G : L → K1 не является сюръективным.
2) Пусть R(K) обозначает множество всех решёт категории K, упорядоченное

по включению. Тогда любое отображение G : Ob(L) → R(K), удовлетворяющее усло-
вию: из того, что Hom(l, l

′) =/ ∅ следует G(l) ⊂ G(l′), не является сюръективным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1 — такой предпучок множеств на K, что ∀k ∈
Ob(K), 1(k) — одноэлементное множество. По лемме 2 категория K/1 изоморфна
K, так что все пункты доказываемого утверждения являются частными случаями
соответствующих пунктов теоремы 2 при D = 1. 2

Отметим, что следствием утверждения 1 является тот факт, что для любой ка-
тегории K произвольный функтор F :K→ K̂ не является слабо сюръективным, а
произвольный функтор G :K→K1 не является сюръективным.

Заменяя в формулировке теоремы 2 категорию L на категорию L/A получаем
следующий результат.

Утверждение 2. Пусть K, L — категории, D — предпучок множеств на K, A
— предпучок множеств на L.

1) Предположим, что существует комонотонное отображение H : Ob(Ã) → Ob(D̃),
то есть такое, что из равенства H(a1) = H(a2)f следует равенство a1 = a2g для неко-
торого морфизма g категории L.

Тогда:
a) любой функтор F : Ã → K̂/D не является слабо сюръективным;
b) любое отображение G : Ã → KD, удовлетворяющее условию G(af) ⊂ G(a), не

является сюръективным.
2) Любой отображение G : Ã → R(K/D), удовлетворяющее условию G(af) ⊂ G(a),

не является сюръективным.
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Применяя утверждение 1 к случаю, когда категория K и L являются тонкими,
то есть множество морфизмов между любыми объектами которых не более чем
одноэлементно, получаем следующий вариант теоремы Дилуорси –Глисона.

Теорема 3. Пусть K, L — квазипорядоченные множества. Предположим, что су-
ществует комонотонное отображение H : L → K, то есть такое, что из H(l1) 6 H(l2)

следует l1 6 l2. Тогда никакое монотонное отображение F : L → R(K), где R(K) —
упорядоченное по включению множество всех решёт K, не является сюръективным.

Применяя теорему 2 к случаю, когда K являются категорией с единственным
объектом, получаем следующий результат, относящийся к отображениям полигонов.

Утверждение 3. Пусть L — категория, S — моноид, D — правое S-множество.
Предположим, что существует комонотонное отображение H : Ob(L) → D, то есть
такое, что из равенства H(a1) = H(a2)s следует соотношение HomL(a1, a2) =/ ∅. Пусть
SD — множество всех подмножеств D, инвариантных относительно действия моно-
ида S, F : L → SD такое отображение, что если HomL(l1, l2) =/ ∅, то F (l1) ⊂ F (l2).
Тогда F не является сюръективнным.

Теорема 2 позволяет также судить об отсутствии комонотонных отображений.
Приведём примеры, получающиеся из доказанных выше утверждений.

Утверждение 4. 1) Пусть K — категория. Тогда не существует комонотонного
отображения Ob(K̂) → Ob(K).

2) Пусть S — моноид, D — правое S-множество. Тогда не существует отображе-
ния H : SD → D, удовлетворяющего условию: из того, что H(A) = H(B)s следует
A ⊂ B.

Полученные результаты не допускают прямого обобщения на случай пучков.
Пусть K — топос Гротендика. Тождественное отображение K→K является комо-
нотонным. Если τ — дискретная топология, то есть самая слабая топология Гро-
тендика на K, то категория τ -пучков на K совпадает с категорией K̂, так что не
существует слабо сюръективного функтора из K в категорию τ -пучков на K. Если
же τ — каноническая топология на K, то имеется эквивалентность K и категории
τ -пучков на K, которая является слабо сюръективным функтором.

Таким образом, можно ставить вопрос об описании субканонических топологий
Гротендика τ , для которых не существует слабо сюръективного функтора из K в
категорию τ -пучков на K.
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