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Периодическое ультрадискретное
преобразование плоскости с периодом 12

В.А. Быковским было построено новое периодическое ультрадискретное пре-
образование плоскости с периодом 12. В его работе была предложена лишь
идея доказательства этой периодичности. Мы приводим полное и подробное
доказательство этого утверждения.
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В последние годы, в связи с многочисленными применениями в вычислитель-
ной математике и математической физике, большое внимание уделяется изучению
нелинейных рекуррентных последовательностей полиномиального типа. В работе [1]
была изучена тропическая последовательность, ассоциированная с рекуррентной по-
следовательностью

u(n+ 1)u3(n)u(n − 1) = αu2(n) + β. (1)

Она однозначно определяется рекуррентным соотношением и любыми двумя сосед-
ними значениями.

Чтобы избежать неприятностей, связанных с делением на ноль, удобно считать
начальные значения u(0)=x и u(1)=y, а также коэффициенты α и β — независимыми
переменными. Поэтому для любого целого n, u(n) — рациональные функции от
переменных α,β,x,y, и при этом

u(n) = xp(n)yq(n)
Rn(α, β, x, y)

Qn(α, β, x, y)
,

где p(n) и q(n) — последовательности целых чисел, а Rn и Qn — взаимно простые
полиномы с неотрицательными целыми коэффициентами, которые не делятся на
переменные α,β,x,y. Из соотношения (1) следует, что элементы последовательности
p(n) удовлетворяют рекуррентному равенству

p(n+ 1) + 3p(n) + p(n − 1) = min{2p(n), 0}.
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Вычитая из обеих частей 3p(n)+p(n−1), получим равенство

p(n+ 1) = min{− p(n) − p(n − 1),− 3p(n) − p(n − 1)}. (2)

Переход от (1) к (2) носит название процедуры ультрадискретизации (см. [2–4]).
Последовательности такого типа называют тропическими (см. [5]).

Точки на плоскости с координатами (1,0) и (0,1) соединяются отрезком, который
параметрически можно задать в виде [1− t,t] с 06 t61. Последовательно применяя
преобразование

T (x, y) = (y, z) с z = min{− x − y,− x − 3y},

получаем последовательность отрезков

[1 − t, t], [t,− 1 − 2t], [− 1 − 2t, 1 + t], [1 + t,− 2 − t], [− 2 − t, 1], [1,− 1 + t],

[− 1 + t,− t], [− t, 1], [1, t − 3], [t − 3, 2 − t], [2 − t,− 3 + 2t], [− 3 + 2t, 1 − t].

Каждый последующий получается из предыдущего с помощью преобразования T.
Последний, двенадцатый отрезок, преобразуется в первый.Объединение этих отрез-
ков представляет собой невыпуклый двенадцатиугольник, внутри которого нахо-
дится точка (0,0) — начало координат. Эта конструкция наглядно представлена на
рисунке 1.

Нумерация отрезков соответствует итерации T , в результате которой этот от-
резок получается из начального. Стрелки соответствуют параметризации отрезка,
когда t изменяется от 0 до 1.
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Рис. 1.
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Так как для любого r> 0 последовательность rp(n) удовлетворяет рекуррент-
ному соотношению для p(n), а точка (0,0) лежит внутри двенадцатиугольника, то
утверждение о периодичности для преобразования T справедливо при любом выборе
начальной точки.

Автор благодарит Быковского В.А. за постановку задачи.
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ABSTRACT

V.A. Bykovskii constructed a new periodic ultradiscrete plane transforma-

tion with a period of 12. In his work only the idea of proving this periodicity

was proposed. We provide a complete and detailed proof of this statement.
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