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Периодические ультрадискретные
преобразования плоскости

с периодами 5, 7, 8, 9

В дополнение к двум известным периодическим ультрадискретным преобразо-
ваниям плоскости В.А. Быковским были построены три новых. В его работе
была предложена лишь идея доказательства этих утверждений. Мы приводим
полное и подробное их доказательство для последовательностей с периодами
5, 7, 8, 9.
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В работе [1] были построены два периодических преобразования плоскости R2

T1(x, y) = (y, z) с z = min{− x,− x − y},
T2(x, y) = (y, z) с z = min{− x − y,− x − 2y}

с периодами 7 и 8 соответственно. В другой работе [2] были построены еще два
преобразования

T3(x, y) = (y, z) с z = min{− x,− x+ y},
T4(x, y) = (y, z) с z = min{− x − y,− x+ y}.

Эти преобразования возникают в результате выполнения процедуры ультрадискре-
тизации (см. [3]) нелинейных рекуррентных соотношений (n∈Z)

u1(n+ 2)u1(n+ 1)u1(n) = αu1(n+ 1) + β, (1)

u2(n+ 2)u22(n+ 1)u2(n) = αu2(n+ 1) + β, (2)

u3(n+ 2)u3(n) = αu3(n+ 1) + β, (3)

u4(n+ 2)u4(n+ 1)u4(n) = αu24(n+ 1) + β, (4)

определяющих последовательности рациональных функций от переменных α, β и
начальных значений ui(0)=x, ui(1)=y, также рассматриваемых как переменные.
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сийской академии наук, 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 34. Электронная почта:
avdeeva@iam.dvo.ru
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1. Периодичность преобразования T1

При выполнении ультрадискретизации соотношения (1) возникает последова-
тельность точек плоскости P1(n) =

(
p1(n),p1(n+1)

)
. Она определяется начальной

точкой P1(0)=(1,0) и рекуррентным соотношением P1(n+1)=T1
(
P1(n)

)
.

Теорема 1. Преобразование плоскости T1 периодическое с длиной периода 7.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для 0 6 t 6 1 определим последовательность отрезков
Pk(t) (k ∈ Z) на плоскости с помощью рекуррентного соотношения

Pk+1(t) = T1(Pk(t))

и начального значения
P0(t) = [1 − t, t].

Легко проверить, что эта последовательность периодическая с периодом

[1− t, t], [t,−1], [−1,− t], [− t, 1], [1,−1+t], [−1+t,−1], [−1, 1− t]

длиной 7. При этом множества {
Pk(t)

∣∣ 0 6 t < 1
}

являются прямолинейными полуинтервалами на плоскости Oxy (рис. 1). Для k=
=0,1,2,3,4,5,6 они не пересекаются, и их объединение — выпуклый семиугольник с
вершинами в точках Pk(0)=P1(n) c k=n=0,1,2,3,4,5,6:

(1, 0), (0,− 1), (− 1, 0), (0, 1), (1,− 1), (− 1,− 1), (− 1, 1).

Преобразование T1 отображает этот семиугольник на себя, и при этом каждая его
сторона переходит в некоторую другую. Следовательно, для любой начальной точки

x

y

P0

P3

P6

P2

P5 P1

P4

x

y

P0

P5P2

P7

P4

P1

P6

P3

Рис. 1 Рис. 2



Периодические ультрадискретные преобразования плоскости ... 129

P0 в вершине семиугольника последовательность точек, определяемая рекуррент-
ным соотношением Pk+1=T1(Pk), — периодическая с длиной периода 7. Так как для
любого r>0 последовательность rp1(n) удовлетворяет рекуррентному соотношению
для p1(n) и точка (0,0) лежит внутри семиугольника, то утверждение теоремы 1
справедливо при любом выборе начальной точки. 2

2. Периодичность преобразования T2

При выполнении ультрадискретизации соотношения (2) возникает последова-
тельность точек плоскости P2(n) =

(
p2(n),p2(n+1)

)
. Она определяется начальной

точкой P2(0)=(1,0) и рекуррентным соотношением P2(n+1)=T2
(
P2(n)

)
.

Теорема 2. Преобразование плоскости T2 периодическое с длиной периода 8.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для 0 6 t 6 1 определим последовательность отрезков
Pk(t) (k ∈ Z) на плоскости с помощью рекуррентного соотношения

Pk+1(t) = T2(Pk(t)), P0(t) = [1 − t, t].

Эта последовательность периодическая с периодом

[1− t, t], [t,−1− t], [−1− t, 1], [1, t−1], [t−1,− t], [− t, 1], [1, t−2], [t−2, 1− t]

длиной 8. Множества {
Pk(t)

∣∣ 0 6 t < 1
}

являются прямолинейными полуинтервалами на плоскости Oxy (рис. 2). Для k =

= 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7 они не пересекаются, и их объединение — выпуклый восьмиуголь-
ник с вершинами в точках Pk(0) = P2(n) c k = n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7:

(1, 0), (0,− 1), (− 1, 1), (1,− 1), (− 1, 0), (0, 1), (1,− 2), (− 2, 1).

Преобразование T2 отображает этот восьмиугольник на себя, и при этом каждая
его сторона переходит в некоторую другую. Следовательно, для любой начальной
точки P0 в вершине семиугольника последовательность точек, определяемая рекур-
рентным соотношением Pk+1 = T2(Pk), — периодическая с длиной периода 7. Так
как для любого r > 0 последовательность rp2(n) удовлетворяет рекуррентному со-
отношению для p2(n) и точка (0, 0) лежит внутри восьмиугольника, то утверждение
теоремы 2 справедливо при любом выборе начальной точки. 2

3. Периодичность преобразования T3

При выполнении ультрадискретизации соотношения (3) возникает последова-
тельность точек плоскости P3(n) =

(
p3(n),p3(n+1)

)
. Она определяется начальной

точкой P3(0)=(1,0) и рекуррентным соотношением P3(n+1)=T3
(
P3(n)

)
.

Теорема 3. Преобразование плоскости T3 периодическое с длиной периода 5.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для 0 6 t 6 1 определим последовательность отрезков
Pk(t) (k ∈ Z) на плоскости с помощью рекуррентного соотношения

Pk+1(t) = T3(Pk(t)), P0(t) = [1 − t, t].

Эта последовательность периодическая с периодом

[1− t, t], [t,−1+t], [−1+t,−1], [−1,− t], [− t, 1− t]

длиной 5. Множества {
Pk(t)

∣∣ 0 6 t < 1
}

являются прямолинейными полуинтервалами на плоскости Oxy (рис. 3). Для k =

= 0, 1, 2, 3, 4 они не пересекаются, и их объединение — выпуклый пятиугольник с
вершинами в точках Pk(0) = P3(n) c k = n = 0, 1, 2, 3, 4

(1, 0), (0,−1), (−1,−1), (−1, 0), (0, 1).

Преобразование T3 отображает этот пятиугольник на себя, и при этом каждая его
сторона переходит в некоторую другую. Следовательно, для любой начальной точки
P0 в вершине восьмиугольника последовательность точек, определяемая рекуррент-
ным соотношением Pk+1 = T3(Pk), — периодическая с длиной периода 5. Так как для
любого r > 0 последовательность rp3(n) удовлетворяет рекуррентному соотношению
для p3(n) и точка (0, 0) лежит внутри восьмиугольника, то утверждение теоремы 3
справедливо при любом выборе начальной точки. 2

4. Периодичность преобразования T4

При выполнении ультрадискретизации соотношения (4) возникает последова-
тельность точек плоскости P4(n) =

(
p4(n),p4(n+1)

)
. Она определяется начальной

точкой P4(0)=(1,0) и рекуррентным соотношением P4(n+1)=T4
(
P4(n)

)
.
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Теорема 4. Преобразование плоскости T4 периодическое с длиной периода 9.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для 0 6 t 6 1 определим последовательность Pk(t) (k ∈
Z) на плоскости с помощью рекуррентного соотношения

Pk+1(t) = T4(Pk(t)), P0(t) = [1 − t, t].

Эта последовательность периодическая с периодом

[1− t, t], [t,−1], [−1,− t−1], [− t−1,− t],
[− t, 1], [1, t−1], [t−1,−2+t], [−2+t,−1], [−1, 1− t]

длиной 9. Множества {
Pk(t)

∣∣ 0 6 t < 1
}

являются прямолинейными полуинтервалами на плоскости Oxy (рис. 4). Для k=

=0,1,2,3,4,5,6,7,8 они не пересекаются, и их объединение — выпуклый девятиуголь-
ник с вершинами в точках Pk(0)=P4(n) c k=n=0,1,2,3,4,5,6,7,8:

(1, 0), (0,−1), (−1,−1), (−1, 0), (0, 1).

Преобразование T4 отображает этот многоугольник на себя, и при этом каждая его
сторона переходит в некоторую другую. Следовательно, для любой начальной точки
P0 в вершине восьмиугольника последовательность точек, определяемая рекуррент-
ным соотношением Pk+1=T4(Pk), — периодическая с длиной периода 9. Так как для
любого r>0 последовательность rp4(n) удовлетворяет рекуррентному соотношению
для p4(n) и точка (0,0) лежит внутри многоугольника, то утверждение теоремы 4
справедливо при любом выборе начальной точки. 2

Автор благодарит Быковского В.А. за постановку задачи и внимание.
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ABSTRACT

V.A. Bykovskii constructed three new periodic ultradiscrete transforma-

tions of the plane In addition to the two well-known. In his work, only the

idea of proving these statements was proposed. We give a complete and

detailed proof of them for sequences with periods 5, 7, 8, 9.
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