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Введение

Задачи оптимизации объектов с распределенными параметрами, описываемые
системами Гурса –Дарбу, изучались рядом авторов (см. напр. [1–11]), что обуслов-
лено большим прикладным значением таких задач [12–14]. Однако известно, что
поведение реального объекта, функционирующего в условиях естественных шумов,
характеризуется некоторой неопределенностью. Описание таких систем при помощи
детерминистских подходов не всегда отражает действительную картину функцио-
нирования объекта. В связи с этим появляется необходимость исследования задач
управления, описываемых стохастическими дифференциальными уравнениями Гур-
са – Дарбу. К настоящему времени исследован ряд аспектов таких задач управления,
которому посвящен ряд работ [12,15–19].

В настоящей работе также изучается одна задача оптимального управления сто-
хастической системой Гурса – Дарбу и при различных предположениях устанавли-
вается несколько необходимых условий оптимальности первого порядка.

Применяемая методика является стохастическим аналогом схем работ [10,11].
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1. Постановка задачи

Пусть (Ω,F,P ) — некоторое вероятностное пространство с определенным на нем
неубывающий потоком σ — алгебр {Ftx,(t,x)∈D=[t0,t1]×[x0,x1]}. ℜ(D) — простран-
ство измеримых по (t,x,ω) и Ftx — согласованных процессов z :D×Ω→Rn таких,
что E

∫
D

∥z(t,x)∥2dtdx<+∞; E — знак математического ожидания.

Предположим, что имеем систему, закон изменения состояний которой может
быть записан на заданном прямоугольнике D с помощью стохастического уравнения
Дарбу

∂2z(t, x)

∂t ∂x
= f(t, x, z, zt, zx, u) + g(t, x, z)

∂2W (t, x)

∂t ∂x
, (t, x) ∈ D, (1)

с краевыми условиями типа Гурса

z(t0, x) = a(x), x ∈ [x0, x1],

z(t, x0) = b(t), t ∈ [t0, t1],

a(x0) = b(t0).

(2)

Здесь f(t,x,p,u) — заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по совокуп-
ности переменных вместе с частными производными по p, где p=(z,zt,zx)

′; g(t,x,z)
— заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных
вместе с частными производными по z; краевые n-мерные вектор-функции a(x), b(t)
— заданные на [x0,x1] и [t0, t1] соответственно, удовлетворяют условию Липшица;
∂2W (t,x)

∂t∂x — n-мерный двухпараметрический независимый “белый шум” на плоско-
сти [12,20].

Под допустимыми управлениями будем понимать измеримые функции u(t,x),
стесненные ограничениями типа включения

u(t, x) ∈ U, (t, x) ∈ D, (3)

где U — заданное непустое, ограниченное множество из Rr (u(t,x)∈L∞(D,U)).
Предполагается, что каждому допустимому управлению u(t,x) соответствует с

вероятностью 1 единственное решение z(t,x) (в смысле [21,22]) задачи (1)–(2).
Задача состоит в минимизации многоточечного функционала

S(u) = E{φ(z(T1, X1), z(T2, X2), . . . , z(Tk, Xk))}, (4)

на решениях системы (1)–(2), порожденных всевозможными допустимыми управле-
ниями.

Здесь φ(a1,a2,...,ak) — заданная, непрерывно-дифференцируемая скалярная функ-
ция, а (Ti,Xi), i=1,k (t0<T1<T2<...<Tk6t1;x0<X1<X2<...<Xk6x1) — заданные
точки.

Заметим, что детерминированный аналог такого многоточечного функционала
качества типа Майера введен в работах [10,11] и др.

Допустимое управление u(t,x), доставляющее минимум функционалу (4) при
ограничениях (1)–(3), назовем оптимальным управлением, а соответствующий про-
цесс (u(t,x),z(t,x)) — оптимальным процессом.

Нашей целью является вывод необходимых условий оптимальности первого по-
рядка в рассматриваемой задаче (1)–(4).
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2. Формула приращения функционала S(u)

Пусть (u(t,x),z(t,x)) — фиксированный, a (ū(t,x)=u(t,x)+∆u(t,x),z̄(t,x)=z(t,x)+

+∆z(t,x)) — произвольные допустимые процессы.
Вычислим приращение функционала (4), соответствующее допустимым управ-

лениям ū(t,x) и u(t,x)

∆S(u) = S(ū) − S(u) =

=E
{
φ(z̄(T1, X1), z̄(T2, X2), . .. , z̄(Tk,Xk))− φ(z(T1, X1), z(T2, X2), .. . , z(Tk, Xk))

} (5)

С другой стороны, из (1) вытекает, что приращение ∆z(t,x) состояния z(t,x) явля-
ется решением стохастической системы

∂2∆z(t, x)

∂t ∂x
= [f(t, x, p̄(t, x), ū(t, x)) − f(t, x, p(t, x), u(t, x))]+

+[g(t, x, z̄) − g(t, x, z)]
∂2W (t, x)

∂t ∂x
,

(6)

с нулевыми краевыми условиями

z(t0, x) = 0, x ∈ [x0, x1],

z(t, x0) = 0, t ∈ [t0, t1].
(7)

Пусть ψ(t,x)∈L∞(D,Rn) — некоторая пока неизвестная вектор-функция. Тогда,
учитывая, что математическое ожидание стохастических интегралов равно нулю
[12], из (6) можно получить

E

t1∫
t0

x1∫
x0

ψ′(t, x)
∂2∆z(t, x)

∂t ∂x
dxdt =

= E

t1∫
t0

x1∫
x0

[
H(t, x, p̄(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) − H(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x))

]
dxdt.

(8)

Здесь H(t,x,p(t,x),u(t,x),ψ(t,x))=ψ′(t,x)f(t,x,p(t,x),u(t,x)) есть стохастической
аналог функции Гамильтона –Понтрягина в рассматриваемой задаче, штрих (′) —
операция транспонирования.

Пусть

Hp[t, x] = Hp(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)),

∆ūH[t, x] = H(t, x, p(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) − H(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x))

— обозначения, взятые для удобства записи формулы. Учитывая тождество (5) и
применяя формулу Тейлора, согласно (8) приращение функционала (5) можно пе-
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реписать так:

∆S(u)=S(ū)−S(u) =E

{
k∑

i = 1

∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), . .. , z(Tk, Xk))

∂ai
∆z(Ti, Xi)+

+

t1∫
t0

x1∫
x0

ψ′(t, x)
∂2∆z(t,x)

∂t ∂x
dxdt−

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
z[t, x]∆z(t, x)dxdt−

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
zt[t, x]∆zt(t, x)dxdt−

−
t1∫

t0

x1∫
x0

H ′
zx [t, x]∆zx(t, x)dxdt+ o1

([
k∑

i = 1

∥∆z(Ti, Xi)∥

])
−

−
t1∫

t0

x1∫
x0

o2(∥∆p(t, x)∥)dxdt −
t1∫

t0

x1∫
x0

∆ūH
′
p[t, x]∆p(t, x)dxdt −

t1∫
t0

x1∫
x0

∆ūH[t, x]dxdt

}
.

(9)

Здесь величины oi(.), i=1,2, определяются соответственно из разложений

φ(z̄(T1, X1), z̄(T2, X2), .. . , z̄(Tk, Xk)) − φ(z(T1, X1), z(T2, X2), . .. , z(Tk, Xk)) =

=

k∑
i = 1

∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), .. . , z(Tk, Xk))

∂ai
∆z(Ti, Xi) + o1

([
k∑

i = 1

∥∆z(Ti, Xi)∥

])
,

H(t, x, p̄(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) − H(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)) =

= H(t, x, p̄(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) − H(t, x, p(t, x), ū(t, x), ψ(t, x))+

+H(t, x, p(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) − H(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)) =

= ∆ūH[t, x] +H ′
p(t, x, p, ū, ψ)∆p(t, x) + o2(∥∆p(t, x)∥) =

= ∆ūH[t, x] +H ′
p(t, x, p, ū, ψ)∆p(t, x) − H ′

p(t, x, p, u, ψ)∆p(t, x)+

+H ′
p(t, x, p, u, ψ)∆p(t, x) + o2(∥∆p(t, x)∥) = ∆ūH[t, x] +H ′

p[t, x]∆p(t, x)+

+∆ūH
′
p[t, x]∆p(t, x) + o2(∥∆p(t, x)∥).

Поскольку ∆z(t,x) абсолютно непрерывная вектор-функция, тогда с учетом ну-
левых краевых условий (7) следует справедливость равенств

∆z(t, x) =

t∫
t0

x∫
x0

∆zτs(τ, s)dsdτ.

Учитывая это и теорему Фубини [23], показываем справедливость соотношений

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
z[t, x]∆z(t, x)dxdt =

t1∫
t0

x1∫
x0

 t1∫
t

x1∫
x

Hz[τ, s]dsdτ

∆ztx(t, x)dxdt, (10)

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
zt [t, x]∆zt(t, x)dxdt =

t1∫
t0

x1∫
x0

 x1∫
x

Hzt [t, s]ds

∆ztx(t, x)dxdt, (11)
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t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
zx [t, x]∆zx(t, x)dxdt =

t1∫
t0

x1∫
x0

 t1∫
t

Hzx [τ, x]dτ

∆ztx(t, x)dxdt, (12)

k∑
i = 1

∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), . .. , z(Tk, Xk))

∂ai
∆z(Ti, Xi) =

=

t1∫
t0

x1∫
x0

k∑
i = 1

αi(t, x)
∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), .. . , z(Tk, Xk))

∂ai
∆ztx(t, x)dxdt,

(13)

где αi(t,x) — характеристическая функция области [t0,Ti]× [x0,Xi].
Подставляя (10)–(13) в (9), после группирования получаем, что

∆S(u) = E

−
t1∫

t0

x1∫
x0

∆ūH[t, x]dxdt+

+

t1∫
t0

x1∫
x0

[
ψ(t, x) +

k∑
i = 1

αi(t, x)
∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), .. . , z(Tk, Xk))

∂ai
−

−
t1∫
t

x1∫
x

Hz[τ, s]dsdτ −
x1∫
x

Hzt [t, s]ds −
t1∫
t

Hzx [τ, x]dτ

]
∆ztx(t, x)dxdt

+ η1(u; ∆u),

(14)

где

η1(u;∆u) = E

{
o1

([
k∑

i = 1

∥∆z(Ti, Xi)∥

])
−

−
t1∫

t0

x1∫
x0

o2(∥∆z(t, x)∥)dxdt −
t1∫

t0

x1∫
x0

∆ūH
′
p[t, x]∆p(t, x)dxdt

 .

(15)

Если предположить, что ψ(t,x)∈L∞(D,Rn) является решением следующего двумер-
ного интегрального уравнения типа Вольтерра (сопряженная система)

ψ(t, x)= −
k∑

i = 1

αi(t, x)
∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), .. . , z(Tk, Xk))

∂ai
+

t1∫
t

x1∫
x

Hz[τ, s]dsdτ+

+

t1∫
t

Hzx [τ, x]dτ +

x1∫
x

Hzt [t, s]ds,

(16)

то формула приращения (14) примет вид

∆S(u) = − E

t1∫
t0

x1∫
x0

∆ūH[t, x]dxdt+ η1(u; ∆u). (17)

В дальнейшем нам понадобятся оценки для E∥∆z(t,x)∥, E∥∆zt(t,x)∥ и E∥∆zx(t,x)∥.
Перейдем к установлению этих оценок.
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3. Оценка математических ожиданий приращения решений и
его производной

Из анализа (6) становится ясно, что

∆z(t, x) =

t∫
t0

x∫
x0

[f(τ, s, p̄(τ, s), ū(τ, s)) − f(τ, s, p(τ, s), u(τ, s))]dsdτ+

+

t∫
t0

x∫
x0

[g(τ, s, z̄) − g(τ, s, z)]
∂2W (τ, s)

∂τ ∂s
dsdτ,

(18)

∆zt(t, x) =

x∫
x0

[f(t, s, p̄(t, s), ū(t, s)) − f(t, s, p(t, s), u(t, s))]ds+

+

x∫
x0

[g(t, s, z̄) − g(t, s, z)]
∂2W (t, s)

∂t ∂s
ds,

(19)

∆zx(t, x) =

t∫
t0

[f(τ, x, p̄(τ, x), ū(τ, x)) − f(τ, x, p(τ, x), u(τ, x))]dτ+

+

t∫
t0

[g(τ, x, z̄) − g(τ, x, z)]
∂2W (τ, x)

∂τ ∂x
dτ.

(20)

Отсюда, переходя к норме и при этом используя условие Липшица, а также прини-
мая от обеих частей полученных неравенств математические ожидания, выводим

E∥∆z(t, x)∥ 6

6E


t∫

t0

x∫
x0

∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ + L1

t∫
t0

x∫
x0

[∥∆z(τ, s)∥+ ∥∆zτ (τ, s)∥+ ∥∆zs(τ, s)∥]dsdτ

, (21)

E∥∆zt(t, x)∥ 6

6 E


x∫

x0

∥∆ūf [t, s]∥ds+ L2

x∫
x0

[∥∆z(t, s)∥+ ∥∆zt(t, s)∥+ ∥∆zs(t, s)∥]ds

 ,
(22)

E∥∆zx(t, x)∥ 6

6 E


t∫

t0

∥∆ūf [τ, x]∥dτ + L3

t∫
t0

[∥∆z(τ, x)∥+ ∥∆zτ (τ, x)∥+ ∥∆zx(τ, x)∥]dτ

 .
(23)

Всюду Li= const>0, i=1,14, и

∆ūf [t, x] = f(t, x, p(t, x), ū(t, x)) − f(t, x, p(t, x), u(t, x)).
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Применяя к последним двум неравенствам известную лемму Гронуолла –Вен-
дроффа (см. напр. [21]) получаем, что

E∥∆zt(t, x)∥ 6 EL4


x∫

x0

[∥∆ūf [t, s]∥+ ∥∆z(t, s)∥+ ∥∆zs(t, s)∥]ds

 , (24)

E∥∆zx(t, x)∥ 6 EL5


t∫

t0

[∥∆ūf [τ, x]∥+ ∥∆z(τ, x)∥+ ∥∆zτ (τ, x)∥]dτ

 . (25)

Усиливая неравенства (24), (25) друг с другом, а затем еще раз применяя леммы
Гронуолла – Вендроффа, получаем

E∥∆zt(t, x)∥ 6

6 EL6


t∫

t0

x∫
x0

[∥∆ūf [τ, s]∥+ ∥∆z(τ, s)∥]dsdτ +
x∫

x0

[∥∆ūf [t, s]∥+ ∥∆z(t, s)∥]ds

 ,
(26)

E∥∆zx(t, x)∥ 6

6 EL7


t∫

t0

x∫
x0

[∥∆ūf [τ, s]∥+ ∥∆z(τ, s)∥]dsdτ +
t∫

t0

[∥∆ūf [τ, x]∥+ ∥∆z(τ, x)∥]dτ

 .
(27)

Если учесть оценку (25) в (21), то

∥∆z(t, x)∥ 6 EL8


t∫

t0

x∫
x0

[∥∆ūf [τ, s]∥+ ∥∆z(τ, s)∥+ ∥∆zτ (τ, s)∥]dsdτ

 . (28)

Отсюда в силу леммы Гронуолла –Вендроффа делаем вывод, что

∥∆z(t, x)∥ 6 EL9


t∫

t0

x∫
x0

[∥∆ūf [τ, s]∥+ ∥∆zτ (τ, s)∥]dsdτ

 . (29)

Комбинируя неравенства (26) и (27) с (29), можно записать следующие оценки:

E∥∆zt(t, x)∥ 6 EL10


t∫

t0

x∫
x0

[∥∆ūf [τ, s]∥+ ∥∆zτ (τ, s)∥]dsdτ +
x∫

x0

∥∆ūf [t, s]∥ds

 , (30)

E∥∆zx(t, x)∥ 6 EL11


t∫

t0

x∫
x0

[∥∆ūf [τ, s]∥+ ∥∆zs(τ, s)∥]dsdτ +
t∫

t0

∥∆ūf [τ, x]∥dτ

 . (31)

Снова применяя леммы Гронуолла –Вендроффа к неравенствам (30), (31) получим,
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что

E∥∆zt(t, x)∥ 6 EL12


t∫

t0

x∫
x0

∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ +
x∫

x0

∥∆ūf [t, s]∥ds

 , (32)

E∥∆zx(t, x)∥ 6 EL13


t∫

t0

x∫
x0

∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ +
t∫

t0

∥∆ūf [τ, x]∥dτ

 . (33)

Далее, с учетом оценки (32) из (29) приходим к оценке

E∥∆z(t, x)∥ 6 EL9


t∫

t0

x∫
x0

∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ+

+L12

t∫
t0

x∫
x0

τ∫
t0

s∫
x0

∥∆ūf [α, β]∥dαdβdτds+
t∫

t0

x∫
x0

s∫
x0

∥∆ūf [τ, β]∥dβdsdτ

 .

Отсюда, используя формулу Коши для повторных интегралов получаем

E∥∆z(t, x)∥ 6 EL9


t∫

t0

x∫
x0

∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ+

+L12

t∫
t0

x∫
x0

(t − τ)(x − s)∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ + L12

t∫
t0

x∫
x0

(x − s)∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ

 .

Последнее неравенство дает, наконец, оценку

E∥∆z(t, x)∥ 6 EL14

t∫
t0

x∫
x0

∥∆ūf [τ, s]∥dsdτ. (34)

Таким образом, доказана следующая лемма.

Лемма. Для всех (t, x) ∈ D справедливы оценки (32)–(34).

Переходим теперь к установлению различных необходимых условий оптимально-
сти первого порядка, точнее говоря, стохастического аналога принципа максимума
Понтрягина, линеаризованного принципа максимума, уравнения Эйлера [24].

4. Условие оптимальности типа принципа максимума

Пусть u(t,x) — оптимальное управление. Зададим игольчатое приращение ∆uε(t,x)
управления в виде

∆uε(t, x) =

{
v − u(t, x), (t, x) ∈ Dε = [θ, θ + ε)× [ξ, ξ + ε),

0, (t, x) ∈ D \Dε.
(35)
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Здесь и в дальнейшем (θ,ξ)∈[t0,t1)×[x0,x1) — произвольная правильная точка (точка
Лебега) [25] управления u(t,x), v∈U — произвольный вектор, а ε> 0 — достаточно
малое число.

Через ∆zε(t,x) обозначим специальное приращение траектории z(t,x), соответ-
ствующее приращению (35). Тогда из приведенной выше оценки (32)–(34) следует,
что

E∥∆zε(t, x)∥ 6
{
0, (t, x) ∈ D1 = D \ (Dε ∪D2 ∪D3 ∪D4),

Lε2, (t, x) ∈ Dε ∪D2 ∪D3 ∪D4,
(36)

E∥(∆zε(t, x))t∥ 6


0, (t, x) ∈ D1,

Lε, (t, x) ∈ Dε ∪D2,

Lε2, (t, x) ∈ D3 ∪D4,

(37)

E∥(∆zε(t, x))x∥ 6


0, (t, x) ∈ D1,

Lε, (t, x) ∈ Dε ∪D3,

Lε2, (t, x) ∈ D2 ∪D4.

(38)

Здесь Di, i=1,4 — подмножества прямоугольника D, изображенные на рисунке.

Рассмотрим приращение функционала (17) на игольчатой вариации управле-
ния (35).

Поскольку

θ+ε∫
θ

ξ+ε∫
ξ

∆vH
′

p[t, x]∆p(t, x)dxdt = ε2∆vH
′

p[θ, ξ]∆p(θ, ξ) + o(ε2),

с помощью оценки (36)–(38) можно убедиться в том, что остаточный член η1(u;∆uε)
формулы (15) есть величина o(ε2). Тогда вдоль оптимального процесса (u(t,x),z(t,x))
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формула приращения (17) принимает вид

− E

θ+ε∫
θ

ξ+ε∫
ξ

∆vH[t, x]dxdt+ o(ε2) > 0.

Отсюда, применяя теорему о среднем, получаем

E∆vH[θ, ξ] 6 0. (39)

Таким образом, приходим к следующему заключению.

Теорема 1 (стохастический аналог принципа максимума). Для опти-
мальности допустимого управления u(t, x) в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы для
всех (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1) и v ∈ U выполнялось неравенство (39).

5. Линеаризованный принципа максимума

Предположим, что в задаче (1)–(4) множество U является выпуклым, а f(t,x,p,u)
— непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по
(p,u). Руководствуясь этими предположениями, приращения функционала (4) мож-
но записать в виде

∆S(u) = E

{
k∑

i = 1

∂φ(z(T1, X1), z(T2, X2), . .. , z(Tk, Xk))

∂ai
∆z(Ti, Xi)+

+

t1∫
t0

x1∫
x0

ψ′(t, x)
∂2∆z(t, x)

∂t ∂x
dxdt −

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
z[t, x]∆z(t, x)dxdt −

−
t1∫

t0

x1∫
x0

H ′
zt [t, x]∆zt(t, x)dxdt −

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
zx [t, x]∆zx(t, x)dxdt+

+o1

([
k∑

i = 1

∥∆z(Ti, Xi)∥

])
−

t1∫
t0

x1∫
x0

o3(∥∆p(t, x)∥+ ∥∆u(t, x)∥)dxdt −

−
t1∫

t0

x1∫
x0

H ′
u[t, x]∆u(t, x)dxdt

 .

(40)

Здесь величины o3(.), определяются из разложения

H(t, x, p̄(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) − H(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)) =

= H ′
p[t, x]∆p(t, x) +H ′

u[t, x]∆u(t, x) + o3(∥∆p(t, x) + ∆u(t, x)∥).

Предполагая, что ψ(t,x)∈L∞(D,Rn) является решением сопряженной системы
(16), аналогичными доказательствами формулы (17) показываем, что

∆S(u) = − E

t1∫
t0

x1∫
x0

Hu[t, x]∆u(t, x)dxdt+ η2(u;∆u). (41)
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Здесь

η2(u;∆u) = E

o1
([

k∑
i = 1

∥∆z(Ti, Xi)∥

])
−

t1∫
t0

x1∫
x0

o3(∥∆p(t, x)∥+ ∥∆u(t, x)∥)dxdt

. (42)

Применяя аналогичный прием доказательства неравенств (32)–(34), можно убе-
диться в оценке

E∥∆z(t, x)∥ 6 EL

t∫
t0

x∫
x0

∥∆u(τ, s)∥]dsdτ, (43)

E∥∆zt(t, x)∥ 6 EL


t∫

t0

x∫
x0

∥∆u(τ, s)∥]dsdτ +
x∫

x0

∥∆u(t, s)∥]ds

 , (44)

E∥∆zx(t, x)∥ 6 EL


t∫

t0

x∫
x0

∥∆u(τ, s)∥]dsdτ +
t∫

t0

∥∆u(τ, x)∥]dτ

 . (45)

Считая u(t,x) оптимальным управлением, его специальное приращение построим
по формуле

∆u(t, x; ε) = ε(w(t, x) − u(t, x)), (46)

где 06ε61, а w(t,x)∈U , (t,x)∈D — вектор-функция.
Через ∆z(t,x; ε), обозначим специальное приращение траектории z(t,x), соответ-

ствующее приращению (46). В этом случае из оценок (43)–(45) следует, что

E∥∆z(t, x; ε)∥ 6 Lε, E∥∆zt(t, x; ε)∥ 6 Lε, E∥∆zx(t, x; ε)∥ 6 Lε.

Учитывая эти оценки в формуле (43), определяем, что вдоль оптимального про-
цесса (u(t,x),z(t,x)) формула приращения (42) принимает вид

∆S(u) = − Eε

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
u[t, x](w(t, x) − u(t, x))dxdt+ o(ε) > 0.

Отсюда следует, что

E

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
u[t, x](w(t, x) − u(t, x))dxdt 6 0. (47)

Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Если множество U выпуклое, то для оптимальности допустимого
управления u(t, x) в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство (47) выполнялось
для всех w(t, x) ∈ U , (t, x) ∈ D.
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Заметим, что условие (47) представляет собой стохастический аналог линеари-
зованного интегрального условия максимума [10,24].

Из неравенства (47), аналогично доказательству леммы из [26], нетрудно выве-
сти, что справедливо следствие.

Следствие (поточечный линеаризованный принцип максимума). Если
множество U выпуклое, то для оптимальности допустимого управления u(t, x) в
задаче (1)–(4) необходимо, чтобы

EH ′
u[θ, ξ](v − u(θ, ξ)) 6 0,

выполнялось для всех v ∈ U , (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).

6. Стохастический аналог уравнения Эйлера

Продолжим исследование задачи (1)–(4), предпологая, что множество U явля-
ется открытым, а f(t,x,p,u) — непрерывная по совокупности переменных вместе с
частными производными по (p,u).

Поскольку по предположению U открытое, то специальное приращение допусти-
мого управления по u(t,x) можно определить по формуле

∆u(t, x; ε) = εδu(t, x), (48)

где ε — достаточно малое по абсолютной величине число, а δu(t,x)∈U , (t,x)∈D —
произвольная вектор-функция. Через ∆z(t,x;ε) обозначим специальное приращение
траектории z(t,x), соответствующее приращению (48). Пусть ψ(t,x)∈L∞(D,Rn) —
решение сопряженной системы (16).

Как известно, вдоль оптимального процесса (u(t,x),z(t,x)), вычисляемая обыч-
ной техникой [9–11,27], первая вариация (в классическом смысле) функционала S(u)
должна равняться нулю, а вторая вариация должна быть неотрицательной:

S1(u, δu) = − E

t1∫
t0

x1∫
x0

H ′
u[t, x]δu(t, x)dxdt = 0, (49)

S2(u, δu) =

k∑
i,j = 1

δz′(Ti, Xi)
∂2φ(z(T1, X1), z(T2, X2), . .. , z(Tk, Xk))

∂ai∂aj
δz(Tj , Xj) −

− δz′(t, x)Hzz[t, x]δz(t, x) − 2δu′(t, x)Huz[t, x]δz(t, x) −
− δu′(t, x)Huu[t, x]δu(t, x) > 0,

(50)

для всех δu(t,x) ∈ L∞(D,Rr), а δz(t,x) — вариация вектора состояния процесса,
являющаяся решением уравнения в вариациях

∂2∆z(t, x)

∂t ∂x
= f ′z[t, x]δz(t, x) + f ′u[t, x]δu(t, x) + g′z[t, x]δz(t, x)

∂2W (t, x)

∂t ∂x
,

δz(t0, x) = 0,

δz(t, x0) = 0.
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Из тождества (49), в силу произвольности δu(t,x)∈L∞(D,Rr) следует тождество

EHu[θ, ξ] = 0. (51)

Иными словами, доказана теорема 3.

Теорема 3 (аналог уравнения Эйлера). Если множество U открытое, то для
оптимальности допустимого управления u(t, x) в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы
равенство (51) выполнялось для всех (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).

Заключение

С применением стохастического аналога модификации метода приращений в за-
даче стохастического оптимального управления систем с Гурса – Дарбу, получены
различные необходимые условия оптимальности первого порядка.

Автор выражает глубокую благодарность рецензенту за ценные замечания.
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