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В работе получены точные неравенства типа Джексона –Стечкина между наи-
лучшими приближениями периодических дифференцируемых функций триго-
нометрическими полиномами и обобщенными модулями непрерывности m-го
порядка в пространстве L2. Вычислены точные значения различных n-попереч-
ников классов функций из L2, задаваемых модулями непрерывности r-й про-
изводной функции f.
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Введение

Пусть N — множество натуральных чисел; Z+ :=N∪{0}, R+=[0,+∞) — множество
положительных чисел. Рассмотрим пространство L2 : =L2[0,2π] 2π-периодических
суммируемых с квадратом в смысле Лебега действительных функций f(x) с конеч-
ной нормой

∥f∥ : = ∥f∥L2
=

 1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

< ∞.

Через L
(r)
2

(
r∈Z+;L

0
2≡L2

)
обозначим множество 2π-периодических функций

f ∈L2, у которых производные (r− 1)-го порядка абсолютно непрерывны, а про-
изводные r-го порядка f (r) =/ const принадлежат пространству L2. Символом Tn−1

обозначим подпространство всевозможных тригонометрических полиномов порядка
6n−1 :

Tn−1 : =

{
Tn−1(x) : Tn−1(x) =

α0

2
+

n−1∑
k = 1

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
.
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Общеизвестно, что для произвольной функции f(x)∈L2 имеющей формальное раз-
ложение в ряд Фурье

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
k = 1

(ak cos kx+ bk sin kx),

величина ее наилучшего приближения в метрике L2 подпространством Tn−1 равна

En−1(f)
def
= inf {∥f− Tn−1∥ : Tn−1(x) ∈ Tn−1} = ∥f − Sn−1(f)∥=

{ ∞∑
k = n

ρ2k

}1/2

, (1)

где

Sn−1(f ;x) =
a0
2

+

n−1∑
k = 1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— частная сумма порядка n−1 ряда Фурье функции f(x), а ρ2k
def
= a2k+b2k.

Равенством
ωm(f, t)2 = sup {∥∆m

h f(·)∥2 : |h| 6 t} ,

где

∆m
h f(x) =

m∑
k = 0

(− 1)m−k

(
m

k

)
f(x+ kh)

разность m-го порядка функции f∈L2 с шагом h, определим модуль непрерывности
порядка m, а равенством

Ωm(f, t)2 =

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∆m
h
f(·)∥2dh1 · · · dhm


1/2

,

где t>0, h=(h1,h2, · · ·,hm),∆m
h
=∆1

h1
◦· · ·◦∆1

hm
будем определять так называемый

обобщенный модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈L2 (см., например
[1, 2]).

При решении задачи вычисления точных констант в неравенствах типа Джексо-
на – Стечкина

En−1(f) 6 χn−rωm

(
f (r),

t

n

)
; r ∈ Z+, t > 0

вместо обычного модуля непрерывности ωm(f,t) иногда удобнее использовать обоб-
щенный модуль непрерывности Ωm(f,t). Интересные результаты при этом были по-
лучены в работах [3–8].

В настоящей работе для любого m,n∈N, r∈Z+ и h>0 рассмотрим следующую
аппроксимационную характеристику:

Xm,n,r(h) = sup
f∈L

(r)
2

f(r) =/ const

E2
n−1(f)Ω2/m

m

(
f (r), h

)
+

n2

h

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

m/2
. (2)
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Отметим, что аппроксимационная характеристика (2), в отличие от других ранее
рассмотренных экстремальных характеристик, содержит обобщенный модуль непре-
рывности не только под знаком интеграла, но также и вне интеграла.

Пусть S — единичный шар в L2; W — выпуклое центрально-симметричное под-
множество из L2; Λn⊂L2 — n-мерное подпространство; Λn⊂L2 – подпространство
коразмерности n; L : L2→Λn – непрерывный линейный оператор, переводящий эле-
менты пространства L2 в Λn; L⊥ : L2 →Λn — непрерывный оператор линейного
проектирования пространства L2 на подпространства Λn.

Величины

bn(W , L2) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ W } : Λn+1 ⊂ L2} ,
dn(W , L2) = inf {sup {∥f∥2 : f ∈ W ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn(W , L2) = inf {sup {inf {∥f − g∥2 : g ∈ Λn} : f ∈ W } : Λn ⊂ L2} ,
δn(W , L2) = inf {inf {sup {∥f − Lf∥2 : f ∈ W } : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

πn(W , L2) = inf
{
inf
{
sup

{
∥f − L⊥f∥2 : f ∈ W

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, ли-
нейным и проекционным n-поперечниками.

Указанные n-поперечники связаны соотношениями (см. например, [10,11]):

bn(W , L2) 6 dn(W , L2) 6 dn(W , L2) = δn(W , L2) = πn(W , L2). (3)

Полагаем также
En−1(W ) : = sup {En−1(f) : f ∈ W } .

Пусть Ψ(t), (06 t<∞) — непрерывная неубывающая функция такая, что Ψ(0)=

=0. Будем называть ее мажорантой. Символами W
(r)
m (h) и W

(r)
m (Ψ), m∈N r∈Z+

соответственно обозначим класс функций f ∈L
(r)
2 , для которых при любом h> 0

имеют место неравенства

1

h2
Ω2/m

m

(
f (r), h

)
+

n2

h3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du 6 1,

hΩ2/m
m

(
f (r), h

)
+

π3

nh3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

m/2

6 Ψ(h).

Введем следующее обозначение:

(
1 − sin t

t

)
∗
: =


1 − sin t

t
, если 0 < t 6 t∗,

1 − sin t∗
t∗

, если t∗ 6 t < ∞,
(4)

где в (4) t∗ — величина аргумента, при котором функция
sint

t
на R+ принимает

свое наименьшее значение. При этом t∗ — минимальный положительный корень
уравнения t= tgt(4,49<t∗<4,51) (см. [7]).
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1. Основные результаты

Теорема 1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+ и n > r. Тогда для любого h удовлетворя-
ющего условию 0 < h 6 π/n выполняется равенство

sup
f∈L

(r)
2

f(r) =/ const

En−1(f)Ω2/m
m

(
f (r), h

)
+

n2

h

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

m/2
=

(
hn1+r/m

√
3

)−m

. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что если функция f ∈ L
(r)
2 и

f(x) ∼ α0

2
+

∞∑
k = 1

(αk cos kx+ βk sin kx)

— ряд Фурье функции f(x), то (см. [3])

Ω2
m

(
f (r), t

)
> 2m

∞∑
k = n

k2rρ2k

(
1 − sin kt

kt

)m

. (6)

Для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 и любых m,n ∈ N справедливо неравенство

(см. [6])

E2
n−1(f) 6

∞∑
k = n

ρ2k
sin kt

kt
+
(
E2

n−1(f)
)1−1/m · 1

2n2r/m
· Ω2/m

m

(
f (r); t

)
. (7)

Умножая обе части неравенства (7) на t, а затем интегрируем её по t в пределах от
0 до u. В итоге получим

u2

2
E2

n−1(f) 6
∞∑

k = n

ρ2k
1 − cos ku

k2
+ E

2−2/m
n−1 (f) · 1

2n2r/m

u∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt. (8)

Теперь интегрируем неравенство (8) по переменной u в пределах от 0 до h, а потом
разделяем обе части на h

h2

6
E2

n−1(f) 6
∞∑

k = n

ρ2k
kh − sin kh

k3h
+E

2−2/m
n−1 (f) · 1

2n2r/mh

h∫
0

u∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dtdu. (9)

Используя неравенство Гёльдера, преобразуем первое слагаемое в правой части
неравенства (9) и применяя формулы (6), получим

∞∑
k = n

ρ2k
kh − sin kh

k3h
=

∞∑
k = n

1

k2
ρ
2−2/m
k ρ

2/m
k

(
1 − sin kh

kh

)
6

6
( ∞∑

k = n

ρ2k

)1−1/m

·

( ∞∑
k = n

1

k2m
ρ2k

(
1 − sin kh

kh

)m)1/m

6 E
2−2/m
n−1 (f)

1

2n2+2r/m
Ω2/m

m

(
f (r), h

)
.
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Во втором слагаемом в неравенстве (9) преобразуем двойной интеграл, применяя
при этом метод интегрирования по частям

h∫
0

u∫
0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dtdu =

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du.

Следовательно, неравенство (9) принимает вид

h2

3
E

2/m
n−1(f) 6

1

n2+2r/m

Ω2/m
m

(
f (r), h

)
+

n2

h

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

 . (10)

Из (10) следует неравенство

sup
f∈L

(r)
2

f(r) ̸= const

En−1(f)Ω2/m
m

(
f (r), h

)
+

n2

h

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

m/2
6
(
hn1+r/m

√
3

)−m

. (11)

Таким образом, оценка сверху в соотношении (5) получена. Чтобы получить оценки
снизу величины, стоящей в левой части неравенства (11), вводим в рассмотрение
функцию f0(x)= cosnx. Для этой функции En−1(f0)=1, и согласно формуле (6) из
работы [3]

Ω2
m

(
f
(r)
0 ;h

)
= 2mn2r

(
1 − sinnh

nh

)m

, 0 < h 6 π/n.

Следовательно,

sup
f∈L

(r)
2

f(r) ̸= const

En−1(f)Ω2/m
m

(
f (r), h

)
+

n2

h

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

m/2
>

> En−1(f0)Ω2/m
m

(
f
(r)
0 , h

)
+

n2

h

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f
(r)
0 , u

)
du

m/2
=

(
hn1+r/m

√
3

)−m

.

(12)

Сопоставляя неравенства (11) и (12), получаем утверждение теоремы 1. 2
Следует отметить, что экстремальная характеристика типа (2) для обычного

модуля непрерывности ωm

(
f (r),u

)
была рассмотрена в работе [9].

Следствие 1. Для любых чисел h, удовлетворяющих условию 0 < h 6 π/n, вы-
полняются неравенства

1

2mn2r
6 sup

f∈L
(r)
2

f(r) ̸= const

E2
n−1(f)

Ω2
m

(
f (r), h

) 6 1

n2r

{
3

(nh)2
+

1

2

}m

. (13)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (10) получаем

h2m

3m
E2

n−1(f) 6
1

n2(m+r)
Ω2

m

(
f (r), h

){
1 +

n2h2

6

}m

,

или
sup

f∈L
(r)
2

f(r) ̸= const

E2
n−1(f)

Ω2
m

(
f (r), h

) 6 1

n2r

{
3

(nh)2
+

1

2

}m

. (14)

Оценка сверху получена. Для получения оценки снизу, как уже выше отметили, при
0<h6π/n рассмотрим функцию f0(x)= cosnx. Следовательно,

sup
f∈L

(r)
2

f(r) ̸= const

E2
n−1(f0)

Ω2
m

(
f
(r)
0 , h

) > 1

2mn2r
. (15)

Из неравенства (14) и (15) следует двойное неравенство (13). 2
При h=π/n из неравенства (13) вытекает следующая оценка

1

2m/2
6 sup

f∈L
(r)
2

f(r) ̸= const

nrEn−1(f)

Ωm

(
f (r),

π

n

) 6 1

2m/2

{
6 + π2

π2

}m/2

.

Теорема 2. При любых m,n, r ∈ N, r > m справедливы равенства

p2n

(
W (r)

m (h);L2

)
= p2n−1

(
W (r)

m (h);L2

)
= En−1

(
W (r)

m (h)
)
L2

=
3m/2

nm+r
,

где pn(·) — любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·), или πn(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определение класса W
(r)
m (h), с учетом соотно-

шений (3), из неравенства (11) получаем оценку сверху

p2n

(
W (r)

m (h);L2

)
6 p2n−1

(
W (r)

m (h);L2

)
6

6 d2n−1

(
W (r)

m (h);L2

)
6 En−1

(
W (r)

m (h)
)
L2

6 3m/2

nm+r
.

(16)

Для получения оценки снизу бернштейновского поперечника b2n

(
W

(r)
m (h);L2

)
рассмотрим (2n+1)-мерный шар полиномов S2n+1∈L2

S2n+1 =

{
Tn(x) ∈ Tn : ∥Tn∥ 6 3m/2

nm+r

}
и покажем, что S2n+1⊂W

(r)
m (h). Для этого требуется доказать, что для произволь-

ного тригонометрического полинома Tn∈S2n+1 выполняется неравенство

1

h2
Ω2/m

m

(
T (r)
n , h

)
+

n2

h3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
T (r)
n , u

)
du 6 1.
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Воспользуемся неравенством [3]

Ω2/m
m (T (r)

n ;u) 6 2n2r/m

(
1 − sinnu

nu

)
∗
∥Tn∥2/m , (17)

справедливым для любого Tn(x)∈Tn−1. Тогда

1

h2
Ω2/m

m

(
T (r)
n , h

)
+

n2

h3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
T (r)
n , u

)
du 6

6
{
2n2r/m

h2

(
1 − sinnh

nh

)
+

2n2+2r/m

h3

(
h3

6
− h

n2
+

1

n3
sinnh

)}
∥Tn∥2/m 6 1,

а потому S2n+1⊂W
(r)
m (h). По теореме В. М. Тихомирова [10] о поперечнике шара

p2n−1

(
W (r)

m (h);L2

)
> p2n

(
W (r)

m (h);L2

)
>

> b2n

(
W (r)

m (h);L2

)
> b2n (S2n+1;L2) =

3m/2

nm+r
.

(18)

Учитывая соотношения (3) и сопоставляя неравенства (16) и (18), завершаем
доказательство теоремы 2. 2

Теорема 3. Если мажоранта Ψ(h) при любом 0 < h 6 π/n удовлетворяет огра-
ничению

Ψ(h)

Ψ(π/n)
>
(
1 +

6nh

π3

)m/2(
1 − sinnh

nh

)m/2

∗
, (19)

то для любых m,n∈N, r∈Z+ выполняются равенства

γ2n

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
= γ2n−1

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
=

= En−1

(
W (r)

m (Ψ)
)
L2

=
3m/2

nr−m/2π3m/2
Ψ
(π
n

)
,

(20)

где γn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем использовать неравенство (10). Запишем его в виде

En−1(f) 6
3m/2

nm+r
· 1

h3m/2

hΩ2/m
m

(
f (r), h

)
+

π3

nh3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
f (r), u

)
du

m/2

.

Полагая в этом неравенстве h = π/n, находим

En−1(f) 6
3m/2

nr−m/2π3m/2
Ψ
(π
n

)
. (21)

Из неравенства (21) с учётом соотношения (3) между перечисленными выше n-
поперечниками получим оценку сверху

γ2n

(
W (r)

m (Ψ;L2

)
6 γ2n−1

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
6 d2n−1

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
6

6 En−1

(
W (r)

m (Ψ)
)
L2

6 3m/2

nr−m/2π3m/2
Ψ
(π
n

)
.

(22)
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Для получения соответствующей оценки снизу для бернштейновского n- попереч-
ника введем в рассмотрение (2n+1)-мерный шар полиномов

S2n+1 =

{
Tn(x) ∈ Tn : ∥Tn∥ 6 3m/2

nr−m/2π3m/2
Ψ
(π
n

)}
во множестве Tn∩L2 и покажем, что этот шар принадлежит классу W

(r)
m (Ψ). Для

этого нам нужно доказать, что для любого полинома Tn(x)∈ S2n+1 выполняется
неравенствоhΩ2/m

m

(
T (r)
n , h

)
+

π3

nh3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
T (r)
n , u

)
du

m/2

6 Ψ(h).

Согласно неравенству (17) и ограничению (19) на Ψ(h) получаемhΩ2/m
m

(
T (r)
n , h

)
+

π3

nh3

h∫
0

u(h − u)Ω2/m
m

(
T (r)
n , u

)
du

m/2

6

6
(
2n2r/mh

(
1 − sinnh

nh

)
∗
∥Tn∥2/m+

+
π3

nh3
· 2n2r/m

h∫
0

u(h − u)

(
1 − sinnu

nu

)
∗
∥Tn∥2/mdu

)m/2

6

6 2m/2nr

(
1 − sinnh

nh

)m/2

∗
∥Tn∥

h+
π3

nh3

h∫
0

u(h − u)du

m/2

6

6
(
1 +

6nh

π3

)m/2(
1 − sinnh

nh

)m/2

∗
Ψ
(π
n

)
6 Ψ(h). (23)

Из неравенства (23) следует включение S2n+1∈W
(r)
m (Ψ). Используя соотношение (3)

между n-поперечниками и определение бернштейновского n-поперечника, запишем
соответствующую оценку снизу

γ2n−1

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
> γ2n

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
>

> b2n

(
W (r)

m (Ψ);L2

)
> b2n (S2n+1;L2) >

3m/2

nr−m/2π3m/2
Ψ
(π
n

)
.

(24)

Равенства (20) вытекают из сопоставления неравенств (22) и (24). 2
Автор искренне признателен рецензенту за сделанные им ценные замечания в

процессе подготовки статьи к печати.
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ABSTRACT

In this paper we find sharp inequalities of Jackson-Stechkin type between

the best approximations of periodic differentiable functions by trigonometric

polynomials and generalized moduli of continuity of m-th order in the space

L2. The exact values of various n-widths of classes of functions from L2

defined by the generalized modus of continuity of the r-th derivative of the

function f are calculated.

Key words: best approximation, trigonometric polynomials, generalized mod-
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