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О линейных непрерывных операторах
на Cp-пространствах

В работе описывается строение непрерывного линейного оператора на про-
странстве непрерывных функций в топологии поточечной сходимости. Соот-
ветствующая теорема является обобщением теоремы А. В. Архангельского об
общем виде непрерывного линейного функционала на таких пространствах.

Ключевые слова: пространство непрерывных функций в топологии пото-
чечной сходимости, топологическое векторное пространство, локально огра-
ниченное простраство, непрерывный линейный оператор.

DOI: https://doi.org/10.47910/FEMJ202104

1. Введение

Пространство Cp(X) непрерывных вещественных функций на топологическом
пространстве X, наделённое топологией поточечной сходимости, является объек-
том интенсивного изучения начиная с 70-х годов прошлого века. Основы Cp-теории
были заложены отечественными математиками А. В. Архангельским, Н. В. Велич-
ко, Е. Г. Пыткеевым и другими. В настоящее время Cp-теория является активно
развиваемой областью математики на стыке общей топологии и функционального
анализа, см., например, серию монографий В.В. Ткачука [1].

С точки зрения функционального анализа пространство Cp(X) является локаль-
но выпуклым топологическим векторным пространством, и естественно возника-
ет вопрос, что представляет из себя его сопряженное пространство. В монографии
А.В. Архангельского [2] показано, что любой линейный непрерывный функционал
на пространстве Cp(X) имеет вид

φ(f) = λ1f(x1) + . . .+ λnf(xn) для всех f ∈ Cp(X),

где λ1,...,λn∈R, x1,...,xn∈X.

1Тюменский государственный университет, 625003, г. Тюмень, ул. Володарского, 6.
Электронная почта: a.p.devyatkov@utmn.ru (А.П. Девятков), s.d.shalaginov@utmn.ru

(С.Д. Шалагинов).



46 А.П. Девятков, С. Д. Шалагинов

Любая точка x∈X порождает непрерывный линейный функционал φx на про-
странстве Cp(X), действующий по правилу φx(f)=f(x) для всех f ∈Cp(X). Нетруд-
но увидеть, что для тихоновского пространства X все такие функционалы линейно
независимы. Кроме того, соответствие x 7→φx является гомеоморфным вложением X

в Cp(Cp(X)). Поэтому, обозначая через Lp(X) всевозможные линейные комбинации

вида
n∑

i=1

λiφxi
, мы можем записать X⊂Lp(X)⊂Cp(Cp(X)).

Теорему о строении линейного непрерывного функционала на пространстве Cp(X)

можно теперь сформулировать в следующем виде [2, с. 24]

Теорема 1. (Cp(X))′ = Lp(X).

Целью данной работы является доказательство аналога теоремы 1 для случая
непрерывных линейных операторов из Cp(X) в топологическое векторное простран-
ство Z. При этом оказывается, что на пространство Z необходимо наложить допол-
нительное условие локальной ограниченности. Основной результат работы сфор-
мулирован в теореме 2. Также приведен пример, показывающий, что от условия
локальной ограниченности пространства Z отказаться нельзя.

2. Необходимые определения

Для топологических пространств X, Y через Cp(X,Y ) обозначим пространство
всех непрерывных отображений из X в Y , наделённое топологией поточечной схо-
димости. Базой топологии поточечной сходимости являются множества вида

W (x1, . . . , xn, U1, . . . , Un) = {f ∈ Cp(X,Y ) | f(xi) ∈ Ui для всех i = 1, . . . , n},

где x1, ... ,xn — произвольный набор точек в X, U1, ... ,Un — произвольный набор
открытых множеств в Y , n∈N (см. [2, с. 14]).

Пространство Cp(X,R) обозначается как Cp(X).
Далее будем считать, что пространство X является вполне регулярным (или ти-

хоновским), то есть в X замкнуты все одноточечные множества и для любой точки
x∈X и замкнутого множества F ⊂X, не содержащего точку x, найдётся функция
f ∈Cp(X) такая, что f(x)=0 и f(y)=1 для всех y∈F .

Если Y является топологическим векторным пространством над полем действи-
тельных чисел (в частности, если Y =R), то пространство Cp(X,Y ) с указанной топо-
логией поточечной сходимости и с очевидной линейной структурой тоже становится
топологическим векторным пространством над R. Базисную систему окрестностей
нуля в Cp(X,Y ) образуют множества

W (x1, . . . , xn, U) = {f ∈ Cp(X,Y ) | f(xi) ∈ U для всех i = 1, . . . , n},

где x1,...,xn∈X, U — окрестность нуля в Y .
Напомним [3, с. 44], что топологическое векторное пространство Z называется

локально ограниченным, если в Z существует ограниченная окрестность нуля. При
этом множество E⊂Z называется ограниченным, если для любой окрестности нуля
V ⊂Z найдётся число s>0 такое, что E⊂ tV для всех t>s.
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Заметим, что для бесконечного вполне регулярного пространства X простран-
ство Cp(X) не является локально ограниченным.

Для топологических векторных пространств Y , Z через L (Y,Z) обозначим мно-
жество всех линейных непрерывных операторов из Y в Z. Известно, что линейное
отображение φ : Y →Z непрерывно тогда и только тогда, когда для любой направ-
ленности {yα}α∈A, сходящейся к нулю в пространстве Y , направленность {φ(yα)}α∈A

сходится к нулю в пространстве Z.
Нам потребуется следующая лемма из линейной алгебры о факторизации линей-

ных отображений.

Лемма. Пусть даны векторные пространства X, Y , Z и линейные отображения
A : X → Y и B : X → Z. Если kerA ⊂ kerB, то существует единственное линейное
отображение C : imA → Z такое, что B = CA

X

B   @
@@

@@
@@

@
A // imA ⊂ Y

C
zzu
u
u
u
u

Z

Доказательство элементарно, и мы его опускаем (см. [4, с. 21]).

3. Основной результат

Теорема 2. Пусть X — вполне регулярное топологическое пространство и пусть
Y , Z — хаусдорфовы топологические векторные пространства над полем действи-
тельных чисел. Если пространство Z локально ограничено, то любой линейный
непрерывный оператор φ ∈ L (Cp(X,Y ), Z) имеет вид

φ(f) = Λ1f(x1) + . . .+ Λnf(xn)

для всех f ∈ Cp(X,Y ), где Λ1, . .. ,Λn ∈ L (Y, Z), x1, .. . , xn ∈ X.
Такое представление единственно в следующем смысле: если точки x1, . .. , xn по-

парно различны, Λi =/ 0 для всех i = 1, . .. , n и имеется ещё одно представление

φ(f) = Λ′
1f(x

′
1) + . . .+ Λ′

kf(x
′
k)

с попарно различными точками x′
1, . .. , x

′
k и Λ′

i =/ 0 для всех i = 1, . .. , k, то k = n и
после изменения нумерации точек x′

i = xi, Λ′
i = Λi для всех i = 1, .. . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V0 — ограниченная окрестность нуля в простран-
стве Z. Так как линейное отображение φ : Cp(X,Y ) → Z непрерывно, то найдётся
окрестность нуля W = W (x1, .. . , xn, U) в пространстве Cp(X,Y ) вида

W (x1, . . . , xn, U) = {f ∈ Cp(X,Y )|f(xi) ∈ U для всех i = 1, . .. , n}

(точки x1, . . . , xn ∈ X попарно различны, U — окрестность нуля в Y )

такая, что φ(W ) ⊂ V0.
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Предположим, что функция f ∈ Cp(X,Y ) удовлетворяет условию f(xi) = 0 для
всех i = 1, .. . , n. Тогда для любого числа k = 1, 2, . .. будет выполнено kf(xi) ∈ U

для всех i = 1, . .. , n. Следовательно, kf ∈ W и kφ(f) = φ(kf) ∈ φ(W ) ⊂ V0. Таким
образом, φ(f) ∈ 1

kV0 для любого k = 1, 2, .. .. Так как окрестность V0 ограничена, то
для любой окрестности нуля V пространства Z и для всех достаточно больших но-
меров k будет выполнено включение 1

kV0 ⊂ V . Следовательно, φ(f) ∈ V для любой
окрестности нуля пространства Z. Поскольку мы рассматриваем хаусдорфовы то-
пологические векторные пространства, это возможно только если φ(f) = 0. Таким
образом, для любой функции f ∈ Cp(X,Y ), удовлетворяющей условию f(xi) = 0 для
всех i = 1, .. . , n, выполнено φ(f) = 0.

Рассмотрим линейное отображение F : Cp(X,Y ) → Y n, задаваемое равенством
F (f) = (f(x1), . .. , f(xn)) для любого f ∈ Cp(X,Y ). Легко увидеть, что отображение
F сюръективно. Действительно, так как пространство X вполне регулярно, то най-
дутся непрерывные вещественные функции hi на X, i = 1, . .. , n, такие, что hi(xi) = 1

и hi(xj) = 0 при i =/ j. Тогда для любого набора векторов (y1, . .. , yn) ∈ Y n функция

f =
n∑

i = 1

hiyi принадлежит пространству Cp(X,Y ) и F (f) = (y1, ..., yn).

По доказанному kerF ⊂ kerφ. Тогда по лемме о факторизации существует един-
ственное линейное отображение Λ: Y n → Z такое, что φ = ΛF , то есть коммута-
тивна диаграмма

Cp(X,Y )

φ
$$H

HH
HH

HH
HH

F // Y n

Λ~~~
~
~
~

Z

Отображение Λ имеет вид

Λ(y1, . . . , yn) = Λ1(y1) + . . .+ Λn(yn)

для всех (y1, . .. , yn) ∈ Y n, где Λi — некоторые линейные отображения из Y в Z.
Таким образом, отображение φ имеет вид

φ(f) = Λ1f(x1) + . . .+ Λnf(xn)

для всех f ∈ Cp(X,Y ). Остаётся показать, что линейные отображения Λi непрерыв-
ны, то есть Λi ∈ L (Y, Z). Это следует из непрерывности отображения φ. Действи-
тельно, для любой направленности {yα}α∈A, сходящейся к нулю в Y , направленность
{fi,α = hi · yα}α∈A, где вещественные функции hi на X описаны выше (hi(xi) = 1 и
hi(xj) = 0 при i =/ j), сходится к нулю в пространстве Cp(X,Y ). Так как отобра-
жение φ непрерывно, то направленность {φ(fi,α) = Λiyα}α∈A сходится к нулю в Z.
Это означает, что линейное отображение Λi непрерывно в нуле и, таким образом,
Λi ∈ L (Y, Z) .

Единственность представления следует из единственности отображения Λ в лем-
ме о факторизации. Действительно, если имеем два представления

φ(f) = Λ′
1f(x

′
1) + ...+ Λ′

kf(x
′
k),

φ(f) = Λ′′
1f(x

′′
1) + ...+ Λ′′

l f(x
′′
l ),
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то, дополняя каждое из них нулевыми слагаемыми до представления вида

φ(f) = Λ1f(x1) + . . .+ Λnf(xn),

где {x1,...,xn}={x′
1,...,x

′
k}∪{x′′

1 ,...,x
′′
l }, из единственности отображения Λ=(Λ1,...,Λn)

получаем, что k= l=n и с точностью до перестановок x′
i=x′′

i =xi, Λ′
i=Λ′′

i =Λi для
всех i=1,...,n. 2

Привлекая понятие тензорного произведения векторных пространств и простран-
ство Lp(X)=(Cp(X))′ (см. Введение, теорема 1), доказанную теорему можно сфор-
мулировать следующим образом.

Теорема 3. Пусть X — вполне регулярное топологическое пространство, а Y ,
Z — хаусдорфовы топологические векторные пространства. Если пространство Z

локально ограничено, то

L (Cp(X,Y ), Z) = L (Y, Z)⊗ Lp(X).

Следствие. Если хаусдофово топологическое векторное пространство Z локаль-
но ограничено, то любой линейный непрерывный оператор φ ∈ L (Cp(X), Z) имеет
вид

φ(f) = z1f(x1) + ...+ znf(xn)

для всех f ∈ Cp(X), где z1, ..., zn ∈ Z, x1, ..., xn ∈ X. То же самое выражается равен-
ством

L (Cp(X), Z) = Z ⊗ Lp(X).

Для доказательства достаточно заметить, что линейный оператор из простран-
ства L (R,Z) имеет вид t 7→zt, где z∈Z — фиксированный вектор.

Замечание 1. Любое нормированное пространство является локально ограничен-
ным. Поэтому теорема верна, в частности, для операторов со значениями в норми-
рованных пространствах.

Замечание 2. Следующий простой пример показывает, что от требования ло-
кальной ограниченности пространства Z отказаться нельзя.

Пусть X = N, Y = R, Z = Cp(X,Y ), φ : Cp(X,Y ) → Z — тождественное отобра-
жение. Заметим, что пространство Z = Cp(X,Y ) = RN — произведение счётного се-
мейства прямых — есть локально выпуклое пространство, метризуемое полной мет-
рикой, то есть пространство Фреше. Несложно показать, что пространство Z не
является локально ограниченным. Линейный оператор φ ∈ L (Cp(X,Y ), Z) имеет
вид

φ(f) = φ(f(1), f(2), . . .) = (f(1), f(2), . . .)

для всех f = (f(1), f(2), . ..) ∈ RN. Очевидно, что φ нельзя представить в виде

φ(f) = Λ1f(x1) + . . .+ Λnf(xn),

так как тогда значение φ(f) зависело бы только от значений функции f в конечном
числе точек и не зависело бы от значений f в остальных точках. Но это очевидно
не так.
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