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В настоящей работе в прямоугольной области изучаются нелокальные крае-
вые задачи для одномерных по пространству дифференциальных уравнений
конвекции-диффузии дробного порядка c эффектом памяти, в которых неиз-
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гурирует под знаком интеграла. Возникновение интегрального слагаемого в
уравнении связано с необходимостью учитывать зависимость мгновенных зна-
чений характеристик описываемого объекта от их предыдущих значений, т. е.
влияние на текущее состояние системы ее предыстории.

Для численного решения нелокальных краевых задач построены двухслойные
монотонные разностные схемы, аппроксимирующие эти задачи на равномерной
сетке. Методом энергетических неравенств выведены оценки решений задач в
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решения от входных данных рассматриваемых задач и в силу линейности рас-
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Введение

Существует большое количество книг, посвящённых дробному математическому
анализу, дробным дифференциальным уравнениям и их применениям в физике, ме-
ханике, биологии [1–7]. Дифференциальные уравнения с частными производными
дробного порядка являются обобщением уравнений с частными производными це-
лочисленного порядка и вызывают большой теоретический и практический интерес.
При решении многих задач в механике, физике, биологии часто встречаются среды
и системы, которые хорошо интерпретируются как фракталы, примерами последних
могут служить сильно пористые среды, каковым, например, является почвогрунт.
Решение различных задач для таких сред приводит к краевым задачам для диффе-
ренциальных уравнений с дробной производной.

В работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для дифференциальных
уравнений конвекции-диффузии дробного порядка с эффектом памяти и нестан-
дартными краевыми условиями. Рассматриваемые в работе нелокальные условия
возникают в практике регулирования солевого режима почв, когда рассоление верх-
него слоя достигается сливом слоя воды с поверхности затопленного на некоторое
время участка (см. [8, с. 233]). Если на поверхности поля имеется слой воды посто-
янной толщины h, то на верхней границе следует задать условие

h
∂c

∂t
= D

∂u

∂x
, (∗)

где c — концентрация соли в почвенном растворе, D —диффузивность.
Для описания движения примеси в потоке однородной жидкости используется

дифференциальное уравнение дробного порядка [9]. Для определения целесообраз-
ности режима смены воды может потребоваться решение краевой задачи с условия-
ми на верхней границе толщи, отличающейся от (*). Так как почву следует рассмат-
ривать как среду фрактальную, то при написании граничных условий есть смысл
также использовать концепцию фрактала

C0∂
α
0tu = k

∂u

∂x
.

Разностным методам решения локальных и нелокальных краевых задач для раз-
личных уравнений дробного порядка посвящены работы [10–22]. В работах [10–12]
получены результаты, позволяющие, как и в классическом случае (α=1), применять
метод энергетических неравенств для нахождения априорных оценок краевых задач
для уравнения дробного порядка в дифференциальной и разностной трактовках.

В работе [11] построен новый разностный аналог (называемый формулой L2−1),
обеспечивающий порядок аппроксимации дробной производной Капуто O(τ3−α).
Доказаны устойчивость предлагаемых схем, а также их сходимость в L2-норме со
скоростью, равной порядку погрешности аппроксимации.

Дробные производные включают в себя нелокальную информацию, и, следова-
тельно, их вычисление требует огромных затрат на хранение и вычислительные
ресурсы. В работе [13] строится компактная конечно-разностная схема высокого
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порядка для уравнения субдиффузии дробного порядка, а в [14] предлагается эф-
фективная схема высокого порядка точности для вычисления дробной производной
Капуто на основе формулы L2−1σ, предложенной в [11]. В работе [15] исследуются
задачи для многомерных уравнений субдиффузии дробного распределенного поряд-
ка. Приводятся численные примеры, показывающие эффективность предложенных
разностных схем. В [16] исследуется класс начально-краевых задач пространственно-
временных дробных уравнений конвекции-диффузии. Предлагается новый безуслов-
но устойчивый неявный разностный метод, сходящийся с точностью до второго по-
рядка как во временных, так и в пространственных переменных. В работе [17] раз-
работаны разностные схемы второго порядка для решения одномерных и двумер-
ных уравнений дробной диффузии распределенного по времени порядка. Доказаны
безусловная устойчивость и сходимость предлагаемой разностной схемы в L2-норме.

В работах [18–22] методом энергетических неравенств получены априорные оцен-
ки решений в дифференциальной и разностной трактовках, откуда следуют един-
ственность и непрерывная зависимость решения от входных данных задачи. В си-
лу линейности рассматриваемых задач полученные априорные оценки позволяют
утверждать сходимость приближенного решения к точному (в предположении суще-
ствования последнего в классе достаточно гладких функций) со скоростью, равной
порядку погрешности аппроксимации.

Настоящая работа посвящена изучению нелокальных краевых задач для одно-
мерных по пространству дифференциальных уравнений конвекции-диффузии дроб-
ного порядка c эффектом памяти, в котором неизвестная функция входит в диффе-
ренциальное выражение и вместе с тем фигурирует под знаком интеграла. Возник-
новение интегрального слагаемого в уравнении связано с необходимостью учиты-
вать зависимость мгновенных значений характеристик описываемого объекта от их
предыдущих значений, т. е. влияние на текущее состояние системы ее предыстории.
Для численного решения задач построены двухслойные монотонные разностные схе-
мы, аппроксимирующие эти задачи на равномерной сетке. Методом энергетических
неравенств получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трак-
товках. Из полученных оценок следуют единственность и устойчивость решения по
правой части и начальным данным, а также — в силу линейности разностных задач
— сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей дифферен-
циальной задачи со скоростью сходимости O(h2+τ2).

1. Постановка нелокальной краевой задачи

В замкнутом цилиндре QT = {(x,t) : 06x6 l, 06 t6T} рассмотрим следующую
нелокальную краевую задачу

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x)

∂u

∂x

)
+ r(x)

∂u

∂x
+

t∫
0

p(x, t, τ)u(x, τ)dτ + f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T, (1)

k(0)ux(0, t) = β11(t)u(0, t) + β12(t)∂
α
0tu(0, t) − µ1(t), 0 6 t 6 T, (2)
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− k(l)ux(l, t) = β21(t)u(l, t) + β22(t)∂
α
0tu(l, t) − µ2(t), 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (4)

где

0 < c0 6 k(x), β12(t), β22(t) 6 c1,

|β11(t), β21(t), r(x), p(x, t, τ), kx(x), rx(x)| 6 c2, (5)

∂α
0tu =

1

Γ(1 − α)

t∫
0

uτ (x, τ)

(t − τ)α
dτ

— дробная производная Капуто порядка α, 0<α<1, ci= const>0, i=0,1,2.
В дальнейшем будем предполагать, что решение задачи (1)–(4) существует и

обладает нужными по ходу изложения производными.
Будем также использовать положительные постоянные числа Mi, i=1,2, ..., за-

висящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

2. Априорная оценка в дифференциальной форме

Для получения априорной оценки решения задачи (1)–(4) умножим уравнение
(1) скалярно на U =u+∂α

0tu:

(
∂α
0tu,U

)
=
((

kux

)
x
, U
)
+
(
rux, U

)
+

 t∫
0

pudτ, U

+
(
f, U

)
, (6)

где
(
a,b
)
=

l∫
0

abdx,
(
a,a
)
=∥a∥20, и a,b — заданные на [0,l] функции.

Пользуясь неравенством Коши с ε и леммой 1 [10], преобразуем слагаемые, вхо-
дящие в тождество (6). Тогда после несложных преобразований из (6) получаем
неравенство

1

2
∂α
0t∥u∥20 +

1

2
∥∂α

0tu∥20 + c0∥ux∥20 +
1

2
∂α
0t∥

√
kux∥20 6

6 Ukux

∣∣∣l
0
+M1

(
∥u∥20 + ∥ux∥20

)
+M2

t∫
0

∥u∥20dτ +M3∥f∥20.
(7)

Оценим первое слагаемое в правой части (7):

Ukux

∣∣∣l
0
=
(
u(l, t) + ∂α

0tu(l, t)
)(

µ2(t) − β21(t)u(l, t) − β22(t)∂
α
0tu(l, t)

)
+

+
(
u(0, t) + ∂α

0tu(0, t)
)(

µ1(t) − β11u(0, t) − β12(t)∂
α
0tu(0, t)

)
=

= µ2(t)u(l, t) + µ2(t)∂
α
0tu(l, t) − β21(t)u

2(l, t) − β21(t)u(l, t)∂
α
0tu(l, t) −

− β22(t)u(l, t)∂
α
0tu(l, t) − β22(t)

(
∂α
0tu(l, t)

)2
+ µ1(t)u(0, t) + µ1(t)∂

α
0tu(0, t) −
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− β11(t)u
2(0, t) − β11u(0, t)∂

α
0tu(0, t) − β12(t)u(0, t)∂

α
0tu(0, t) −

− β12

(
∂α
0tu(0, t)

)2
6 Mε1,ε2

4 (µ2
1 + µ2

2) + ε1

(
∂α
0tu(l, t)

)2
+ ε2

(
∂α
0tu(0, t)

)2
+

+Mε1,ε2
5

(
∥u∥20 + ∥ux∥20

)
− β22(t)

(
∂α
0tu(l, t)

)2
− β12(t)

(
∂α
0tu(0, t)

)2
.

Выбирая ε1=β22(t),ε2=β12(t), из последнего неравенства получаем

Ukux

∣∣∣l
0
6 M6

(
∥u∥20 + ∥ux∥20

)
+M7

(
µ2
1 + µ2

2

)
. (8)

Учитывая (8), из (7) находим неравенство

∂α
0t

(
∥u∥20 + ∥

√
kux∥20

)
+ ∥ux∥20 + ∥∂α

0tu∥20 6

6 M8

(
∥u∥20 + ∥

√
kux∥20

)
+M9

t∫
0

∥u∥20dτ +M10

(
∥f∥20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)

)
,

(9)

где
∥u∥2W 1

2 (0,l)
= ∥u∥20 + ∥ux∥20.

Действуя оператором дробного интегрирования D−α
0t на обе части неравенства

(9), из последнего получаем

∥u∥2W 1
2 (0,l)

+D−α
0t

(
∥ux∥20 + ∥∂α

0tu∥20
)
6 M8D

−α
0t ∥u∥2W 1

2 (0,l)
+M9D

−α
0t

t∫
0

∥u∥20dτ+

+M11

(
D−α

0t

(
∥f∥20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)

)
+ ∥u0(x)∥2W 1

2 (0,l)

)
.

(10)

Преобразуем второе слагаемое в правой части (10) следующим образом:

D−α
0t

t∫
0

∥u∥20dτ =
1

Γ(α)

t∫
0

dτ

(t − τ)1−α

τ∫
0

∥u∥20ds =
1

Γ(α)

t∫
0

∥u∥20

t∫
s

dτ

(t − τ)1−α
=

=
1

Γ(α)

t∫
0

∥u∥20
(
− (t − τ)α

α

∣∣∣t
s

)
ds =

1

αΓ(α)

t∫
0

(t − s)α∥u∥20ds =

=
1

Γ(α+ 1)

t∫
0

(t − τ)α∥u∥20dτ 6 1

αΓ(α)

t∫
0

(t − τ)∥u∥20dτ
(t − τ)1−α

6 T

α
D−α

0t ∥u∥20.

Получаем

D−α
0t

t∫
0

∥u∥20dτ 6 T

α
D−α

0t ∥u∥20. (11)



8 М.Х. Бештоков, М. З. Худалов

С помощью (11) из (10) следует

∥u∥2W 1
2 (0,l)

+D−α
0t

(
∥ux∥20 + ∥∂α

0tu∥20
)
6

6 M12D
−α
0t ∥u∥2W 1

2 (0,l)
+M11

(
D−α

0t

(
∥f∥20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)

)
+ ∥u0(x)∥2W 1

2 (0,l)

)
.

(12)

На основании леммы 2 [10] из (12) получаем априорную оценку

∥u∥2W 1
2 (0,l)

+D−α
0t

(
∥ux∥20 + ∥∂α

0tu∥20
)
6

6 M
(
D−α

0t

(
∥f∥20 + µ2

1(t) + µ2
2(t)

)
+ ∥u0(x)∥2W 1

2 (0,l)

)
,

(13)

где M = const>0, зависящая только от входных данных (1)–(4),

D−α
0t u =

1

Γ(α)

t∫
0

udτ

(t − τ)1−α

— дробный интеграл Римана – Лиувилля порядка α,0<α<1.

Теорема 1. Если k(x) ∈ C1[0, l], r(x) ∈ C[0, l], q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ), u(x, t) ∈
C2,0

(
QT

)
∩ C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (5), тогда для реше-
ния задачи (1)–(4) справедлива оценка (13).

Из справедливости оценки (13) следуют единственность и устойчивость решения
по правой части и начальным данным.

3. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Дифференциальной задаче (1)–(4) на равномерной сетке ωhτ поставим в соот-
ветствие разностную схему второго порядка аппроксимации по h и τ [23]:

∆α
0tj+σ

y = κi

(
aiy

(σ)
x̄

)
x
+ b−i aiy

(σ)
x̄,i + b+i ai+1y

(σ)
x,i +

j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ + φj

i , (14)

κ0a1y
(σ)
x,0 = β11y

(σ)
0 − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄ + β̃12∆

α
0tj+σ

y0 − µ̃1, t ∈ ωτ , (15)

− κNaNy
(σ)
x̄,N = β21y

(σ)
N − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ + β̃22∆

α
0tj+σ

yN − µ̃2, t ∈ ωτ , (16)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (17)

где

β̃12 = β12 + 0.5h, µ̃1(tj+σ) = µ1(tj+σ) + 0.5hφj
0,

β̃22 = β22(tj+σ) + 0.5h, µ̃2(tj+σ) = µ2(tj+σ) + 0.5hφj
N ,
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ai = k(xi−0.5), bi =
r(x)

k(x)
, φ = f(xi, tj+σ), r0 = r(0) 6 0,

rN = r(l) > 0, y(σ) = σyj+1 + (1 − σ)yj , dji = d(xi, tj+σ), a
(α,σ)
0 = σ1−α,

a
(α,σ)
l = (l + σ)

1−α − (l − 1 + σ)1−α, l > 1, σ = 1 − α

2
,

κ =
1

1 +R
, R =

0.5h|r|
k

— разностное число Рейнольдса,

j+ 1
2∑

s = 0

vsτ̄ =

j−1∑
s = 1

vsτ + 0.5τ
(
v0 + vj + vj+

1
2

)
, τ̄ =

{
0.5τ, j = 0,m,m+ 1

2 ,

τ, j =/ 0,m,m+ 1
2 .

b
(α,σ)
l =

1

2 − α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
− 1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l > 1,

при j = 0, c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0 ;

при j > 0, c(α,σ)s =


a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

c(α,σ)s >
1 − α

2
(s+ σ)−α > 0, pji,s = p(xi, t

j+σ, τs+σ), ρji,s = pj+σ
i,s .

∆α
0tj+σ

y =
τ1−α

Γ(2 − α)

j∑
s = 0

c
(α,σ)
j−s yst

— разностный аналог дробной производной Капуто порядка α, 0<α< 1, обеспечи-
вающий порядок точности O(τ3−α) [11].

Введем скалярные произведения и норму:

[
u, v
]
=

N∑
i = 0

uivi~, ~ =

{
0.5h, i = 0, N,

h, i =/ 0, N,

(
u, v
]
=

N∑
i = 1

uivih,[
1, u2

]
= |[u]|20,

Перепишем в операторном виде задачу (14)–(17):

∆α
0tj+σ

y = Λ(tj+σ)y
(σ) +Φ, (18)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (19)

где

Λ(tj+σ)y
(σ) =

=



Λ̃y
(σ)
i = κ(ay(σ)x̄ )x + b−ay

(σ)
x̄ + b+a(+1)y

(σ)
x +

j+ 1
2∑

s = 0
ρji,sy

s
i τ̄ , i = 1, N − 1

Λ−y
(σ)
0 = 2

h

(
κ0a1y

(σ)
x,0 − β11y

(σ)
0 + 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0
ρj0,sy

s
0τ̄ − β12∆

α
0tj+σ

y0

)
, i = 0,

Λ+y
(σ)
N = 2

h

(
− κNaNy

(σ)
x̄,N − β21y

(σ)
N + 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0
ρjN,sy

s
N τ̄ − β22∆

α
0tj+σ

yN

)
, i = N,
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Φ =


φ = φi, i = 1, N − 1,

φ− = 2
h

(
µ1(tj+σ) + 0.5hφj

0

)
, i = 0,

φ+ = 2
h

(
µ2(tj+σ) + 0.5hφj

N

)
, i = N.

κ = 1

1+
0.5h|r|

k

κ0 = 1

1+
0.5h|r0|

k0.5

, r0 6 0

κN = 1

1+
0.5h|rN |
kN−0.5

, rN > 0.

Умножим (18) скалярно на ȳ :

[
∆α

0tj+σ
y, ȳ
]
=
[
Λ(tj+σ)y

(σ), ȳ
]
+
[
Φ, ȳ

]
, (20)

где ȳ=y(σ)+∆α
0tj+σ

y. С учетом леммы 1 [11] оценим суммы, входящие в (20):

[
∆α

0tj+σ
y, ȳ
]
=
[
∆α

0tj+σ
y, y(σ) +∆α

0tj+σ
y
]
=
[
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

]
+

+
[
1, (∆α

0tj+σ
y)2
]
> 1

2
∆α

0tj+σ
|[y]|20 + |[∆α

0tj+σ
y]|20.

(21)

[
Λ(tj+σ)y

(σ), ȳ
]
=
(
Λ̃y(σ), ȳ

)
+ 0.5hȳ0Λ

−y
(σ)
0 + 0.5hȳNΛ+y

(σ)
N =

=
(
κ(ay(σ)x̄ )x, ȳ

)
+
(
b−ay

(σ)
x̄ , ȳ

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , ȳ

)
+

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , ȳ

+

+ȳ0κ0a1y
(σ)
x,0 − β11y

(σ)
0 ȳ0 − κNaNy

(σ)
x̄,N ȳN − β12ȳ0∆

α
0tj+σ

y0 −

− β22ȳN∆α
0tj+σ

yN + 0.5hȳ0

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄ − β21y

(σ)
N ȳN + 0.5hȳN +

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ .

(22)

Оценим суммы, входящие в (22):

(
κ(ay(σ)x̄ )x, ȳ

)
= ȳκay(σ)x̄

∣∣∣N
0

−
(
ay

(σ)
x̄ , (κȳ)x̄

]
=

= ȳNκNaNy
(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 −

(
ay

(σ)
x̄ ,κx̄ȳ + κ(−1)ȳx̄

]
=

= ȳNκNaNy
(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 −

(
ay

(σ)
x̄ ,κx̄y

(σ)
]
−
(
ay

(σ)
x̄ ,κx̄∆

α
0tj+σ

y
]
−

−
(
ay

(σ)
x̄ ,κ(−1)y

(σ)
x̄

]
−
(
ay

(σ)
x̄ ,κ(−1)∆α

0tj+σ
yx̄

]
6
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6 ȳNκNaNy
(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 + ε|[∆α

0tj+σ
y]|20 +Mε

1

(
|[y(σ)]|20 + |[y(σ)x̄ ]|20

)
−

− 1

1 + hM2

(
aκ, (y(σ)x̄ )2

]
− 1

2(1 + hM2)

(
aκ,∆α

0tj+σ
y2x̄

]
6

6 ȳNκNaNy
(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 + ε|[∆α

0tj+σ
y]|20+

+Mε
1

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
− M3∥y(σ)x̄ ]|20 − M4∆

α
0tj+σ

∥
√
aκyx̄]|20,

(23)

(
b−ay

(σ)
x̄ , ȳ

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , ȳ

)
=
(
b−ay

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+

+
(
b−ay

(σ)
x̄ ,∆α

0tj+σ
y
)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x ,∆α

0tj+σ
y
)
6

6 ε|[∆α
0tj+σ

y]|20 +Mε
5

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
, (24) j+ 1

2∑
s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , ȳ

+ 0.5hȳ0

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄ + 0.5hȳN

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ − β11y

(σ)
0 ȳ0 −

− β21y
(σ)
N ȳN = − β12ȳ0∆

α
0tj+σ

y0 − β22ȳN∆α
0tj+σ

yN =

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , y

(σ)

+

+

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ ,∆

α
0tj+σ

y

 − β11(y
(σ)
0 )2 − β11y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 − β21(y

(σ)
N )2 −

− β21y
(σ)
0 ∆α

0tj+σ
yN − β12y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 − β12

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
− β22y

(σ)
N ∆α

0tj+σ
yN −

− β22(∆
α
0tj+σ

yN )2 6 ε1|[∆α
0tj+σ

y]|20 +Mε1
6

1,
 j+ 1

2∑
s = 0

ρji,sy
s
i τ̄

2
+

+Mε2,ε3
7

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
+ ε2

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ ε3

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
−

− β12

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
− β22

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6 ε1|[∆α

0tj+σ
y]|20 +Mε1

6

1, j+ 1
2∑

s = 0

ρ2i,sτ̄

j+ 1
2∑

s = 0

(ysi )
2τ̄

+
+Mε2,ε3

7

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
+ ε2

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ ε3

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6

6 ε1|[∆α
0tj+σ

y]|20 +Mε1
8

j+ 1
2∑

s = 0

|[y]|20τ̄ +Mε2,ε3
7

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
+

+ε2

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ ε3

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
− β12

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
− β22

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
.

(25)
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На основании (23)–(25), исходя из (22), находим оценку[
Λ(tj+σ)y

(σ), ȳ
]
6 ε1|[∆α

0tj+σ
y]|20 + ε2

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ ε3

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+

− β12

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
− β22

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+Mε1

8

j+ 1
2∑

s = 0

|[y]|20τ̄+

+Mε2,ε3
9

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
− M3∥y(σ)x̄ ]|20 − M4∆

α
0tj+σ

∥
√
aκyx̄]|20.

(26)

[
Φ, ȳ

]
= (φ, ȳ) + 0.5hφ−ȳ0 + 0.5hφ+ȳN = (φ, ȳ) + ȳ0

(
µ1 + 0.5hφ0

)
+

+ȳN

(
µ2 + 0.5hφN

)
= (φ, ȳ) + ȳ0µ1 + 0.5hφ0ȳ0 + ȳNµ2 + 0.5hφN ȳN =

=
[
φ, ȳ

]
+ µ1ȳ0 + µ2ȳN =

[
φ, y(σ)

]
+
[
φ,∆α

0tj+σ
y
]
+

+µ1y
(σ)
0 + µ1∆

α
0tj+σ

y0 + µ2y
(σ)
N + µ2∆

α
0tj+σ

yN 6

6 ε1|[∆α
0tj+σ

y]|20 + ε2

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ ε3

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+

+Mε2,ε3
10

(
µ2
1 + µ2

2

)
+M11

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
+Mε1

12 |[φ]|20.
(27)

Учитывая (21)–(27), из (20) получаем

1

2
∆α

0tj+σ
|[y]|20 + |[∆α

0tj+σ
y]|20 +M4∆

α
0tj+σ

∥
√
aκyx̄]|20+

+M3∥y(σ)x̄ ]|20 + β12

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ β22

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6

6 2ε1|[∆α
0tj+σ

y]|20 + 2ε2

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ 2ε3

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+Mε1

14

j+ 1
2∑

s = 0

|[y]|20τ̄+

+Mε2,ε3
15

(
|[y(σ)]|20 + ∥y(σ)x̄ ]|20

)
+Mε2,ε3

16

(
µ2
1 + µ2

2

)
+Mε1

17 |[φ|]20.

(28)

Выбирая ε1=
1

4
, ε2=

β12

2
, ε3=

β22

2
из (28) получаем

∆α
0tj+σ

(
|[y]|20 + ||

√
aκyx]|20

)
+ ∥y(σ)x̄ ]|20 + |[∆α

0tj+σ
y]|20 6

6 M18

(
|[y(σ)]|20 + |[

√
aκy(σ)x ]|20

)
+M19

j+ 1
2∑

s = 0

|[y]|20τ̄ +M20

(
|[φ]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
.

(29)

Учитывая, что
j+ 1

2∑
s = 0

|[ys]|20τ̄ =

j∑
s = 0

|[ys]|20τ̄ + 0.5τ |[yj ]|20,

перепишем (29) в другой форме

∆α
0tj+σ

(
|[y]|20 + ||

√
aκyx]|20

)
6 Mσ

21

(
|[yj+1]|20 + |[

√
aκyj+1

x ]|20
)
+

+Mσ
22

(
|[yj ]|20 + |[

√
aκyjx]|20

)
+M23F

j ,
(30)
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где

F j =

j∑
s = 0

|[ys]|20τ̄ + |[φ]|20 + µ2
1 + µ2

2.

На основании леммы 7 [12] из (30) получаем

|[yj+1]|2W 1
2 (0,l)

6 M24

(
|[y0]|2W 1

2 (0,l)
+ max

06j′6j
F j ′

)
. (31)

где M24=const>0, не зависящая от h и τ , |[y]|2
W 1

2 (0,l)
= |[y]|20+∥yx̄]|20. Из (31) получим

|[yj+1]|2W 1
2 (0,l)

6 M24

(
|[y0]|2W 1

2 (0,l)
+ max

06j′6j

( j ′∑
s = 0

|[ys]|20τ̄ + |[φ]|20 + µ2
1 + µ2

2

))
. (32)

Введя обозначение gj= max
06j′6j

|[yj ′
]|20, с учетом |[y]|2

W 1
2 (0,l)

= |[y]|20+∥yx̄]|20 из (32) полу-
чим

gj+1 6 M25

j∑
s = 0

gsτ +M26F
j
1 , (33)

где
F j
1 = |[y0]|2W 1

2 (0,l)
+ max

06j′6j

(
|[φ]|20 + µ2

1 + µ2
2

)
.

С помощью леммы 4 (см. [24, стр. 171]) из (33) получаем

|[yj+1]|20 6 M

(
|[y0]|2W 1

2 (0,l)
+ max

06j′6j

(
|[φ]|20 + µ2

1 + µ2
2

))
. (34)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Теорема 2. Пусть выполнены условия (5), тогда существует такое τ0, что если
τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (14)–(17) справедлива оценка (34).

Из справедливости оценки (34) следуют единственность и устойчивость решения
задачи (14)–(17) по правой части и начальным данным.

Пусть u(x,t) — решение задачи (1)–(4), y(xi,tj)=yji — решение разностной задачи
(14)–(17). Тогда, подставляя yji = zji +uj

i в соотношения (14)–(17), получим задачу
для z:

∆α
0tj+σ

z = κi

(
aiz

(σ)
x̄

)
x
+ b−i aiz

(σ)
x̄,i + b+i ai+1z

(σ)
x,i +

j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sz
s
i τ̄ +Ψj

i , (35)

κ0a1z
(σ)
x,0 = β11z

(σ)
0 − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sz
s
0 τ̄ + β̃12∆

α
0tj+σ

z0 − ν̃1, t ∈ ωτ , (36)

− κNaNz
(σ)
x̄,N = β21z

(σ)
N − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sz
s
N τ̄ + β̃22∆

α
0tj+σ

zN − ν̃2, t ∈ ωτ , (37)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (38)



14 М.Х. Бештоков, М. З. Худалов

где Ψ=O
(
h2+τ2

)
, ν̃1=O

(
h2+τ2

)
, ν̃2=O

(
h2+τ2

)
— погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (1)–(4) разностной схемой (14)–(17) в классе решении
u=u(x,t) задачи (1)–(4).

Применяя оценку (34) к решению задачи (35)–(38), получаем

|[zj+1]|20 6 M max
06j′6j

(
|[Ψj′ ]|20 + νj

′2
1 + νj

′2
2

)
, (39)

где M = const>0, не зависящая от h и τ .
Из справедливости оценки (39) следует сходимость решения разностной задачи

(14)–(17) к решению дифференциальной задачи (1)–(4) в смысле нормы |[zj+1]|20 на
каждом слое так, что существует такое τ0, что при τ 6 τ0 справедлива оценка

|[yj+1 − uj+1]|20 6 M
(
h2 + τ2

)
.

4. Постановка нелокальной краевой задачи для дифференци-
ального уравнения конвекции-диффузии дробного порядка
с оператором Бесселя и априорная оценка в дифференци-
альной форме

В замкнутом цилиндре QT ={(x,t):06x6l, 06t6T} рассмотрим краевую задачу
с нелокальным условием

∂α
0tu =

1

xm

∂

∂x

(
xmk

∂u

∂x

)
+ r

∂u

∂x
+

t∫
0

p(x, t, τ)u(x, τ)dτ + f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T, (40)

lim
x→0

xmk(x)ux(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (41)

− k(l)ux(l, t) = β1(t)u(l, t) + β2(t)∂
α
0tu(l, t) − µ(t), 0 6 t 6 T, (42)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (43)

где 06m62.

При x=0 ставится условие ограниченности решения |u(0,t)|<∞, которое экви-
валентно условию (41). Если функции r(0), q(0, t), f(0, t) конечны, то условие (41)
равносильно тождеству k(0)ux(0,t)=0 [23, c. 173].

Для получения априорной оценки решения задачи (40)–(43) умножим (40) ска-
лярно на xmU :

(
∂α
0tu, x

mU
)
=
((

xmkux

)
x
, U
)
+
(
rux, x

mU
)
+

 t∫
0

pudτ, xmU

+
(
f, xmU

)
, (44)

где xmU =xm(u+∂α
0tu).
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Тогда из (44) после некоторых преобразований получаем

1

2
∂α
0t

(
∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2

√
kux∥20

)
+ c0∥x

m
2 ux∥20 +

1

2
∥∂α

0tx
m
2 u∥20 6

6 xmUkux|l0 +M1

t∫
0

∥xm
2 u∥20dτ +M2

(
∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2

√
kux∥20

)
+M3∥x

m
2 f∥20.

(45)

Оценим первое слагаемое в правой части (45):

xmUkux|l0 = lm
(
u(l, t) + ∂α

0tu(l, t)
)
k(l, t)ux(l, t) =

= lm
(
u(l, t) + ∂α

0tu(l, t)
)(

µ(t) − β1(t)u(l, t) − β2(t)∂
α
0tu(l, t)

)
=

= lmu(l, t)µ(t) + lmµ(t)∂α
0tu(l, t) − lmu2(l, t)β1(t) −

− lmβ1(t)u(l, t)∂
α
0tu(l, t) − lmβ2(t)u(l, t)∂

α
0tu(l, t) − lmβ2(t)(∂

α
0tu(l, t))

2 6

6− lmβ2(t)(∂
α
0tu(l, t))

2 − ε
(
∂α
0tu(l, t)

)2
+Mε

4

(
∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2 ux∥20

)
+M5µ

2(t).

Выбирая ε= lmβ2(t), из последнего неравенства следует

xmUkux|l0 6 M4

(
∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2 ux∥20

)
+M5µ

2(t). (46)

Учитывая (46), из (45) получаем неравенство

∂α
0t

(
∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2

√
kux∥20

)
+ ∥xm

2 ux∥20 + ∥∂α
0tx

m
2 u∥20 6

6 M6

(
∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2

√
kux∥20

)
+M7

t∫
0

∥xm
2 u∥20dτ +M8

(
∥xm

2 f∥20 + µ2(t)
)
.

(47)

Применим оператор дробного интегрирования D−α
0t к обеим частям неравенства

(47). Тогда с помощью леммы 2 [10] из (47) получаем оценку

∥xm
2 u∥2W 1

2 (0,l)
+D−α

0t

(
∥xm

2 ux∥20 + ∥∂α
0tx

m
2 u∥20

)
6

6 M
(
D−α

0t

(
∥xm

2 f∥20 + µ2
2(t)

)
+ ∥xm

2 u0(x)∥2W 1
2 (0,l)

)
,

(48)

где M = const>0, зависит только от входных данных задачи (40)–(43),

∥xm
2 u∥2W 1

2 (0,l)
= ∥xm

2 u∥20 + ∥xm
2 ux∥20.

Теорема 3. Если k(x) ∈ C1[0, l], r(x) ∈ C[0, l], q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),
u(x, t) ∈ C2,0

(
QT

)
∩ C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (5), тогда
для решения задачи (40)–(43) справедлива априорная оценка (48).

Из справедливости оценки (48) следуют единственность и устойчивость решения
по правой части и начальным данным.
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5. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Дифференциальной задаче (40)–(43) на равномерной сетке ωhτ поставим в соот-
ветствие разностную схему c порядком аппроксимации O(h

2+τ2

x ) [21]:

κ̄∆α
0tj+σ

y =
κ
xm
i

(
xm
i−0.5ay

(σ)
x̄

)
x
+

b−

xm
i

(
xm
i−0.5aiy

(σ)
x̄,i

)
+

+
b+

xm
i

(
xm
i+0.5ai+1y

(σ)
x,i

)
+

j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ + φj

i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(49)

κ0a1y
(σ)
x,0 =

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
y0 − 0.5h

m+ 1

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄ − µ̃1, (50)

− κNaNy
(σ)
x̄,N = β̃1y

(σ)
N − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ + β̃2∆

α
0tj+σ

yN − µ̃2, (51)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (52)

где

β̃1 = κ̃β1(tj+σ), β̃2 = κ̃β2 + 0.5h, µ̃1 =
0.5h

m+ 1
φj
0, µ̃2 = κ̃µ(tj+σ) + 0.5hφj

N ,

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
(m+1)kj+σ

0.5

при rj+σ
0 6 0, κN =

1

1 +
0.5h|rj+σ

N |
kN−0.5

при rj+σ
N > 0,

r = r+ + r−, |r| = r+ − r−, r+ = 0.5
(
r + |r|

)
> 0, r− = 0.5

(
r − |r|

)
6 0,

ai = k(xi−0.5), b±i =
κ̄ir

±
i

ki
, dji =

{
κ̄iq

j+σ
i , i = 1, N − 1,

qj+σ
i , i = 0, N,

φj
i =

{
κif

j+σ
i , i = 1, N − 1,

f j+σ
i , i = 0, N,

~ =

{
0.5h, i = 0,

h, i = 1, N − 1,

κ̄i = 1 +
m(m − 1)h2

24x2
i

, i = 1, N − 1,

κ̃ = 1 +
0.5hm

l
=

1

1 − 0.5hm
l

, κi =
1

1 +Ri
, Ri =

0.5h|ri|κ̄i

ki−0.5
.

Перепишем (49)–(52) в операторной форме

¯̄κ∆α
tj+σ

y = Λ̄(tj+σ)y
(σ) + Φ̄, (53)

y(x, 0) = u0(x), (54)

где

¯̄κ =

{
κ̄i, x ∈ ωh,

1, x = 0, l,
κ̄i = 1 +

m(m − 1)h2

24x2
i

, Φ =


φ = φi, (x, t) ∈ ωhτ ,

φ− = m+1
0.5h µ̃1, x = 0,

φ+ = 1
0.5h µ̃2, x = l.
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Λ(tj+σ)yσ =



Λ̃(tj+σ)y
(σ)
i = κi

xm
i

(
xm
i−0.5aiy

(σ)
x̄,i

)
x
+ b−

xm
i

(
xm
i−0.5aiy

(σ)
x̄

)
+

+ b+

xm
i

(
xm
i+0.5ai+1y

(σ)
x

)
+

j+ 1
2∑

s = 0
ρji,sy

s
i τ̄ ,

Λ−y
(σ)
0 = m+1

0.5h

(
κ0a1y

(σ)
x,0 + 0.5h

m+1

j+ 1
2∑

s = 0
ρj0,sy

s
0τ̄
)
, x = 0,

Λ+y
(σ)
N = − 2

h

(
κNaNy

(σ)
x,N + β̃1y

(σ)
N −

− 0.5h
j+ 1

2∑
s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ + κ̃β2∆

α
0tj+σ

yN

)
, x = l.

Умножим теперь (53) скалярно на xmȳ=xmy(σ)+xm∆α
0tj+σ

y :

(
¯̄κ∆α

0tj+σ
y, xmȳ

)
=
(
Λ̄(tj+σ)y

(σ), xmȳ
]
+
(
Φ̄, xmȳ

]
. (55)

Преобразуем суммы, входящие в тождество (55), пользуясь неравенством Коши с ε:

(
¯̄κ∆α

0tj+σ
y, xmȳ

)
=
(
¯̄κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

]
+
(
¯̄κ∆α

0tj+σ
y, xm∆α

0tj+σ
y
]
>

>
( ¯̄κ
2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

]
+
(
¯̄κ,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2]

,
(56)

(
Λ̄(tj+σ)y(σ), xmȳ

]
=
(
Λ̃y(σ), xmȳ

)
+ 0.5hΛ+y

(σ)
N xm

N ȳN =

=
(
κ(xm

i−0.5aiy
(σ)
x̄ )x, ȳ

)
+
(
b−(xm

i−0.5a
j
iy

(σ)
x̄ ), ȳ

)
+
(
b+(xm

i+0.5a
j
i+1y

(σ)
x ), ȳ

)
+

+

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , x

m
i ȳ

− xm
N ȳN

κNaNy
(σ)
x̄,N+ β̃1y

(σ)
N − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ + κ̃β2∆

α
0tj+σ

yN

=
= −

(
xm
i−0.5aiy

(σ)
x̄ , (κȳ)x̄

]
+
(
b−(x̄maiy

(σ)
x̄ ), ȳ

)
+
(
b+xm

i+0.5a
(+1), y(σ)x ȳ

)
+

+

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , x

mȳ

 − β̃1x
m
Ny

(σ)
N ȳN + xm

N0.5hȳN

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ −

− κ̃β2x
m
NyN∆α

0tj+σ
yN +

(
x̄m
N − xm

N

)
ȳNκNaNy

(σ)
x̄,N − xm

0.5κ0a1y
(σ)
x,0 ȳ0.

(57)

Преобразуем слагаемые в правой части (57):

−
(
xm
i−0.5aiy

(σ)
x̄ , (κȳ)x̄

]
= −

(
xm
i−0.5aiy

(σ)
x̄ ,κx̄ȳ + κ(−1)ȳx̄

]
=

−
(
x̄may

(σ)
x̄ ,κx̄y

(σ)
]
−
(
x̄may

(σ)
x̄ ,κx̄∆

α
0tj+σ

y
]
−

−
(
x̄may

(σ)
x̄ ,κ(−1)y

(σ)
x̄

]
−
(
x̄may

(σ)
x̄ ,κ(−1)∆α

0tj+σ
yx̄

]
6
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6 ε∥∆α
0tj+σ

x
m
2 y]|20 +Mε

1

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
−

− 1

1 + hM2

(
x̄maκ, (y(σ)x̄ )2

]
− 1

2(1 + hM2)

(
x̄maκ,∆α

0tj+σ
y2x̄

]
6

6 ε∥∆α
0tj+σ

x
m
2 y]|20 +Mε

1

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
−

− M3∥x̄
m
2 y

(σ)
x̄ ]|20 − M4∆

α
0tj+σ

∥x̄m
2
√
aκyx̄]|20,

(58)

(
b−(x̄majiy

(σ)
x̄ ), ȳ

)
+
(
b+xm

i+0.5a
(+1), y(σ)x ȳ

)
=
(
b−x̄may

(σ)
x̄ , y(σ)

)
+

+
(
b−x̄may

(σ)
x̄ ,∆α

0tj+σ
y
)
+
(
b+xm

i+0.5a
(+1)y(σ)x , y(σ)

)
+
(
b+xm

i+0.5a
(+1)y(σ)x ,∆α

0tj+σ
y
)
6

6 ε∥∆α
0tj+σ

x
m
2 y]|20 +Mε

5

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥xm
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
, (59) j+ 1

2∑
s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , x

mȳ

− β̃1x
m
Ny

(σ)
N ȳN + xm

N0.5hȳN

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sy
s
N τ̄ − κ̃β2x

m
NyN∆α

0tj+σ
yN =

=

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , x

mȳ

 − β̃1x
m
Ny

(σ)
N ȳN − κ̃β2x

m
NyN∆α

0tj+σ
yN 6

6

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , x

my(σ)

+

 j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sy
s
i τ̄ , x

m∆α
0tj+σ

y

 − β̃1x
m
N (y

(σ)
N )2 −

− β̃1x
m
Ny

(σ)
N ∆α

0tj+σ
yN − κ̃β2x

m
Ny

(σ)
N ∆α

0tj+σ
yN − κ̃β2x

m
N

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6

6 ε1∥∆α
0tj+σ

x
m
2 y]|20 + ε2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+Mε1

6

j+ 1
2∑

s = 0

∥xm
2 ys]|20τ̄ −

− κ̃
β2

2
xm
N∆α

0tj+σ
(yN )2 − κ̃xm

Nβ2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+Mε2

7

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
.

(60)

Учитывая (58)–(60), из (57) получим(
Λ̄(tj+σ)y(σ), xmȳ

]
6 ε1∥∆α

0tj+σ
x

m
2 y]|20 + ε2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+

+Mε2
7

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
+Mε1

6

j+ 1
2∑

s = 0

∥xm
2 y]|20τ̄ −

− M3∥x̄
m
2 y

(σ)
x̄ ]|20 − M4∆

α
0tj+σ

∥x̄m
2
√
aκyx̄]|20 +

(
x̄m
N − xm

N

)
ȳNκNaNy

(σ)
x̄,N −

− κ̃
β2

2
xm
N∆α

0tj+σ
(yN )2 − κ̃xm

Nβ2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
− xm

0.5κ0a1y
(σ)
x,0 ȳ0,

(61)

(
Φ̄, xmȳ

]
=
(
φ, xmȳ

)
+ 0.5hxm

N ȳNφ+ =
(
φ, xmȳ

)
+ xm

N µ̃2ȳN =

=
(
φ, xmy(σ)

)
+
(
φ, xm∆α

0tj+σ
y
)
+ xm

N µ̃2ȳN 6

6 ε1∥∆α
0tj+σ

x
m
2 y]|20 +Mε1

8

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
+Mε1

9 ∥xm
2 φ∥20 + xm

N µ̃2ȳN . (62)
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На основании (56)–(62) из (55) следует

( ¯̄κ
2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

]
+M4∆

α
0tj+σ

∥x̄m
2
√
aκyx̄]|20 +M3∥x̄

m
2 y

(σ)
x̄ ]|20+

+

(
¯̄κ,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2]

+ κ̃
β2

2
xm
N∆α

0tj+σ
(yN )2 + κ̃xm

Nβ2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6

6 2ε1∥∆α
0tj+σ

x
m
2 y]|20 + 2ε2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+
(
x̄m
N − xm

N

)
xNaNy

(σ)
x̄,N ȳN −

− xm
0.5ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 +Mε1

6

j+ 1
2∑

s = 0

∥xm
2 y]|20τ̄ +M8(ε1)∥x

m
2 φ∥20 + xm

N µ̃2ȳN+

+M11(ε1, ε2)
(
∥xm

2 y(σ)]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
.

(63)

Рассмотрим третье, четвертое и седьмое слагаемые в правой части (63)(
x̄m
N − xm

N

)
κNaNy

(σ)
x̄,N ȳN − xm

0.5ȳ0κ0a1y
(σ)
x,0 + xm

N µ̃2ȳN =

= xm
0.5ȳ0

(
µ̃1 − 0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
y0 −

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄
))

+

+
(
x̄m
N − xm

N

)
ȳN

(
µ̃2 − β̃1y

(σ)
N − β̃2∆

α
0tj+σ

yN

)
+ xm

N µ̃2ȳN =

= xm
0.5y

(σ)
0 µ̃1 + xm

0.5µ̃1∆
α
0tj+σ

y0 − 0.5h

m+ 1
xm
0.5y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 − 0.5h

m+ 1
xm
0.5

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+

+
0.5h

m+ 1
xm
0.5y

(σ)
0

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄ +

0.5h

m+ 1
xm
0.5

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sy
s
0τ̄∆

α
0tj+σ

y0 + x̄m
Ny

(σ)
N µ̃2+

+x̄m
N µ̃2∆

α
0tj+σ

yN −
(
x̄m
N − xm

N

)
β̃1(y

σ
N )2 −

(
x̄m
N − xm

N

)
β̃1y

(σ)
N ∆α

0tj+σ
yN −

−
(
x̄m
N − xm

N

)
y
(σ)
N β̃2∆

α
0tj+σ

yN −
(
x̄m
N − xm

N

)
β̃2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6

6 ε3

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+ ε4

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+Mε3,ε4

12

(
µ̃2
1 + µ̃2

2

)
+

+Mε3
13

j+ 1
2∑

s = 0

(x
m
2
0.5y

s
0)

2τ̄ +Mε3,ε4
14

(
∥xm

2 y(σ)]|20 + (x
m
2
0.5y0)

2 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20

)
−

− h

4(m+ 1)
xm
0.5∆

α
0tj+σ

y20 −
(
x̄m
N − xm

N

) β̃2

2
∆α

0tj+σ
(yN )2 −

− 0.5h

m+ 1
xm
0.5

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
−
(
x̄m
N − xm

N

)
β̃2

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
.

(64)

Учитывая преобразования (64), из (63) при

ε1 =
¯̄κ
4
, ε2 =

β2x
m
N

4
, ε3 =

hxm
0.5

8(m+ 1)
, ε4 = (x̄m

N − xm
N )

β̃2

2
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получаем(
¯̄κ
2
,∆α

0tj+σ

(
x

m
2 y
)2]

+M10∆
α
0tj+σ

∥x̄m
2
√
aκyx̄]|20+M3∥x̄

m
2 y

(σ)
x̄ ]|20 +

(
¯̄κ
2
,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2]

+

+
h

4(m+ 1)
xm
0.5∆

α
0tj+σ

y20 +

(
κ̃β2

2
xm
N +

(
x̄m
N − xm

N

) β̃2

2

)
∆α

0tj+σ
(yN )2+

+
0.5h

2(m+ 1)
xm
0.5

(
∆α

0tj+σ
y0

)2
+

(
κ̃β2

2
xm
N +

(
x̄m
N − xm

N

) β̃2

2

)(
∆α

0tj+σ
yN

)2
6

6 M15∥x
m
2 φ∥20 +M16

j+ 1
2∑

s = 0

∥xm
2 y]|21τ̄ +M17

(
µ̃2
1 + µ̃2

2

)
+

+M18

(
∥xm

2 yσ]|20 + ∥x̄m
2 y

(σ)
x̄ ]|20 +

(
x

m
2
0.5y0

)2)
,

(65)

где
∥xm

2 y]|21 = ∥xm
2 y]|20 +

(
x

m
2
0.5y0

)2
.

Преобразуем первое, четвертое, шестое и восьмое слагаемые в левой части (65)
с учетом xm

N−0.5> 1
6x

m
N :

(
¯̄κ
2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

]
+

(
κ̃β2

2
xm
N +

(
x̄m
N − xm

N

) β̃2

2

)
∆α

0tj+σ
(yN )2+

+

(
¯̄κ
2
,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2]

+

(
κ̃β2

2
xm
N + (x̄m

N − xm
N )

β̃2

2

)(
∆α

0tj+σ
yN

)2
=

=
( κ̄
2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+

0.5h

2
xm
N∆α

0tj+σ
(yN )2 +

(
κ̄
2
,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2)

+

+
0.5h

2
xm
N

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
+

(
κ̃β2

2
xm
N +

(
x̄m
N − xm

N

) β̃2

2

)
∆α

0tj+σ
(yN )2+

+

(
κ̃β2

2
xm
N + (x̄m

N − xm
N )

β̃2

2

)(
∆α

0tj+σ
yN

)2
=
( κ̄
2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+

+

(
κ̄
2
,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2)

+

(
κ̃β2

2
xm
N +

0.5h

2
xm
N

)
∆α

0tj+σ
(yN )2+

+

(
κ̃β2

2
xm
N +

0.5h

2
xm
N

)(
∆α

0tj+σ
yN

)2
> M18

2

(
1,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+

+
h

4
xm
N∆α

0tj+σ
(yN )2 +

M19

2

(
1,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2)

+
h

4
xm
N

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
>

> 1

4

(
1,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+

0.5h

12
xm
N∆α

0tj+σ
(yN )2 +

1

4

(
1,
(
∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)
)2)

+

+
0.5h

12
xm
N

(
∆α

0tj+σ
yN

)2
> 1

12
∆α

0tj+σ
∥xm

2 y]|20 +
1

12
∥∆α

0tj+σ
x

m
2 y]|20,

(66)
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где

M19 =

1, если m = 0,m > 1,

1
2 , если m ∈ (0, 1), h 6 h0 =

√
12x2

m(1−m) .

Учитывая (66), из (65) следует

∆α
0tj+σ

∥xm
2 y]|22 + ∥x̄m

2 y
(σ)
x̄ ]|20 + ∥∆α

0tj+σ
x

m
2 y]|20 6 M20∥x

m
2 y(σ)]|22+

+M21

j+ 1
2∑

s = 0

∥xm
2 y]|21τ̄ +M22

(
∥xm

2 φ∥20 + µ̃2
1 + µ̃2

2

)
,

(67)

где
∥xm

2 y]|22 = ∥xm
2 y]|20 + ∥x̄m

2
√
aκyx̄]|20 +

(
x

m
2
0.5y0

)2
.

Повторяя рассуждения (30)–(34), из (67) получим оценку

∥xm
2 yj+1]|21 6 M

(
∥xm

2 y0]|22 + max
06j′6j

(
∥xm

2 φ∥20 + µ̃2
1 + µ̃2

2

))
, (68)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Теорема 4. Пусть выполнены условия (4), (44) тогда существуют такие τ0, h0,
что если τ 6 τ0, h 6 h0, то для решения разностной задачи (49)–(52) справедлива
оценка (68).

Из оценки (68) следуют единственность и устойчивость решения задачи (49)–(52)
по правой части и начальным данным.

Пусть u(x, t) — решение задачи (40)–(43), y(xi, tj) = yji — решение разностной
задачи (49)–(52). Тогда, подставляя yji = zji +uj

i в соотношения (49)–(52), получим
задачу для z:

κ̄∆α
0tj+σ

z =
κ
xm
i

(
xm
i−0.5a

jz
(σ)
x̄

)
x
+

b−j

xm
i

(
xm
i−0.5a

j
iz

(σ)
x̄,i

)
+

+
b+j

xm
i

(
xm
i+0.5a

j
i+1z

(σ)
x,i

)
+

j+ 1
2∑

s = 0

ρji,sz
s
i τ̄ +Ψj

i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(69)

κ0a1z
(σ)
x,0 =

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
z0 − 0.5h

m+ 1

j+ 1
2∑

s = 0

ρj0,sz
s
0 τ̄ − ν̃1, (70)

− κNaNz
(σ)
x̄,N = β̃1z

(σ)
N − 0.5h

j+ 1
2∑

s = 0

ρjN,sz
s
N τ̄ + β̃2∆

α
0tj+σ

zN − ν̃2, (71)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (72)

где Ψ=O
(

h2+τ2

x

)
, ν̃1 =O

(
h2+ τ2

)
, ν̃2 =O

(
h2+ τ2

)
— погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (40)–(43) разностной схемой (49)–(52) в классе решении
u=u(x,t) задачи (40)–(43).
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В силу того, что задача (69)–(72) линейна, поэтому, применяя оценку (68) к
задаче (69)–(72), получаем оценку

∥xm
2 zj+1]|21 6 M max

06j′6j

(
∥xm

2 Ψj′∥20 + ν̃21 + ν̃22

)
, (73)

где M = const>0, не зависящая от h и τ .
Из оценки (73) следуют единственность и устойчивость решения разностной схе-

мы (49)–(52) по правой части и начальным данным, а также сходимость решения
разностной задачи (49)–(52) к решению (40)–(43) в сеточной норме ∥xm

2 zj+1∥22 со
скоростью O

(
h2+τ2

)
так, что если существуют такие h0, τ0, то при h6 h0, τ 6 τ0

справедлива априорная оценка

∥xm
2

(
yj+1 − uj+1

)
∥1 6 M∥xm

2 −1∥1
(
h2 + τ2

)
6 M

(
h2 + τ2

)
,

где M = const>0, не зависящая от h и τ.

Замечание 1. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае,
когда уравнение (1) имеет вид

∂α
0tu =

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
−

x∫
0

q(s, t)u(s, t)ds+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T, (1∗)

если потребовать выполнения условия |q(x, t)| 6 c2.
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ABSTRACT

In the present paper, in a rectangular domain, we study nonlocal bound-

ary value problems for one-dimensional in space differential equations of

convection-diffusion of fractional order with a memory effect, in which the

unknown function appears in the differential expression and at the same

time appears under the integral sign. The emergence of the integral term

in the equation is associated with the need to take into account the de-

pendence of the instantaneous values of the characteristics of the described

object on their respective previous values, i.e. the effect of its prehistory on

the current state of the system.

For the numerical solution of nonlocal boundary value problems, two-

layer monotone difference schemes are constructed that approximate these

problems on a uniform grid. Estimates of solutions of problems in differ-

ential and difference interpretations are derived by the method of energy

inequalities. The obtained a priori estimates imply the uniqueness, as well

as the continuous and uniform dependence of the solution on the input data

of the problems under consideration and, due to the linearity of the prob-

lem under consideration, the convergence of the solution of the difference

problem to the solution of the corresponding differential problem with the

rate O(h2 + τ2).

Key words: Boundary value problems, a priori estimate, differential equa-

tion of fractional order, fractional Caputo derivative, convection-diffusion

equation, memory effect.
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