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Об оценках норм оператора Харди,
действующего в пространствах Лоренца

Найдены условия, при которых компактный оператор Tf(x)= φ(x)
x∫
0

f(τ)v(τ) dτ,

x > 0, действующий в весовых пространствах Лоренца T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+)
в области 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞, принадлежит операторным идеалам
S

(a)
α и Eα, 0 < α < ∞, а также приводятся оценки квазинорм операторных иде-

алов через интегральные выражения, зависящие от весовых функций операто-
ра.
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Введение

Пусть E,F — банаховы пространства. Множество всех ограниченных линейных
операторов из E в F обозначим через B(E,F ). Для каждого оператора T∈B(E,F )

его n-е аппроксимативное число определяется формулой

an(T ) = inf
L∈B(E,F )

{∥T − L∥E→F , rankL 6 n − 1}, n ∈ N, (1)

где rankL= dimR(L) (см. монографию [1, §12]).
Оператор T∈B(E,F ) называется S

(a)
α -оператором, если последовательность его

аппроксимативных чисел {an(T )} суммируема со степенью α, где 0<α<∞. Обозна-
чим ∥∥∥{ak(T )}∥∥∥

ℓα(N)
=

( ∞∑
n = 1

aαn(T )

)1/α

, 0 < α < ∞. (2)

Класс операторов S
(a)
α с квазинормой (2) образует квазинормированный опера-

торный идеал [1, §14.2.1]. Идеал S
(s)
α с нормой (2) компактных операторов

T ∈B(H,H) в гильбертовых пространствах есть идеал Шаттена – фон Неймана [2].
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Еще одним важным примером характеристических величин линейных ограни-
ченных операторов являются энтропийные числа en(T ), n∈N, определяемые как
точная нижняя грань множества всех чисел ε>0, для которых существуют элемен-
ты y1,...,ym∈Y, где m62n−1 такие, что T (BX)⊂

⋃m
j=1{yj+εBY }, т. е.

en(T )= inf

ε > 0 : ∃y1, . .. , ym ∈ Y,m 6 2n−1 : T (BX) ⊂
m⋃

j = 1

{yj + εBY }

 ,

где BX : ={x∈X :∥x∥X61} — единичный шар в X, а BY — единичный шар в Y (см.
монографию [1, §13]).

Оператор T ∈B(E,F ) называется Eα-оператором, если последовательность его
энтропийных чисел суммируема со степенью α, 0<α<∞, и

∥∥∥{ek(T )}∥∥∥
ℓα(N)

=

( ∞∑
n = 1

eαn(T )

)1/α

, 0 < α < ∞.

Класс таких операторов Eα с указанной квазинормой также образует квазинорми-
рованный операторный идеал (см. [1, §14.3.1] ).

Пусть (X,µ) — измеримое пространство с положительной σ-аддитивной мерой µ.
Функция распределения измеримой функции f относительно меры µ определяется
формулой

f∗(τ) = µ{x ∈ X : |f(x)| > τ} =

∫
{x∈X:|f(x)|>τ}

dµ, τ > 0.

Невозрастающей перестановкой f∗ функции |f | отностительно меры µ называется

f∗(t) = inf{τ > 0 : f∗(τ) 6 t}.

Положим X=(0,∞), dµ(x)=ω(x)dx, где функция ω — измеримая, положительная
и конечная почти всюду на R+=(0,∞).

Для 1<p,q <∞ весовое пространство Лоренца Lp,q
ω ≡Lp,q

ω (R+) состоит из всех
µ-измеримых функций f, для которых

∥f∥Lp,q
ω

=

( ∞∫
0

q

p

(
t
q
p−1f∗(t)q

)
dt

)1/q

< ∞. (3)

Пространство Лоренца в случае 16q6p<∞ является банаховым функциональ-
ным пространством c нормой (3), в случае же 1<p< q <∞ функционал (3) есть
только квазинорма, но Lp,q

ω является банаховым функциональным пространством с
другой нормой, эквивалентной квазинорме ∥f∥Lp,q

ω
(см. [3, гл. 4, стр. 219]).

Пространства Лоренца, являсь банаховыми функциональными пространствами,
обладают свойством монотонности (квази)нормы (см. [3, Theorem 1.7]):

если |g| 6 |f | µ-п. в. и f ∈ Lp,q
ω , тогда g ∈ Lp,q

ω и ∥g∥Lp,q
ω

6 ∥f∥Lp,q
ω

. (4)
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Неравенство треугольника в пространствах Лоренца имеет вид [4, стр. 5572]

∥f1 + f2∥Lp,q
ω

6 cpq
(
∥f1∥Lp,q

ω
+ ∥f2∥Lp,q

ω

)
, (5)

где наилучшая константа

cpq =

1, 1 < q 6 p < ∞,(
p
q

)1/q (
p′

q′

)1/q′
, 1 < p < q < ∞.

(6)

Если функции f ∈ Lp,q
ω , g ∈ Lp′,q′

ω при 1< p<∞, 16 q 6∞, тогда выполняется
неравенство Гёльдера ∣∣∣∣ ∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x) dx

∣∣∣∣6 ∥f∥Lp,q
ω

∥g∥
Lp′,q′

ω
, (7)

где
1

p
+

1

p′
=1,

1

q
+

1

q′
=1 (см. [3, стр. 220]).

Для Lp,q
ω двойственное пространство определяется формулой

Lp′,q′

ω =

{
g :

∣∣∣∣∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x)dx

∣∣∣∣ < ∞, для всех f ∈ Lp,q
ω

}
с нормой

∥g∥
Lp′,q′

ω
= sup

∥f∥L
p,q
ω

61

∣∣∣∣∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x)dx

∣∣∣∣ . (8)

Заметим также, что ∥f∥Lp,q
ω

=
(∞∫

0

qf∗(t)
q
p tq−1dt

) 1
q

и ∥χ(0,t)∥Lp,q
ω

=
( t∫

0

ω(τ)dτ
) 1

q

.

В пространствах Лоренца при условии, что 1<max(r,s)6min(p,q)<∞, рассмот-
рим оператор T :Lr,s

v (R+)→Lp,q
ω (R+) вида

Tf(x) = φ(x)

x∫
0

f(τ)v(τ) dτ, x > 0, (9)

с весовыми функциями φ∈Lp,q
ω (x,∞), v∈L1

v(0,x) для любого x>0.

В данной статье найдены условия, при которых компактный оператор (9) при
0<α<∞ является S

(a)
α -оператором, а также приводится оценка квазинормы (2)

операторного идеала S
(a)
α через интегральное выражение, зависящее от весовых

функций оператора T :( ∞∑
n = 1

aαn(T )

)1/α

≪

( ∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′ −1( ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α
q

v(x) dx

)1/α

.

Вложение S
(a)
α1 ⊆Eα2 при 0<α1<α2<∞ [1, §14.3.11] также позволяет получить

оценку( ∞∑
n = 1

eα2
n (T )

)1/α2

≪

( ∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

)α1
s′ −1( ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α1
q

v(x)dx

)1/α1

.
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Для операторов Харди, действующих в пространствах Лебега, получены оценки
норм (2) в работах [5–7]. Оценки норм Шаттена – фон Неймана для преобразования
типа Стилтьеса доказаны в [8]. В статье [9] проведено исследование ограниченности,
компактности и меры некомпактности оператора Харди с ядром k(x,y), удовлетво-
ряющим условию Р. Ойнарова, а при условии, что ядро оператора равно единице,
получены оценки аппроксимативных чисел. Данная работа является продолжением
полученных ранее результатов [9].

В статье произведения вида 0 ·∞ полагаются равными 0. Под соотношениями
A≪B подразумеваются неравенства A6CB, выполненные с некоторой константой
C, зависящей только от параметров r,s,p,q,α. Будем писать A≈B вместо A≪B≪A.

N, Z — множества натуральных и целых чисел соответственно. Операторные иде-
алы аппроксимативных и энтропийных чисел обозначены заглавными готическими
буквами.

1. Оценки аппроксимативных чисел

В пространствах Лоренца важную роль играет следующая лемма 1. Доказатель-
ство импликации (10) в случае 16 q6 p<∞ впервые было доказано в статье [10,
Lemma 2.5]. Далее в работе [12, стр. 333] результат обобщен на случай max{p,q}6α.
Для полноты изложения приведём доказательство леммы 1, добавив вывод утвер-
ждения (11).

Лемма 1. [10,12] Пусть ((0,∞), µ) — пространство с положительной σ-аддитивной
мерой, 1 < p, q < ∞ и (0,∞) =

⋃
k Ek, где {Ek} — последовательность измеримых

попарно непересекающихся интервалов. Тогда

1) если max{p, q} 6 α, то
∑
k

∥χEk
f∥αLp,q

µ
6 ∥f∥αLp,q

µ
; (10)

2) если α 6 min{p, q}, то ∥f∥αLp,q
µ

6
∑
k

∥χEk
f∥αLp,q

µ
. (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя обобщенное неравенство Минковского с пара-
метром q

α 6 1, а затем неравенство Йенсена с α
p > 1 и учитывая σ-аддитивность

меры, получаем

∑
k

∥χEk
f∥αLp,q

µ
=
∑
k

 ∞∫
0

(χEk
f)∗ (t)

q/pqtq−1dt

α/q

=

=
∑
k

 ∞∫
0

[
(χEk

f)∗ (t)
α/p
]q/α

qtq−1dt

α/q

6

6

 ∞∫
0

(∑
k

[
(χEk

f)∗ (t)
α/p
])q/α

qtq−1dt

α/q6
 ∞∫

0

(∑
k

(χEk
f)∗ (t)

)q/p

qtq−1dt

α/q=
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=

 ∞∫
0

(∑
k

µ{x ∈ Ek : |χEk
(x)f(x)| > t}

)q/p

qtq−1dt

α/q

=

=

 ∞∫
0

(
µ{x ∈

∞⋃
k = 1

Ek : |χ∪∞
k = 1 Ek

(x)f(x)| > t}

)q/p

qtq−1dt

α/q

=

=

 ∞∫
0

f∗(t)
q/pqtq−1dt

α/q

= ∥f∥αLp,q
µ

.

2) Аналогично, применяя неравенство Минковского с параметром q
α >1 и неравен-

ство Йенсена с α
p 61, получаем

∑
k

∥χEk
f∥αLp,q

µ
=
∑
k

 ∞∫
0

(χEk
f)∗ (t)

q/pqtq−1dt

α/q

=

=
∑
k

 ∞∫
0

[
(χEk

f)∗ (t)
α/p
]q/α

qtq−1dt

α/q>
 ∞∫

0

(∑
k

(χEk
f)∗ (t)

α/p

)q/α

qtq−1dt

α/q>
>

 ∞∫
0

f∗(t)
q/pqtq−1dt

α/q

= ∥f∥αLp,q
µ

.

2
Критерий ограниченности оператора (9) в более общем виде, когда оператор име-

ет ядро, удовлетворяющее условию Ойнарова, доказан в статье [9]. Также необхо-
димое условие огранченности получено в работе [11]. Для полноты изложения при-
ведём более простое доказательство критерия, установленного в [9], [11] для нашего
случая.

Теорема 1. [9, 11] Пусть 1 < r, s < ∞, 1 < p, q < ∞ и max(r, s) 6 min(p, q).

Тогда для оператора (9) выполняется неравенство

∥Tf∥Lp,q
ω

6 C∥f∥Lr,s
v

для всех f > 0

с константой C, не зависящей от f, в том и только в том случае, если

A = sup
t>0

A(t) = sup
t>0

∥χ(0,t)∥Lr′,s′
v

∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

< ∞.

Более того, A 6 ∥T∥ 6 4A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть оператор T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+)

ограничен. Тогда существует константа C > 0 такая, что

∥Tf∥Lp,q
ω

6 C∥f∥Lr,s
v

для всех f > 0.
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Для некоторого фиксированного t > 0, функции f ∈ Lr,s
v с нормой ∥f∥Lr,s

v
6 1,

примененяя свойство (4), получаем

C > C∥f∥Lr,s
v

> ∥Tf∥Lp,q
ω

= ∥φ(x)
x∫

0

f(y)v(y)dy∥Lp,q
ω

>

> ∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

∞∫
0

χ(0,t)(y)f(y)v(y)dy.

В результате

∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

∞∫
0

χ(0,t)(y)f(y)v(y)dy 6 C.

Далее, в силу действия формулы (8) имеем

sup
∥f∥L

r,s
v

61

∞∫
0

χ(0,t)(y)f(y)v(y)dy = ∥χ(0,t)∥Lr′,s′
v

.

Тогда
A(t) = ∥χ(t,∞)φ∥Lp,q

ω
∥χ(0,t)∥Lr′,s′

v
6 ∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

,

и
A = sup

t>0
A(t) = sup

t>0
∥χ(t,∞)φ∥Lp,q

ω
∥χ(0,t)∥Lr′,s′

v
6 ∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

.

Следовательно,
A 6 ∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

.

Достаточность. Предположим f(y)v(y) =/ 0 на множестве положительной меры.

Для m ∈ Z положим, что
∞∫
0

f(y)v(y)dy ∈ (2m, 2m+1]. Пусть последовательность {xk},

где − ∞ 6 k 6 m, определена следующим образом:

xk∫
0

f(y)v(y)dy =

xk+1∫
xk

f(y)v(y)dy = 2k для k 6 m − 1,

xm∫
0

f(y)v(y)dy = 2m.

Выберем параметр γ так, чтобы выполнялось неравенство max(r, s) 6 γ 6 min(p, q).

Тогда, применяя лемму 1 и неравенство Гельдера (7), получаем

∥Tf∥γ
Lp,q

ω
=

∥∥∥∥∑
k6m

TfχEk

∥∥∥∥γ
Lp,q

ω

6
∑
k6m

2γ(k+1)∥φχEk
∥γ
Lp,q

ω
=

= 4γ
∑
k6m

2γ(k−1)∥φχEk
∥γ
Lp,q

ω
6 4γ

∑
k6m

( xk∫
xk−1

f(y)v(y)dy

)γ

∥φχ(xk,∞)∥γLp,q
ω

6

6 4γ
∑
k6m

∥χEk−1
f∥γ

Lr,s
v
∥χ(0,xk)∥

γ

Lr′,s′
v

∥φχ(xk,∞)∥γLp,q
ω

∥ 6 4γAγ∥f∥γ
Lr,s

v
.
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Следовательно,
∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

6 4A.

2
Замечание 1. Результаты теоремы 1 об ограниченности оператора T сохраняются

при сужении на конечный интервал I = (a, b), при этом

A(I) = sup
a<t<b

A(t) = sup
a<t<b

∥χ(a,t)∥Lr′,s′
v

∥χ(t,b)φ∥Lp,q
ω

.

Следующая теорема является частным случаем теоремы 2 из статьи [9] при
k(x,y)=1.

Теорема 2. [9] Пусть 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞. Оператор T : Lr,s
v (R+) →

Lp,q
ω (R+), заданный формулой (9), компактен тогда и только тогда, когда

A < ∞ и lim
t→0+

A(t) = lim
t→+∞

A(t) = 0.

В дальнейшем будет использоваться дискретный аналог теоремы 2 [14].

Замечание 2. Пусть последовательность {ξk}, k ∈ Z, выбрана так, что
ξk∫
0

v(τ) dτ =

= 2k. Пусть 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞. Оператор T : Lr,s
v R+) → Lp,q

ω (R+), задан-
ный формулой (9), компактен тогда и только тогда, когда

A = sup
k∈Z

A(ξk) = sup
k∈Z

2k/s
′
∥χ(ξk,∞)φ∥Lp,q

ω
< ∞

и
lim

k→+∞
A(ξk) = lim

k→−∞
A(ξk) = 0.

Далее предположим, что оператор T :Lr,s
v (R+)→Lp,q

ω (R+) компактен. Зададим
малое число ε, 0<ε<∥T∥, и выберем конечную последовательность возрастающих
чисел

0 = c0 < c1 < c2 < ... < cN−1 < cN < cN+1 = ∞

таких, что
A((0, c1)) = A((cN , cN+1)) =

ε

4
, (12)

где N =N(ε) и

A((0, c1)) = A(I0) = sup
0<t<c1

∥χ(0,t)∥Lr′,s′
v

∥χ(t,c1)φ∥Lp,q
ω

,

A((cN ,∞)) = A(IN ) = sup
cN<t<∞

∥χ(cN ,t)∥Lr′,s′
v

∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

.

На конечном интервале I⊂ [c1,cN ] введем следующие обозначения:

F (x) =

x∫
c1

f(τ)v(τ) dτ, x ∈ I; FI =
1

µ(I)

∫
I

F dµ, µ(I) =

∫
I

dµ, (13)
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где
dµ(x) = φ(x)g(x)ω(x) dx. (14)

Функция g(x) на интервале I определяется исходя из условия∫
I

φ(x)g(x)ω(x)dx > (1 − δ)∥χIφ∥Lp,q
ω

∥χIg∥Lp′,q′
ω

, (15)

где δ>0 — малое положительное число.
Рассмотрим оператор TI :Lr,s

v →Lp,q
ω , определенный формулой

TIf(x) = χI(x)φ(x) (F (x) − FI) .

Согласно теореме 4 [9] норма оператора непрерывно зависит от интервала I,
поэтому можно выбрать интервалы Ik=[ck,ck+1], k=1,...N −1 так, что

∥TIk∥ = ε, k = 1, ...N − 2, ∥TIN−1
∥ 6 ε. (16)

Верхняя и нижняя оценки поведения последовательности аппроксимативных чи-
сел оператора T содержатся в следующей теореме.

Теорема 3. [9] Пусть 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞. Предположим, что опера-
тор T : Lr,s

v → Lp,q
ω , определенный формулой (9), компактен. Для заданного 0 < ε <

< ∥T∥ и целого числа N > 2 пусть интервалы Ik = [ck, ck+1], k = 0, 1, ...N выбраны
так, что выполнены соотношения (12) и (16). Тогда

1

2
c−1
pq εN

1
max(p,q)

− 1
min(r,s) 6 aN (T ) 6 ε,

где константа cpq задана формулой (6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство оценки сверху. Для k = 1, 2, ··· , N − 1

положим

Fk(x) =

x∫
ck

fk(τ)v(τ) dτ, x ∈ Ik, Fk,Ik =
1

µ(Ik)

∫
Ik

Fk(x)dµ(x), (17)

функции fk ∈Lr,s
v такие, что suppfk⊂ Ik, и

Pkf(x) = χIk(x) {Tf(x) − φ(x)(Fk(x) − Fk,Ik)} .

Оператор P =

N−1∑
k=1

Pk является ограниченным линейным оператором, P :Lr,s
v →Lp,q

ω

и имеет rankP 6N −1.

Используя лемму 1 с параметром max(r,s)6 γ6min(p,q), теорему 1 и условия
(12), (16), находим

∥Tf − Pf∥γ
Lp,q

ω
6

6
∥∥χ[0,c1]Tf

∥∥γ
Lp,q

ω
+

N−1∑
k = 1

∥∥χIk(Tf − Pkf)
∥∥γ
Lp,q

ω
+
∥∥χ[cN ,∞)Tf

∥∥γ
Lp,q

ω
6
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6 4γA(I0)
γ
∥∥χ[0,c1]f

∥∥γ
Lr,s

v
+

N−1∑
k = 1

∥∥TIkf∥∥γLp,q
ω

+ 4γA(IN )γ
∥∥χ[cN ,∞)f

∥∥γ
Lr,s

v
6

6 εγ
N∑

k = 0

∥∥χIkf
∥∥γ
Lr,s

v
6 εγ∥f∥γ

Lr,s
v
.

Таким образом, ∥T −P∥6ε, и по определению (1) получаем, что

aN (T ) = inf{∥T − P∥ : rankP 6 N − 1} 6 ε.

Доказательство оценки снизу. Зададим λ ∈ (0, 1). Выберем последовательность
функций {fk} ∈ Lr,s

v такую, что suppfk ⊂ Ik и выполняются неравенства∥∥∥χIiφFi

∥∥∥
Lp,q

ω∥∥∥fi∥∥∥
Lr,s

v

> λε для i = 0, N (18)

и ∥∥∥χIkφ
(
Fk − Fk,Ik

)∥∥∥
Lp,q

ω∥∥fk∥∥Lr,s
ϑ

> λε для k = 1, 2, ..., N − 1, (19)

где Fk(x) и Fk,Ik определены формулами (17).
Пусть P̃ :Lr,s

v →Lp,q
ω будет ограниченным линейным оператором и rankP̃ 6N .

Далее выберем константы ν0,ν1,ν2,...,νN так, чтобы

P̃

(
N∑

k = 0

νkfk

)
= 0.

Положим f =

N∑
k=0

νkfk и F (x)=
x∫
0

f(τ)v(τ)dτ, x>0. Для всех x∈ Ik

F (x) = νkFk(x) + µk, k = 1, ..., N − 1,

с некоторой константой µk.
Для любой константы c∈R справедливо неравенство

∥χIφ (F − FI)∥Lp,q
ω

6 2cpq ∥χIφ (F − c)∥Lp,q
ω

, (20)

где константа cpq определена формулой (6).
Действительно, применяя неравенство треугольника (5), формулы (13)–(15) и

неравенство Гельдера, получаем

∥χIφ (F − FI)∥Lp,q
ω

6 ∥χIv (F − c − (F − c)I)∥Lp,q
ω

6

6 cpq
(
∥χIφ (F − c)∥Lp,q

ω
+ |(F − c)I | ∥χIφ∥Lp,q

ω

)
6
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6 cpq

(
∥χIφ (F − c)∥Lp,q

ω
+

∥χIφ∥Lp,q
ω

µ(I)

∣∣∣∣∫
I

(F − c) dµ

∣∣∣∣
)

6

6 cpq

(
∥χIφ (F − c)∥Lp,q

ω
+

∥χIφ∥Lp,q
ω

µ(I)
∥χIφ(F − c)∥Lp,q

ω
∥χIg∥Lp′,q′

ω

)
6

6 cpq

(
∥χIφ (F − c)∥Lp,q

ω
+

1

(1 − δ)
∥χIφ (F − c)∥Lp,q

ω

)
6

6 2cpq
1 − δ

∥χIφ (F − c)∥Lp,q
ω

.

В результате имеем неравенство

∥χIφ (F − FI)∥Lp,q
ω

6 2cpq
1 − δ

∥χIφ (F − c)∥Lp,q
ω

,

которое при δ→0 приводит к (20).
Следовательно,

∥χIφ (F − FI)∥Lp,q
ω

6 2cpq inf
c∈R

∥χIφ (F − c)∥Lp,q
ω

. (21)

Итак, применяя лемму 1 с параметрами max(p,q)= ϱ, min(r,s)= θ и принимая
во внимание формулы (18)–(19) и (21), получаем∥∥∥Tf − P̃ f

∥∥∥ϱ
Lp,q

ω

=
∥∥∥Tf∥∥∥ϱ

Lp,q
ω

>

> ∥χI0φF0∥ϱLp,q
ω

+

N−1∑
k = 1

∥∥∥χIkφF
∥∥∥ϱ
Lp,q

ω

+ ∥χINφFN

∥∥∥ϱ
Lp,q

ω

=

= (λε)ϱ∥ν0f0∥ϱLr,s
v

+

N−1∑
k = 1

∥∥∥χIkφ
(
νkFk + µk

)∥∥∥ϱ
Lp,q

ω

+ (λε)ϱ∥νNfN∥ϱ
Lr,s

v
>

> (λε)ϱ∥ν0f0∥ϱLr,s
v

+ (2cpq)
−ϱ

N−1∑
k = 1

∥∥∥χIkφ
(
νkFk − (νkFk)Ik

)∥∥∥ϱ
Lp,q

ω

+ (λε)ϱ∥νNfN∥ϱ
Lr,s

v
=

= (λε)ϱ∥ν0f0∥ϱLr,s
v

+ (2cpq)
−ϱ

N−1∑
k = 1

(
|νk|
∥∥∥χIkφ

(
Fk − Fk,Ik

)∥∥∥)ϱ + (λε)ϱ∥νNfN∥vLr,s
v

>

>
(

λε

2cpq

)ϱ N∑
k = 0

∥∥∥νkfk∥∥∥ϱ
Lr,s

v

>
(

λε

2cpq

)ϱ
(

N∑
k = 0

∥∥∥νkfk∥∥∥θ
Lr,s

v

)ϱ/θ

(N + 1)1−ϱ/θ >

>
(

λε

2cpq

)ϱ

(N + 1)1−ϱ/θ
∥∥∥f∥∥∥ϱ

Lr,s
v

.

Тогда по определению (1)

aN+1(T ) >
1

2
c−1
pq λε(N + 1)1/ϱ−1/θ,

и, полагая λ→1, получаем требуемую оценку. 2
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2. Ограниченность и компактность

Пусть последовательность {ξn}, n∈Z, определяется формулой

V (ξn) =

ξn∫
0

v(τ) dτ = 2n, интервалы Jn = (ξn, ξn+1)

и

σn =

( ξn∫
ξn−1

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(ξn,ξn+1)φ∥Lp,q
ω

= 2(n−1)/s′∥χ(ξn,ξn+1)φ∥Lp,q
ω

. (22)

Из (22) следует, что
∥χ(ξn,ξn+1)φ∥Lp,q

ω
=

σn

2(n−1)/s′
.

Лемма 2. Пусть θ = min{p, q}, номера n1, n2, n3 ∈ Z такие, что n1 < n2 < n3, и
интервал I = (a, b) ⊂

⋃n3

n = n1
Jn. Тогда

A(I) 6 23/s
′(

21/s′ − 1
) max

n26n6n3

σn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя лемму 1 с параметром 1 < θ 6 min{p, q} и нера-
венство Йенсена, получаем

( x∫
a

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(x,b)φ∥Lp,q
ω

6
( ξn2+1∫

ξn1

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(ξn2
,ξn3+1)φ∥Lp,q

ω
6

6 2(n2+1)/s′

(
σθ
n2

2(n2−1)θ/s′
+ ...+

σθ
n3

2(n3−1)θ/s′

)1/θ

6

6 max
n26n6n3

σn · 22/s
′

( ∞∑
k = n2

1

2(k−1)θ/s′2−(n2−1)θ/s′

)1/θ

6

6 22/s
′

max
n26n6n3

σn

( ∞∑
l = 0

1

2l/s′

)
6 23/s

′(
21/s′ − 1

) max
n26n6n3

σn.

Таким образом,

A(I)= sup
a<x<b

( x∫
a

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(x,b)φ∥Lp,q
ω

6 23/s
′(

21/s′ − 1
) max

n26n6n3

σn.

2
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Лемма 3. Пусть ϱ = max{p, q}, β =
s′ϱ

s′ + ϱ
, Ik = (ck, ck+1), xk ∈ Ik, и ξn3

< c1 <

< c2 < ... < cl < ξn3+1. Тогда

l∑
k = 1

Aβ(Ik) 6 2β/s
′
σβ
n3
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя неравенство Гельдера с показателями
s′ + ϱ

ϱ
и

s′ + ϱ

s′
, а затем лемму 1 с ϱ = max{p, q}, получаем

l∑
k = 1

( xk∫
ck

v(τ) dτ

)β/s′

∥χ(xk,ck+1)φ∥
β
Lp,q

ω
6

l∑
k = 1

(∫
Ik

v(τ) dτ

)β/s′

∥χIkφ∥
β
Lp,q

ω
6

6

 l∑
k = 1

∫
Ik

v(τ) dτ

β/s′(
l∑

k = 1

∥χIkφ∥
ϱ
Lp,q

ω

)β/ϱ

6


ξn3+1∫
ξn3

v(τ) dτ


β/s′

∥χ(ξn3 ,ξn3+1)φ∥
β
Lp,q

ω
=

=
[
V (ξn3+1) − V (ξn3)

]β/s′ ( σβ
n3

2(n3−1)β/s′

)
=

[
2n3+1 − 2n3

]β/s′
2(n3−1)β/s′

σβ
n3

= 2β/s
′
σβ
n3
.

В результате имеем

l∑
k = 1

A(Ik)
β=

l∑
k = 1

sup
xk∈Ik

( xk∫
ck

v(τ) dτ

)β/s′

∥χ(xk,ck+1)φ∥
β
Lp,q

ω
6 2β/s

′
σβ
n3
.

2
Последовательность {σn} характеризует поведение оператора T — его ограни-

ченность и компактность.

Теорема 4. Пусть 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞. Оператор T : Lr,s
v (R+) →

Lp,q
ω (R+) вида (9) ограничен тогда и только тогда, когда последовательность {σn} ∈

ℓ∞, при этом норма оператора удовлетворяет неравенству

sup
n∈Z

σn 6 ∥T∥Lr,s
v →Lp,q

ω
6 23/s

′+2(
21/s′ − 1

) sup
n∈Z

σn. (23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем некоторое малое ε > 0. Тогда при ε → 0 и
некотором фиксированном t( t∫

ε

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(t, 1ε )
φ∥Lp,q

ω
→

( t∫
0

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

.
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Далее,

sup
ε6t6 1

ε

( t∫
ε

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(t, 1ε )
φ∥Lp,q

ω
→ sup

t>0

 t∫
0

v(τ) dτ

1/s′

∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

при ε → 0. В силу действия леммы 2 имеем

A

((
ε,

1

ε

))
= sup

ε6t6 1
ε

( t∫
ε

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(t, 1ε )
φ∥Lp,q

ω
6 23/s

′(
21/s′ − 1

) sup
n∈Z

σn,

следовательно,

A = sup
t>0

A(t) = sup
t>0

( t∫
0

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(t,∞)φ∥Lp,q
ω

6 23/s
′(

21/s′ − 1
) sup

n∈Z
σn.

С другой стороны, используя дискретный аналог теоремы 2 (замечание 2), получаем

σn 6 2n/s
′
∥χ(ξn,ξn+1)φ∥Lp,q

ω
6 2n/s

′
∥χ(ξn,∞)φ∥Lp,q

ω
= A(ξn) (24)

и
sup
n∈Z

σn 6 A, (25)

что согласно теореме 1 влечет за собой ∥T∥≈∥{σn}∥ℓ∞ . 2
Теорема 5. Пусть 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞. Оператор T : Lr,s

v (R+) →
Lp,q
ω (R+) вида (9) компактен тогда и только тогда, когда

∥{σn}∥ℓ∞ < ∞ и lim
k→+∞

sup
n>k

σn = lim
k→−∞

sup
n6k

σn = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Согласно оценке нормы оператора в тео-
реме 1 и неравенства (23) имеем

A 6 ∥T∥Lr,s
v →Lp,q

ω
6 23/s

′+2(
21/s′ − 1

) sup
n∈Z

σn,

что влечет за собой A < ∞.

В силу действия леммы 2 получаем оценку

A(ξk)=

( ξk∫
0

v(τ) dτ

)1/s′

∥χ(ξk,∞)φ∥Lp,q
ω

6 23/s
′

21/s′ − 1
sup
n>k

σn.

Тогда lim
k→+∞

A(ξk) = 0 в том случае, если lim
k→+∞

sup
n>k

σn = 0. Проводя аналогичные

рассуждения заключаем, что lim
k→−∞

A(ξk) = 0, если lim
k→−∞

sup
n6k

σn = 0 и дискретный

аналог теоремы 2 влечет за собой компактность оператора (9). Необходимость сле-
дует из неравенств (24)–(25). 2
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3. Оценки норм оператора

Лемма 4. Пусть I = (a, b), I ⊂ R+ и

A(I) = sup
a<x<b

∥χ(x,b)∥Lr′,s′
v

∥χ(a,x)φ∥Lp,q
ω

,

B(I) = sup
a<x<b

∥χ(a,x)∥Lr′,s′
v

∥χ(x,b)φ∥Lp,q
ω

.

Тогда
A(Jn ∪ Jn+1) > 4

1
s′ σn, B(Jn ∪ Jn+1) > σn+1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

A(Jn ∪ Jn+1) = sup
ξn<x<ξn+2

∥χ(x,ξn+2)∥Lr′,s′
v

∥χ(ξn,x)φ∥Lp,q
ω

>

> ∥χ(ξn+1,ξn+2)∥Lr′s′
v

∥χ(ξn,ξn+1)φ∥Lp,q
ω

=
[
V (ξn+2) − V (ξ+1)

]1/s′ ( σn

2(n−1)/s′

)
=

=

[
2n+2 − 2n+1

]1/s′
2

n−1
s′

· σn = 4
1
s′ σn.

B(Jn ∪ Jn+1) = sup
ξn<x<ξn+2

∥χ(ξn,x)∥Lr′,s′
v

∥χ(x,ξn+2)φ∥Lp,q
ω

>

> ∥χ(ξn,ξn+1)∥Lr′,s′
v

∥χ(ξn+1,ξn+2)φ∥Lp,q
ω

= σn+1.

2
Лемма 5. Пусть 0 < a < b < ∞, I = (a, b) ⊂ R+, точка c ∈ I выбрана так, что

∥TI∥ = sup
f =/ 0

∥χIφ(F − FI)∥Lp,q
ω

∥χIf∥Lr,s
v

≈ max(A(a, c), B(c, b)),

где
A(a, c) = sup

a<ς<c
∥χ(ς,c)∥Lr′,s′

v
∥χ(a,ς)φ∥Lp,q

ω
,

B(c, b) = sup
c<ς<b

∥χ(c,ς)∥Lr′,s′
v

∥χ(ς,b)φ∥Lp,q
ω

.

Определим
D(I) = max

(
A(a, c), B(c, b)

)
.

Пусть 0 < ε < ∥T∥, зададим множество

SI(ε) = {n ∈ Z : Jn ⊂ I, σn > ε},

и предположим, что cardSI(ε) > 4. Тогда D(I) > ε.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как множество SI(ε) > 4, то хотя бы один из интер-
валов (a, c) или (c, b) содержит два элемента Jn. В первом случае, обозначая n1 =

= min{n : n ∈ SI(ε)}, получаем, что Jn1 ∪ Jn1+1 ⊂ (a, c), и по лемме 4 имеем

A(a, c) > A
(
Jn1

∪ Jn1+1

)
> 4

1
s′ σn1

> 4
1
s′ ε > ε.

Если же два элемента попадают в интервал (c, b), то полагаем
n2 = max{n : n ∈ SI(ε)}. В этом случае Jn2−1 ∪ Jn2

⊂ (c, b) и

B(c, b) > B
(
Jn2−1 ∪ Jn2

)
> σn2

> ε.

Следовательно,
D(I) = max

(
A(a, c), B(c, b)

)
> ε.

2
Лемма 6. Пусть 0 < ε < ∥T∥, cardSI(ε) > 4. Тогда ∥TI∥ > ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условий теоремы 4 [9] ∥TI∥ ≈ D(I). Доказатель-
ство утверждения следует из леммы 5. 2

Лемма 7. Пусть 0 < ε < ∥T∥, интервалы Ii = (ci, ci+1), i = 0, 1, ..., N(ε), опре-
делены в соответствии с формулами (12) и (16). Тогда

card{k ∈ Z : σk > ε} 6 6N(ε).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как

card{k ∈ Z : cj ∈ Jk для некоторых j, 1 6 j 6 N} 6 N, (26)

то для k∈Z, не содержащихся во множестве (26), Jk⊂Ii=(ci,ci+1) при 16 i6N. По
выбору ∥TIk∥ и в силу действия условий леммы 6

card{k ∈ Z : Jk ⊂ Ii, σk > ε} 6 3.

Следовательно,

card{k ∈ Z : σk > ε} =

N∑
i = 0

card{k ∈ Z : Jk ⊂ Ii, σk > ε}+ 2N 6

6 3(N + 1) + 2N 6 6N.

2
Лемма 8. Для любого t > 0 справедливо неравенство

card{k ∈ Z : σk > t} 6 6 card

{
k ∈ N : ak(T )k

1
min(r,s)

− 1
max(p,q) > t

2cpq

}
,

где константа cpq определена формулой (6).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий теоремы 3 следует, что

card

{
k ∈ N : ak(T )k

1
min(r,s)

− 1
max(p,q) > 1

2cpq
ε

}
= N(ε).

Тогда, в силу условий леммы 7, получаем

card

{
k ∈ Z : σk > t}6 6N(t) = 6 card{k ∈ N : ak(T ) k

1
min(r,s)

− 1
max(p,q) > t

2cpq

}
.

2
Лемма 9. Для α ∈ (0,∞) выполняется неравенство∥∥∥{σk}

∥∥∥
ℓα(Z)

6 61/α2cpq

∥∥∥{ak(T )k 1
min(r,s)

− 1
max(p,q)

}∥∥∥
ℓα(N)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя к пространству ℓα свойство квазинормы (см.
[13, Proposition 1.1.4] ) с функцией распределения card{k ∈ Z : σk > t} последова-
тельности {σk} и используя лемму 8, имеем

∥∥∥{σk}
∥∥∥α
ℓα(Z)

= α

∞∫
0

tα−1card{k ∈ Z : σk > t} dt 6

6 6α

∞∫
0

tα−1card

{
k ∈ N : ak(T )k

1
min(r,s)

− 1
max(p,q) > t

2cpq

}
dt =

= 6 · (2cpq)α
∥∥∥{ak(T )k 1

min(r,s)
− 1

max(p,q)

}∥∥∥α
ℓα(N)

.

2
Теорема 6. Пусть 1 < max(r, s) 6 min(p, q), β =

max{p, q} · s′

max{p, q}+ s′
, α > β и

T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+) компактный опеpатоp вида (9). Тогда∥∥∥{ak(T )}∥∥∥
ℓα(N)

6 C
∥∥∥{σk}

∥∥∥
ℓα(Z)

,

где константа C = C(p, q, r, s, α, β).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 < ε < ∥T∥, N = N(ε) определены формулами (12)
и (16). Тогда для любого ck найдется номер jk такой, что ck ⊂ Jjk , и здесь возможны
следующие варианты:

1) jk0
< jk0+1

или
2) jk = jk+1 = ... = jk+mk

, Ii ⊂ Jjk , k 6 i 6 k +mk, mk > 1.
Используя теорему 4 [9] и лемму 2, в первом случае получаем

1) ε = ∥TIk0
∥ 6 C1D(Ik0

) 6 C1

(
A(Ik0

) +B(Ik0
)
)
6 C2 sup

jk0
6j6jk0+1

σj ≡ C2σjk ,
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для некоторого jk ∈ [jk0
, jk0+1].

Во втором случае, применя результаты леммы 3, имеем

2) εβmk =

k+mk∑
i = k

∥TIi∥β 6 Cβ
3 σ

β
jk
.

Следовательно,

N(ε) = card
{
k : σjk > ε

C2

}
+

∑
k:mk>1

card
{
k : σjk > εm

1/β
k

C3

}
6

6
∞∑

n = 1

card
{
k : σk > n1/βε

C4

}
,

где константа C4 = min{C2, C3}.
Верхняя оценка аппроксимативных чисел в теореме 3 показывает, что

card{k ∈ N : ak > ε} 6 N(ε).

Следовательно,

∥∥∥{ak(T )}∥∥∥α
ℓα(N)

= α

∞∫
0

tα−1card{k ∈ N : ak(T ) > t} dt 6

6 α

∞∫
0

tα−1N(t) dt 6 α

∞∫
0

∞∑
n = 1

tα−1card
{
k ∈ Z : σk > n1/βt

C4

}
dt =

= Cα
4

( ∞∑
n = 1

1

nα/β

) ∞∫
0

ατα−1card
{
k : σk > τ

}
dτ = Cα

5

∥∥∥{σk}
∥∥∥α
ℓα(Z)

,

где C5=C5(p,q,r,s,α,β). 2
Введем следующие обозначения:

Jα =

( ∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′
( ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α
q −1

qxq−1φ∗(x)
q
p dx

)1/α

,

J ′
α =

( ∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′ −1( ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α
q

v(x) dx

)1/α

.

Лемма 10. Пусть 0 < α < ∞, 1 < r, p < ∞, 1 < s, q < ∞. Функционал Jα < ∞ в
том и только в том случае, если J ′

α < ∞ и

Jα =
( q

s′

)1/α
J ′
α.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 6 Jα < ∞. Тогда

lim
t→∞

 ∞∫
t

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′

 ∞∫
x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q −1

qxq−1φ∗(x)
q
p dx


1/α

= 0,

что влечет за собой

lim
t→∞

( t∫
0

v(τ) dτ

) α
s′

 ∞∫
t

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

= 0.

Применяя формулу интегрирования по частям, получаем

Jα
α =

q

α

∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′ α

q

( ∞∫
x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α
q −1

qxq−1φ∗(x)
q
p dx =

=
q

α

∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′

d

(
−

∞∫
x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α
q

>

> q

s′

∞∫
0

( x∫
0

v(τ) dτ

) α
s′ −1( ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

)α
q

v(x) dx =
q

s′
J ′
α
α
.

Итак,
( q

s′

) 1
α

J ′
α6Jα<∞, следовательно, J ′

α<∞.
Доказательство достаточности. Пусть J ′

α<∞. Рассуждая аналогично тому, как
это делалось выше, получаем

lim
t→0

 t∫
0

v(τ) dτ


α
s′
 ∞∫

t

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

= 0.

J ′
α
α
=

∞∫
0

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′ −1 ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

v(x) dx =

=
s′

α

∞∫
0

 ∞∫
x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

d

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′

=

=
s′

α

∞∫
0

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′

d

−
∞∫
x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

=

=
s′

q

∞∫
0

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′
 ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q −1

qxq−1φ∗(x)
q
p dx =

s′

q
Jα

α.
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Получили, что
(
s′

q

) 1
α

Jα6J ′
α<∞, следовательно, Jα<∞. 2

Основной результат работы содержится в следующей теореме.

Теорема 7. Пусть 0 < α < ∞, 1 < r, p < ∞, 1 < s, q < ∞ и Jα < ∞. Тогда ком-
пактный оператор T : Lr,s

v (R+) → Lp,q
u (R+) в области 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞

вида

Tf(x) = φ(x)

x∫
0

f(τ)v(τ) dτ, x > 0,

является S
(a)
α -оператором и

( ∞∑
n = 1

aαn(T )

)1/α

≪

 ∞∫
0

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′ −1 ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

v(x) dx


1/α

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 < α < ∞. На первом шагом докажем неравенство(∑
k

σα
k

)1/α

≪ J ′
α. Действительно,

J ′α
α =

∑
k

ξk+1∫
ξk

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′ −1 ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt

α
q

v(x) dx >

> s′

α

∑
k

∥χ(ξk+1,∞)φ∥αLp,q
ω

ξk+1∫
ξk

d

 x∫
0

v(τ) dτ

 α
s′

>

> s′

α

∑
k

∥χ(ξk+1,∞)φ∥αLp,q
ω


 ξk+1∫

0

v(τ) dτ


α
s′

−

 ξk∫
0

v(τ) dτ


α
s′
 >

> s′

α

∑
k

∥χ(ξk+1,∞)φ∥αLp,q
ω

[
2

(k+1)α

s′ − 2
kα
s′
]
> s′

α

(
1 − 2

−α
s′
)∑

k

σα
k .

Следовательно,(∑
k

σα
k

)1/α

6
[
s′

α

(
1 − 2

−α
s′
)]−1/α

J ′
α, 0 < α < ∞.

В силу условий леммы 10 мы имеем Jα≈J ′
α. Далее, по теореме 6,∥∥∥{ak(T )}∥∥∥

ℓα(N)
6 C

∥∥∥{σk}
∥∥∥
ℓα(Z)

,

где константа C=C(p,q,r,s,α,β), что и доказывает справедливость оценки( ∞∑
n = 1

aαn(T )

)1/α

≪ J ′
α.
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2
В монографии А. Пича [1, 14.3.11-14.3.12] доказано вложение S

(a)
α1 ⊆ Eα2

при
0<α16α2<∞, что также позволяет получить оценку

( ∞∑
n = 1

eα2
n (T )

)1/α2

≪

 ∞∫
0

 x∫
0

v(τ) dτ


α1
s′ −1 ∞∫

x

qtq−1φ∗(t)
q
p dt


α1
q

v(x) dx


1/α1

.
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ABSTRACT

In the paper conditions are found under which the compact operator Tf(x) =

φ(x)
x∫
0

f(τ)v(τ) dτ, x > 0, acting in weighted Lorentz spaces T : Lr,s
v (R+) →

Lp,q
ω (R+) in the domain 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞, belongs to opera-

tor ideals S
(a)
α and Eα, 0 < α < ∞. And estimates are also obtained for the

quasinorms of operator ideals in terms of integral expressions which depend

on operator weight functions.

Key words: operator ideal, Hardy operator, compact operator, Lorentz spaces,

approximation numbers, entropy numbers.


