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Алгоритм решения краевой задачи

радиационного теплообмена

без условий для интенсивности излучения

Представлен оптимизационный алгоритм решения краевой задачи для стацио-
нарных уравнений радиационно-кондуктивного теплообмена в трехмерной об-
ласти в рамках P1-приближения уравнения переноса излучения. Выполнен ана-
лиз задачи оптимального управления, аппроксимирующей краевую задачу, в
которой не задаются граничные условия для интенсивности излучения. Теоре-
тический анализ проиллюстрирован численными примерами.
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Задача оптимального управления

Рассмотрим систему полулинейных эллиптических уравнений, моделирующую

радиационный и диффузионный теплообмен в ограниченной области Ω⊂R
3 [1–3]:

− a∆θ + bκa(|θ|θ
3 − ϕ) = 0, − α∆ϕ+ κa(ϕ − |θ|θ

3) = 0, x ∈ Ω. (1)

Положительные физические параметры a, b, κa и α, описывающие свойства среды,

описаны в [3]. Функция θ — нормализованная температура, ϕ — нормализованная

интенсивность излучения, усредненная по всем направлениям.

Сформулируем задачу граничного оптимального управления, которая является

аппроксимацией краевой задачи для уравнений (1), где не заданы краевые условия

для интенсивности излучения ϕ, а ставятся условия для температуры и тепловых

потоков на границе. С этой целью дополним уравнения (1) краевыми условиями на

границе Γ=∂Ω,
a(∂nθ + θ) = r, α(∂nϕ+ ϕ) = u на Γ, (2)
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где функция r(x), x∈Γ задана, а неизвестная функция u(x), x∈Γ является управле-

нием; ∂n — производная в направлении внешней нормали n.

Требуется найти тройку функций {θλ,ϕλ,uλ}, минимизирующую функционал

Jλ(θ, u) =
1

2

∫

Γ

(θ − θb)
2dΓ +

λ

2

∫

Γ

u2dΓ (3)

на решениях краевой задачи (1), (2). Функция θb(x),x∈Γ и параметр регуляризации

λ> 0 заданы.

Цель работы состоит в доказательстве того, что при подходящем выборе гра-

ничной функции r задача (1)–(3) аппроксимирует при λ→+0 краевую задачу для

системы (1) с граничными условиями только для температурного поля

θ|Γ = θb, ∂nθ|Γ = qb. (4)

Для этого достаточно положить r : =a(θb+qb).

Отметим работы [1–21], в которых представлен анализ краевых, экстремальных

и обратных задач для диффузионных уравнений радиационного теплообмена. Крае-

вые задачи, учитывающие радиационный теплообмен, рассмотрены в [22–27]. Отме-

тим также, что разрешимость краевых задач для уравнений сложного теплообмена

с условиями (4) для температуры доказана в [20, 21].

В данной заметке анонсируются результаты теоретического анализа задачи оп-

тимального управления (1)–(3). Получены априорные оценки решения задачи (1),

(2), доказана разрешимость задачи оптимального управления и выведена система

оптимальности. Полученные оценки позволили доказать, что последовательность

{θλ,ϕλ,uλ} решений задачи (1)–(3) при λ→+0 сходится к решению краевой зада-

чи (1), (4) с условиями типа Коши для температуры. Численные примеры демон-

стрируют эффективность предложенного алгоритма решения задачи управления.

1. Разрешимость экстремальной задачи

Пусть Ω⊂R
3 — ограниченная, строго липшицева область, граница Γ которой

состоит из конечного числа гладких кусков. Через Hs обозначаем пространство Со-

болева W s
2 . Пусть H =L2(Ω), V =H1(Ω), V ′ – пространство, сопряженное с про-

странством V , при этом V ⊂H=H ′⊂V ′. Обозначаем через ‖·‖ норму в H , а через

(f,v) — значение функционала f ∈V ′ на элементе v∈V , совпадающее со скалярным

произведением в H , если f ∈H . Через U обозначаем пространство L2(Γ) с нормой

‖u‖Γ=

(

∫

Γ

u2dΓ

)1/2

.

Далее считаем, что справедливы следующие условия:

(i) a,b,α,κa,λ=Const> 0,

(ii) θb, qb∈U, r=a(θb+qb).

Рассмотрим операторы A: V→V ′, B : U→V ′ такие, что для любых y,z∈V , w∈U :

(Ay, z) = (∇y,∇z) +

∫

Γ

yzdΓ, (Bw, z) =

∫

Γ

wzdΓ.
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Поскольку форма (Ay,z) определяет скалярное произведение в пространстве V и

норма ‖z‖V =
√

(Az,z) эквивалентна стандартной норме пространства V , то обрат-

ный оператор A−1 : V ′ 7→V непрерывен. Кроме того, для любых v∈V , w∈U , g∈V ′

справедливы неравенства

‖v‖2 6 C0‖v‖
2
V , ‖v‖V ′ 6 C0‖v‖V , ‖Bw‖V ′ 6 ‖w‖Γ, ‖A−1g‖V 6 ‖g‖V ′ ,

где C0> 0 зависит только от области Ω.

Будем использовать обозначение [h]s : = |h|ssignh, s> 0, h∈R для монотонной

степенной функции.

Для формализации задачи оптимального управления определим оператор огра-

ничений F (θ,ϕ,u) :V ×V ×U→V ′×V ′,

F (θ, ϕ, u) = {aAθ + bκa([θ]
4 − ϕ) − Br, αAϕ+ κa(ϕ − [θ]4) − Bu}.

Отметим, что равенство F (θ,ϕ,u)= 0 означает, что пара θ,ϕ∈ V является слабым

решением задачи (1), (2).

Задача (C). Найти тройку {θ,ϕ,u}∈V ×V ×U такую, что

Jλ(θ, u) ≡
1

2
‖θ − θb‖

2
Γ +

λ

2
‖u‖2Γ → inf, F (θ, ϕ, u) = 0.

Для доказательства разрешимости задачи управления предварительно устанав-

ливается однозначная разрешимость краевой задачи (1), (2) и выводятся необходи-

мые априорные оценки.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i), (ii), u ∈ U . Тогда существует един-

ственное слабое решение задачи (1), (2), и при этом

a‖θ‖V 6 ‖r‖Γ +
C0κa

α
‖r + bu‖Γ,

αb‖ϕ‖V 6 ‖r‖Γ +

(

C0κa

α
+ 1

)

‖r + bu‖Γ.
(5)

Доказательство теоремы основано на том, что слабое решение задачи (1), (2)

удовлетворяет равенствам

aAθ +
κa

α
θ + bκa[θ]

4 = g, ϕ =
1

αb
(A−1B(r + bu) − aθ). (6)

Здесь
g = Br +

κa

α
A−1B(r + bu) ∈ V ′.

Однозначная разрешимость уравнения (6) с монотонной нелинейностью хорошо из-

вестна (см. например [28]).

Оценки (5) решения управляемой системы позволяют доказать разрешимость

задачи оптимального управления.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i), (ii). Тогда существует решение за-

дачи (C).
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2. Система оптимальности

В соответствии с принципом Лагранжа [29] для проверки невырожденности усло-

вий оптимальности первого порядка достаточно проверить, что образ производной

оператора ограничений F (y,u), где y= {θ,ϕ} ∈ V ×V , совпадает с пространством

V ′×V ′.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i), (ii). Для любой пары ŷ ∈ V × V ,

û ∈ U справедливо равенство

ImF ′

y(y, u) = V ′ × V ′.

Лагранжиан задачи (C) имеет вид

L(θ, ϕ, u, p1, p2) =Jλ(θ, u)+(aAθ+bκa([θ]
4− ϕ)−Br, p1)+(αAϕ+κa(ϕ − [θ]4)−Bu, p2).

Здесь p={p1,p2}∈V ×V — сопряженное состояние. Принцип Лагранжа [29, Теорема

1.5] дает следующую систему оптимальности.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (i),(ii). Если {θ̂, ϕ̂, û} — решение задачи

(C), то существует единственная пара {p1, p2} ∈ V × V такая, что

aAθ̂ + bκa([θ̂]
4 − ϕ̂) = Br, αAϕ̂ + κa(ϕ̂ − [θ̂]4) = Bû,

aAp1 + 4|θ̂|3κa(bp1 − p2) = B(θb − θ̂), αAp2 + κa(p2 − bp1) = 0

и при этом λû=p2.

3. Сходимость при λ→+0

Покажем, что решения задачи (C) при λ→+0 аппроксимируют решение зада-

чи (1), (4). Существование θ,ϕ∈H2(Ω), удовлетворяющих (1), (4) для достаточно

гладких θb, qb, и достаточные условия единственности решения установлены в [21].

Теорема 5. Пусть выполняются условия (i), (ii) и существует решение зада-

чи (1), (4). Если {θλ, ϕλ, uλ} — решение задачи (C) для λ > 0, то существует после-

довательность λ→ +0 такая, что

θλ → θ∗, ϕλ → ϕ∗ слабо в V, сильно в H,

где θ∗, ϕ∗ — решение задачи (1), (4).

Доказательство теоремы основано на оценке

Jλ(θλ, uλ) =
1

2
‖θλ − θb‖

2
Γ +

λ

2
‖uλ‖

2
Γ 6 Jλ(θ, u) =

λ

2
‖u‖2Γ,

где θ,ϕ∈H2(Ω) — решение задачи (1), (4), u=α(∂nϕ+ϕ)∈U.
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4. Численные примеры

В соответствии с теоремой 4 градиент функционала качества равен J ′

λ(u) =

= λu− p2, где u∈U — управление в граничном условии (2), p2 — компонента со-

пряженного состояния из системы оптимальности. Для численного решения задачи

оптимального управления будем использовать следующий алгоритм.

Алгоритм градиентного спуска:

1. Выбираем значение градиентного шага ε, количество итераций N , начальное

приближение для управления u0∈U .

2. for k←0,1,2,...,N do: Для данного uk рассчитываем состояние {θk,ϕk} из (1),

(2). Рассчитываем значение функционала качества Jλ(θk,uk) из (3). Рассчитываем

сопряженное состояние pk={p1k,p2k} из системы оптимальности, где θ̂ : =θk, û=uk.

Пересчитываем управление uk+1=uk− ε(λuk−p2).

Значение параметра ε выбирается таким образом, чтобы значение ε(λuk − p2)

являлось существенной поправкой для uk+1. Количество итераций N выбирается

достаточным для выполнения условия Jλ(θk,uk)−Jλ(θk+1,uk+1)<δ, где δ>0 задает

точность расчетов. Для численного решения прямой задачи с заданным управлени-

ем и сопряженной системы использовался солвер FEniCS [30,31].

Приведем примеры расчетов для куба Ω= (x,y,z), 06x,y,z6 l. Пусть l=1 см,

a=0.006[см2/c], b=0.025[см/с], β=0.00005[см/с], κ=1[см−1], κs =0, A=0,

γ=0.3. Указанные параметры соответствуют стеклу [11]. Параметр регуляризации

λ=10−12.

Пример 1. Положим в условии (2) r=0.8cos(x)+0.1,u=û=y. Далее рассчитыва-

ем состояние θ и ϕ как решение задачи (1)–(2) и в качестве θb выбираем граничные

значения функции θ на Γ. Применяя предложенный алгоритм с начальным при-

ближением u0=0.1, находим приближенное решение задачи (C). Квадрат разницы

тестового и найденного решения, а также динамика функционала качества пред-

ставлены на рисунке 1.

(a) (û − u100)2 (b) Изменение функционала в зависимости
от числа итераций

Рис. 1
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Пример 2. Зададим функции θb, qb в краевом условии (4) следующим образом:

θb = 0.1z + 0.3, qb =











0.11, если z = 1,

0, если 0 < z < 1,

− 0.15, если z = 0.

В данном примере оптимальное управление u в качестве тестового не задается.

На рисунке 2 представлен результат работы алгоритма.

(a) Оптимальное управление (b) Изменение функционала в зависимости
от числа итераций

Рис. 2

Компоненты состояния, соответствующие найденному управлению, представле-

ны на рисунке 3.

(a) Температурa θ (b) Излучение ϕ

Рис. 3
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ABSTRACT

An optimization algorithm for solving the boundary value problem for the

stationary equations of radiation-conductive heat transfer in the three-

dimensional region is presented in the framework of the P1 - approxima-

tion of the radiation transfer equation. The analysis of the optimal control

problem that approximates the boundary value problem where they are not

defined boundary conditions for radiation intensity. Theoretical analysis is

illustrated by numerical examples.

Key words: equations of radiative heat transfer, diffusion approximation,

optimal control problem, Cauchy type conditions, numerical simulation.
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