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Задача радиационного теплообмена
без краевых условий

для интенсивности излучения

Рассмотрена стационарная задача радиационно-диффузионного теплообмена в
трехмерной области в рамках P1-приближения уравнения переноса излучения.
Краевые условия для интенсивности излучения не задаются, но есть дополни-
тельное краевое условие для температурного поля. Установлена нелокальная
разрешимость задачи и показано, что множество решений гомеоморфно конеч-
номерному компакту. Представлено условие единственности решения.

Ключевые слова: уравнения радиационного теплообмена, диффузионное при-
ближение, нелокальная разрешимость.

Введение

Система нелинейных эллиптических уравнений, описывающая радиационно-диф-
фузионный теплообмен в ограниченной области Ω⊂R3 имеет вид [1]:

− a∆θ + bκa(|θ|θ3 − ϕ) = 0, − α∆ϕ+ κa(ϕ − |θ|θ3) = 0, x ∈ Ω. (1)

Здесь θ — нормализованная температура, ϕ— нормализованная интенсивность излу-
чения, усредненная по всем направлениям. Положительные физические параметры
a, b, κa и α, описывающие свойства среды, определяются стандартным образом [2].

Предполагается, что функция θ удовлетворяют следующему условию на границе
Γ =∂Ω:

θ = θb. (2)

Для того, чтобы задать стандартное краевое условие для интенсивности излучения

α∂nϕ+ γ(ϕ − θ4
b ) = 0,

требуется знать функцию γ=γ(x), x∈Γ, описывающую отражающие свойства гра-
ницы. Здесь через ∂n обозначаем производную по направлению внешней нормали n.
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Рассмотрим постановку краевой задачи, предполагая, что функция γ неизвестна
и вместо краевого условия для интенсивности излучения будет задана нормальная
производная температуры, определяющая тепловые потоки на границе

∂nθ = qb. (3)

Отметим, что, зная решение задачи (1)–(3), можно вычислить неизвестную функ-
цию γ, используя краевое условие для интенсивности излучения.

Теоретический и численный анализ краевых и обратных задач, а также задач
управления для уравнений радиационного теплообмена в рамках P1-приближения
для уравнения переноса излучения представлен в [3]– [25]. Различные краевые за-
дачи, связанные с радиационным теплообменом, изучены в [26]– [29].

Вопрос о корректности сформулированной задачи без краевых условий на интен-
сивность излучения является открытым. В данной заметке анонсируются результа-
ты, связанные с изучением множества решений. Представлена теорема о нелокаль-
ной разрешимости задачи (1)–(3). Показано, что множество решений гомеоморф-
но компакту в конечномерном пространстве, и получено достаточное условие един-
ственности решения.

1. Слабая формулировка задачи

В дальнейшем считаем, что Ω⊂R3 — ограниченная строго липшицева область,
граница Γ которой состоит из конечного числа гладких кусков. Более точно, будем
предполагать, что для области Ω справедливы свойства 1,2 из [30, гл.3, §8]. Через Lp,
16p6∞ обозначаем пространство Лебега, а через Hs — пространство СоболеваW s

2 .
Hs

0(Ω) — замыкание C∞
0 (Ω) по норме пространства Hs(Ω). Скалярное произведение

и норма в L2(Ω) определяются стандартным образом:

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, ‖f‖2 = (f, f).

Пусть V =H2
0 (Ω). Условия на область Ω позволяют выбрать скалярное произведение

в V в виде [u,v] = (∆u,∆v), ‖f‖V =‖∆f‖.
Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям

(i) θb = θ̂|Γ, qb = ∂nθ̂|Γ, где θ̂ ∈ H2(Ω),

Получим слабую формулировку задачи. Из уравнений (1) следует равенство

∆(aθ + αbϕ) = 0.

Первое уравнение в (1) запишем в виде

− a∆θ + bκa|θ|θ3 +
aκa
α
θ =

κa
α

(aθ + αbϕ).

Умножим это уравнение на функцию ∆v, где v∈H2
0 (Ω), и проинтегрируем по обла-

сти Ω. Тогда

(− a∆θ + bκa|θ|θ3 +
aκa
α
θ,∆v) =

κa
α

(aθ + αbϕ,∆v) = 0.
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Определение. Пара θ∈H2(Ω), ϕ∈L2(Ω) называется слабым решением задачи
(1)–(3), если

(− a∆θ + g(θ),∆v) = 0 ∀v ∈ H2
0 (Ω); θ|Γ = θb, ∂nθ|Γ = qb; (4)

bκaϕ = − a∆θ + bκa|θ|θ3 п.в. в Ω.

Здесь g(θ) = bκa|θ|θ3 + aκa

α θ.

2. Непустота множества решений и его структура

Пусть θ, ϕ — слабое решение задачи (1)–(3). Тогда θ= θ̂+ζ, где ζ∈V и ζ является
решением задачи

a(∆ζ,∆v) = (g(θ̂ + ζ) − a∆θ̂,∆v) ∀v ∈ V. (5)

Определим нелинейный оператор A :V →V ,

[Au, v] = (
1

a
g(θ̂ + u) − ∆θ̂,∆v) ∀v ∈ V.

Тогда задача (5) равносильна отысканию неподвижной точки оператора A, ζ =

=Aζ. Нетрудно проверить, что, в силу компактности вложения V ⊂L2(Ω), оператор
A вполне непрерывен. Таким образом, для доказательства разрешимости задачи
(5) достаточно, на основании принципа Лере –Шаудера доказать равномерную по
λ∈ (0,1] ограниченность в V множества решений операторного уравнения ζ=λAζ.

Свойство строгой монотонности функции t∈R→g(t) и положительность производ-
ной g′ позволяют получить априорную оценку ‖∆θ‖6C. Постоянная C здесь зависит
только от области Ω, функций θb, θ̂ и не зависит от λ∈ (0,1]. Поэтому

‖ζ‖V = ‖θ − θ̂‖V 6 ‖∆θ‖+ ‖∆θ̂‖ 6 C.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i). Тогда существует слабое решение
задачи (1)–(3).

Из теоремы 1 следует, при выполнении условий (i), что множество решений
задачи (1)–(3) ограничено в пространстве H2(Ω)×L2(Ω). Соответственно множе-
ство R решений задачи (5) ограничено в V и в пространстве C(Ω̄). Пусть M =

= sup{4‖θ3‖C(Ω̄), θ= θ̂+ζ, ζ ∈R}<+∞. Тогда справедлива оценка

a‖∆ζ‖ 6 bκaM‖ζ‖. (6)

В силу теоремы Гильберта –Шмидта, собственные функции {wj}⊂V , определяемые
из условий

(∆wj ,∆v) = λj(wj , v) ∀v ∈ V, j = 1, 2, . . . , (wi, wj) = δij , 0 < λ1 6 λ2 6 . . . ,

образуют базис пространств L2(Ω) и V , причем λj→+∞ при j→+∞. Поскольку
λ1‖ζ‖2 6 ‖∆ζ‖2, то из оценки (6) следует единственность решения задачи (5), если
выполняется условие

a
√
λ1 > bκaM. (7)
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В общем случае из оценки (6), аналогично [24], выводится существование проек-
тора, который осуществляет взаимно однозначное соответствие между R и некото-
рым компактом в конечномерном пространстве, причем непрерывность обратного
отображения вытекает из компактности множества R.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i). Тогда множество решений задачи
(1)–(3) непусто и гомеоморфно компакту, лежащему в конечномерном пространстве,
а если выполняется условие (7), то решение единственно.
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ABSTRACT

The stationary problem of radiation-diffusion heat transfer in three-

dimensional domain within the P1 - approximations of the radiation transfer

equation is considered. The boundary conditions for the intensity of radia-

tion are not specified, but there is an additional boundary condition for the

temperature field. The non-local solvability of the problem is established and

it is shown that the set of solutions is homeomorphic to a finite-dimensional

compact. Submitted condition uniqueness of the solution. The conditions

for the uniqueness of the solution are presented.

Key words: radiation heat transfer, diffusion approximation, non-local solv-

ability.
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