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Стабилизация вихревых течений
сквозь кольцевую область

В заметке рассмотрена плоская нестационарная задача протекания идеальной
несжимаемой и однородной жидкости сквозь кольцевую область, и дано опи-
сание поведения её решений при 𝑡 → +∞.
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Введение

Г.В. Алексеев [1], по-видимому, первым указал на возможность стабилизации
стационарного решения уравнений динамики идеальной несжимаемой жидкости.
Он рассмотрел задачу протекания жидкости сквозь плоский канал, и установил,
что при нагнетании в канал безвихревой жидкости и при выполнении некоторых
дополнительных условий согласования все достаточно малые вихревые возмуще-
ния, первоначально локализованные внутри канала, выносятся из него за конечное
время, так что установившийся режим течения оказывается потенциальным. Даль-
нейшее развитие этого результата, в частности, его обобщение на вихревые потоки в
канале см. в [2–5]. В данной заметке речь идёт о течениях, вызываемых нагнетанием
завихренной жидкости в кольцевую область. В этом случае установившееся течение
невозможно [2]. Тем не менее мы указываем некую «асимптотику» при 𝑡→+∞.

1. Задача протекания

Пусть 𝐷⊂R2 — кусочно-гладкая область, 𝑆=𝜕𝐷, 𝑆*⊂𝑆 — множество «вершин»,
в которых нормаль к границе не определена, n — орт внешней нормали на 𝑆 ∖𝑆*.
Пусть в области 𝐷0 ⊃𝐷 заданы функции 𝛾 = 𝛾(𝑥),𝜔+ =𝜔+(𝑥), причём 𝛾 ∈C(𝐷0),
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𝜔+∈C(𝐷0). Рассмотрим начально-краевую задачу

v𝑡 + 𝜔 × v = − ∇𝐻; 𝐻 = 𝑃 + v2/2; 𝜔 = rotv (1)
divv = 0; (2)

v · n|𝑆∖𝑆*
= 𝛾; (3)

𝜔|𝑆+ = 𝜔+, 𝑆+ = {𝑥 ∈ 𝑆 ∖ 𝑆* : 𝛾(𝑥) < 0}; (4)

здесь уравнения Эйлера (1)–(2) рассматриваются в цилиндре 𝐷×{𝑡>0}; неизвест-
ные — векторное поле (скорость) v=v(𝑥,𝑡) и скалярное поле (давление) 𝑃 =𝑃 (𝑥,𝑡);
так как поле плоское, 𝜔=𝜔e3, 𝜔=𝑣2𝑥1

−𝑣1𝑥2
, где нижние индексы 𝑥1, 𝑥2 обозначают

частные производные по одноименным декартовым координатам, а 𝑣1,𝑣2 — соот-
ветствующие проекции поля скорости. Предполагается, что заданная нормальная
скорость 𝛾 согласуется c уравнением (2), выражающим несжимаемость жидкости.
Множество 𝑆+ представляет собой вход потока в канал. Наряду со входом, нормаль-
ная скорость определяет выход потока 𝑆− ={𝑥∈𝑆 ∖𝑆* :𝛾(𝑥)>0}, и непроницаемые
стенки 𝑆0 ={𝑥∈𝑆 ∖𝑆* :𝛾(𝑥)=0}. В общем случае 𝛾=𝛾(𝑥,𝑡) и 𝜔+ =𝜔+(𝑥,𝑡), но мы не
рассматриваем здесь эту возможность.

Существование глобального классического решения задачи (1)–(4) при заданном
начальном условии v=v0 при 𝑡= 0 установил В.И. Юдович [6], при этом область
и другие данные считались достаточно гладкими, а вход, выход и непроницаемые
стенки — объединениями компонент связности границы. Обобщения см. в [7, 8].

В цитированной выше работе Алексеева под каналом понимается криволинейный
четырёхугольник с ненулевыми углами при вершинах, причём одна пара противопо-
ложных сторон представляет собой вход и выход, а другая — непроницаемые стенки.
Если 𝐷 — канал, и 𝜔+=0 (безвихревой вход), то задача (1)–(4) имеет потенциальное
стационарное решение v=∇𝜙, где ∆𝜙= 0 в 𝐷, 𝑑𝜙/𝑑𝑛= 𝛾 на 𝑆. Стабилизация за-
ключается в том, что для любого решения задачи (1)–(4), удовлетворяющего опре-
делённым условиям малости и согласования, найдётся 𝑇 ∈ (0,+∞), такое, что это
нестационарное решение совпадает с потенциальным при всех 𝑡>𝑇 .

2. Вспомогательные конструкции

С целью описания движения материальных частиц потока жидкости, рассмат-
риваемого в заданной области 𝐷 при 𝑡>0, поставим задачу Коши

𝜕𝑠𝑋 = v(𝑋, 𝑠); 𝑋|𝑠 = 𝑡 = 𝑥, (5)

где v=v(𝑥,𝑡) – поле скорости течения. Предположим, что v∈C1(𝐷×{𝑡>0}). Най-
дутся 𝜏1 =𝜏1(𝑥,𝑡)∈(0,𝑡) и 𝜏2 =𝜏2(𝑥,𝑡)>𝑡 такие, что решение 𝑋=𝑋(𝑠,𝑥,𝑡) определено
для всех 𝑠∈(𝜏1(𝑥,𝑡),𝜏2(𝑥,𝑡)). Отображение 𝑠 ↦→𝑋(𝑠,𝑥,𝑡) указанной задачи параметри-
зует путь материальной частицы, находящейся в момент времени 𝑡>0 в точке 𝑥∈𝐷.
Этот путь — характеристика уравнений движения (1)–(2).

Определение 1. Временем, местом рождения и возрастом материальной части-
цы назовём, соответственно, функции 𝜏, 𝑎, 𝛿, определённые равенствами

𝜏(𝑥, 𝑡) = inf{𝑠 > 0 : 𝑋(𝑠, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷}; 𝑎(𝑥, 𝑡) = lim
𝑠→𝜏(𝑥,𝑡)

𝑋(𝑠, 𝑥, 𝑡); 𝛿 = 𝑡 − 𝜏.
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Если граница 𝑆 области течения 𝐷 полностью непроницаема для всех 𝑡> 0, то
𝜏(𝑥,𝑡) = 0, 𝛿(𝑥,𝑡) = 𝑡 для всех 𝑥∈𝐷∪𝑆 и 𝑡> 0 и 𝑎(·,𝑡) =𝑋(0, ·,𝑡) — диффеоморфизм
𝐷→𝐷 и 𝑆→𝑆 для всех 𝑡>0. Если же 𝜏(𝑥,𝑡)>0, то 𝑎(𝑥,𝑡) =𝑋(𝜏(𝑥,𝑡),𝑥,𝑡)∈𝑆+.

Пример (Течение в круговом кольце). Пусть 𝜌 = |𝑥|, 𝐷 = {1 < 𝜌 < 𝜌0} и 𝜃 — ази
мутальная координата. Пусть v = (𝑢, 𝑣) в полярных координатах 𝜌, 𝜃. Полагаем

𝑢 =
𝑞

2𝜋𝜌
, 𝑣 =

𝜅𝑡+ 𝜅0
2𝜋𝜌

− Ω𝜌

2
, 𝑞, 𝜅, 𝜅0,Ω = const, 𝑞 > 0, 𝜅 = 𝑞Ω. (6)

Непосредственная проверка показывает, что поле (6) — точное решение задачи
(1)–(4) в круговом кольце 𝐷={1<𝜌<𝜌0}, где следует положить

𝛾|𝜌 = 1 = − 𝑞

2𝜋
, 𝛾|𝜌 = 𝜌0

=
𝑞

2𝜋𝜌0
, 𝜔+ = Ω.

(мы не приводим выражение давления). Таким образом, 𝑆+ = {𝜌= 1}, 𝑆− = {𝜌=

=𝜌0}; при этом азимутальная скорость линейно растёт со временем. Движение 𝑋=

= (𝑅,Θ)(𝑠,𝜌,𝜃,𝑡) определяет задача Коши

𝑅𝑠 =
𝑞

2𝜋𝑅
, Θ𝑠 =

𝜅𝑠+ 𝜅0
2𝜋𝑅2

− Ω

2
, 𝑅|𝑠 = 𝑡 = 𝜌, Θ|𝑠 = 𝑡 = 𝜃.

Время рождения и возраст материальных частиц распределены так

𝜏(𝑥, 𝑡) = max

(︂
𝑡 − 𝜋(𝜌2 − 1)

𝑞
, 0

)︂
, 𝛿(𝑥, 𝑡) = min

(︂
𝜋(𝜌2 − 1)

𝑞
, 𝑡

)︂
.

Определение 2. Гладкую ограниченную двусвязную область плоскости R2 на-
зовём кольцевой.

Оказывается, в произвольной кольцевой области определено течение типа (6).

Предложение 1. Пусть в кольцевой области 𝐷 поставлена задача (1)–(4), при
чём 𝜔+ = const, а нормальная скорость 𝛾 задана так, что 𝑆+ и 𝑆− совпадают с
компонентами связности 𝑆 = 𝜕𝐷. Тогда задача (1)–(4) имеет решение V, линейно
растущее со временем. Это решение выражается следующим образом:

V = (𝑡𝜅+ 𝜅0)h + 𝑞∇𝜓ℎ + ∇⊥𝜓, где ∇⊥ = (𝜕𝑥2
,− 𝜕𝑥1

); (7)

roth = 0, divh = 0 в 𝐷, h · n|𝑆 = 0;

∮︁
𝑆+

h · dx = 1;

h = ∇⊥𝜓ℎ : ∆𝜓ℎ = 0 в 𝐷, 𝜓ℎ|𝑆+ = 𝑐+ = const, 𝜓ℎ|𝑆− = 0,

∫︁
𝑆+

𝑑𝜓ℎ

𝑑𝑛
𝑑𝑠 = − 1; (8)

𝜅 = −
∫︁
𝑆+

𝜔+𝛾 𝑑𝑠; 𝑞 = −
∫︁
𝑆+

𝛾 𝑑𝑠; 𝜅0 =

∫︁
𝑆+

v0 · dx; (9)

− ∆𝜓 = 𝜔+ в 𝐷, 𝜓|𝑆+ = 𝜓+, 𝜓|𝑆− = 𝜓−, 𝑑𝜓± =

(︂
𝛾 − 𝑞

𝑑𝜓ℎ

𝑑𝑛

)︂
𝑑𝑠 на 𝑆±; (10)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение проверяется непосредственно. При этом по-
лезно заметить, что нормировка функции 𝜓ℎ, указанная в (8) достигается выбором
константы 𝑐+, а однозначность функций 𝜓± — равенствами

∫︀
𝑆±

𝑑𝜓± = 0. (см. (10)) 2

Замечание 1. Из выражений коэффициента 𝜅, данного в (9), видно, что решение
(7) задачи (1)–(4) растёт линейно при любых данных, удовлетворяющих условию
𝜔+ = const, за исключением 𝜔+ = 0. В последнем случае решение (7) стационарно.

3. Основной результат

Теорема 1. Пусть в кольцевой области 𝐷 поставлена задача (1)–(4), причём
𝜔+ = const, а нормальная скорость 𝛾 задана так, что 𝑆+ и 𝑆− совпадают с компо
нентами связности 𝑆 = 𝜕𝐷. Пусть, кроме того, задано начальное условие: v = v0 при
𝑡 = 0 и выполнены все условия гладкости и согласования данных, достаточные для
существования классического решения v указанной начально-краевой задачи. Тогда
v = V+u, где поле V — точное решение задачи (1)–(4), введённое предложением 1,
а возмущение u удовлетворяет условиям:

u · n = 0 на 𝑆;

∮︁
𝑆+

u · dx = 0; (11)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐷

𝑓(rotu) 𝑑𝑥 = −
∫︁
𝑆−

𝑓(rotu)𝛾 𝑑𝑠 6 0, ∀ 𝑓 ∈ C1(R) : 𝑓(0) = 0. (12)

где rotu=𝑢2𝑥1 −𝑢1𝑥2 . Если, к тому же, поле V удовлетворяет условию

sup{𝛿(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑡 > 0} = 𝑡* <∞, (13)

то найдётся 𝜖= 𝜖(V)> 0 такое, что для любого течения v c начальной скоростью
v0 : sup𝐷 |rotv0−𝜔+|<𝜖 найдётся 𝑇 =𝑇 (v,V) : v(·,𝑡) =V ∀𝑡>𝑇 .

Итак, теорема 1 даёт достаточные условия существования режима протекания
идеальной несжимаемой жидкости сквозь кольцевую область, обладающего свое-
го рода «нильпотентной устойчивостью»: возмущения, созданные однажды, полно-
стью затухают за конечное время. Существенное отличие теоремы 1 от аналогичных
утверждений, относящихся к задаче протекания в плоском канале (см. [1–5]) заклю-
чается в том, что нильпотетно устойчивое движение жидкости в канале стационарно,
а в кольце — нестационарно с доминированием равномерно ускоряющегося безвих-
ревого вращения.

Замечание 2. Из (12) явствует, что система (1)–(4) имеет невозрастающие функ-
ционалы Ляпунова, в частности, не возрастают нормы rotu в Lp(𝐷), 𝑝 ∈ (1,∞), при-
чём эта монотонность не зависит ни от условий малости возмущения, ни от условия
(13). Отсюда, с учётом равенств (11), вытекает равномерная по времени априорная
оценка нормы u в W1,p(𝐷). Поэтому рост частного решения V определяет рост об-
щего решения v = V +u, причём последний всегда линеен (за исключением случая
𝜔+ = 0, когда решение V стационарно).
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Замечание 3. Пусть область течения – круговое кольцо. Тогда решение V имеет
вид (6), и такое поле V удовлетворяет условию (13) при любых значениях пара-
метров. В случае общей кольцевой области поле V, указанное в предложении 1,
удовлетворяет условию (13), если данные 𝛾, 𝜔+ таковы, что решение 𝜓 задачи Ди-
рихле (10) достаточно мало по норме C1(�̄�).

Замечание 4. Если поле V удовлетворяет условию (13), то 𝜏(𝑥, 𝑡) > 0 для всех
𝑥 ∈ 𝐷 ∪ 𝑆 при всех 𝑡 > 𝑡*, так что поток полностью состоит из «новых» частиц,
прошедших через вход. Более того, условие (13) влечёт компактность всех характе-
ристик уравнений Эйлера (1)–(4) в цилиндре (𝐷 ∪ 𝑆) × {𝑡 > 0}.

Замечание 5. Доказательство теоремы 1 проводится по схеме, использованной в
работах [1], [4]. Поскольку частное решение V имеет постоянный вихрь, вихрь воз-
мущения u переносится течением v = V+𝑢 как пассивный скаляр. Отсюда вытекает
существование функционалов Ляпунова и априорная оценка, о которой говорилось
в замечании 2. Эта оценка позволяет доказать, что условие (13) сохраняется при до-
статочно малом начальном возмущении поля V. Соответствующее условие малости
в теореме 1 сформулировано довольно грубо ради простоты и наглядности, и может
быть значительно ослаблено.
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ABSTRACT

In this note, we consider the planar nonstationary through-flow problem

for ideal incompressible and homogeneous fluid in an annular domain and

describe the behavior of its solutions when 𝑡→ +∞.
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