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О задаче оптимального управления
для уравнений дифракции

акустических волн

Рассматривается задача оптимального управления для стационарных уравне-
ний дифракции акустических волн на трехмерном включении в однородной
среде. Она заключается в минимизации отклонения давления звукового поля
во включении от заданного за счет изменения источников звука во внешней
среде. Доказана разрешимость задачи в случае, когда коэффициент поглоще-
ния внешней среды отличен от нуля. Предложен алгоритм решения задачи и
обоснована его сходимость.

Ключевые слова: дифракция акустических волн, уравнение Гельмгольца, опти-
мальное управление.

Введение

Пусть в пространстве R3, заполненном однородной изотропной средой, имеется
изотропное включение Ωi (ограниченное открытое множество). Пусть Ωe =R3 \Ωi
(внешняя среда), а ρi(e), ci(e), γi(e) — плотность, скорость распространения акусти-
ческих колебаний и коэффициент поглощения в Ωi и Ωe соответственно.

Предположим, что во множестве Ωe имеются источники звука, которые возбуж-
дают поле давлений с комплексной амплитудой Φ0. Звуковые волны распростра-
няются в пространстве и, достигая включения, рассеиваются. В результате в Ωe
возникают отраженные волны, а в Ωi — проходящие волны. Комплексная амплиту-
да Φ полного поля давлений равна Φi в Ωi и Φe+Φ0 в Ωe, где Φi, Φe — комплексные
амплитуды поля давлений проходящего и отраженного волновых полей. При некото-
рых дополнительных предположениях они удовлетворяют уравнениям Гельмгольца

∆Φi + k2
iΦi = 0 в Ωi, ∆Φe + k2

eΦe = 0 в Ωe, (1)

условиям непрерывности полного поля давлений и нормальных составляющих поля
смещений при переходе через границу S=∂Ωi включения Ωi

Φi − Φe = Φ0, pi
∂Φi
∂n
− pe

∂Φe
∂n

= pe
∂Φ0

∂n
на S, (2)
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а также условию излучения

∂Φe
∂|x|

− ikeΦe = o
(
|x|−1

)
при |x| → ∞, (3)

которое заключается в требовании отсутствия волн, приходящих из бесконечности
[1]. Здесь n=n(x) — вектор единичной нормали к поверхности S, направленный в
сторону Ωe,

k2
i(e) =

ω(ω + iγi(e))

c2i(e)
, pi(e) =

1

ρi(e)ω(ω + iγi(e))
, (4)

а ω — круговая частота колебаний.
Задача дифракции акустических волн в однородной безграничной среде с вклю-

чением состоит в нахождении комплекснозначных функций Φi,Φe, удовлетворяю-
щих уравнениям (1)–(3).

Исследованию задачи (1)–(3) посвящено большое число работ. Вопросы суще-
ствования и единственности классического решения исследованы в [2, 3]. Для чис-
ленного решения задачи применялись конечно-разностные и проекционно-сеточные
методы [4, 5], а также прямой [6] и непрямой [2, 3, 7–9] варианты метода граничных
интегральных уравнений. Различные задачи оптимизации для уравнений акустики
рассматривались ранее в [6, 10–15] и ряде других статей.

Постоянно появляются новые области применения теории оптимизации акусти-
ческих волн. В [16] такой подход применен для решения задачи о минимизации
излучения мобильных телефонов.

В статье [17, 18] исследована следующая задача оптимального управления: из-
меняя источники звука в Ωe (то есть управлением является Φ0), нужно минимизи-
ровать отклонение поля давлений в Ωi (либо на некотором Q⊂Ωi) от некоторого
требуемого; при этом изменение источников звука не должно быть «большим». С
математической точки зрения эта задача заключается в нахождении неизвестных
функций f :S→C (управление) и Φi :Ωi→C, Φe :Ωe→C (состояние), удовлетворяю-
щих условиям (см. [17])

∆Φi + k2
iΦi = 0 в Ωi, ∆Φe + k2

eΦe = 0 в Ωe, (5)

Φi − Φe = g, pi
∂Φi
∂n
− pe

∂Φe
∂n

= f, на S, (6)

∂Φe
∂|x|

− ikeΦe = o
(
|x|−1

)
при |x| → ∞, (7)

1

2

∫
Q

|Φi − Φd|2 dx+
λ

2

∫
S

|f − fd|2 ds→ min, f ∈ K, (8)

где g,Φd,fd — заданные функции, K — некоторое множество функций, заданных на
S (множество допустимых управлений), а λ∈ [0,+∞).

Далее всюду считаем, что S∈C1,β , β>0 , Q⊂Ωi — область с границей из C0,1 либо
поверхность класса C0,1; ω, ci(e), ρi(e) — положительные, а γi(e) — неотрицательные
вещественные числа, комплексные ki(e) и pi(e) определяются (4).
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В [17] исследована корректность задачи (5)–(8), предложен алгоритм решения и
обоснована его сходимость при условии, что коэффициенты поглощения γi и γe —
положительные числа. В настоящей работе рассматривается более сложный случай,
когда

γe > 0, γi > 0.

Отметим, что задача дифракции в безграничной среде (5)–(7), как правило, исследу-
ется с помощью метода граничных интегральных уравнений в пространствах Гель-
дера. Однако решение задачи оптимального управления (5)–(8) следует искать в
пространствах Соболева. Это приводит к необходимости дополнительного исследо-
вания прямой задачи (5)–(7). Основная проблема заключается в получении апри-
орных оценок ее решения. Дальнейшее рассмотрение проводится по схеме, предло-
женной в [17].

1. Разрешимость задачи дифракции

Пусть W s
p (D) (s∈R, p∈ [1,∞)) — пространство Соболева комплекснозначных

функций, заданных на множестве D. Тогда Hs(D) =W s
2 (D), Lp(D) =W 0

p (D).
Пусть H1(R3 \S) — множество, состоящее из функций Φ : Ωi∪Ωe→C таких, что

Φ|Ωi ∈H1(Ωi), Φ|Ωe ∈H1(Ωe). Это гильбертово пространство со скалярным произве-
дением

(Φ,Ψ)H1(R3\S) = (Φ,Ψ)H1(Ωi) + (Φ,Ψ)H1(Ωe).

Через v|S обозначаем след функции v на поверхности S. Если X — некоторое норми-
рованное пространство, то X∗ — пространство линейных непрерывных функциона-
лов, определенных наX. Значение функционала f∈X∗ на элементе x∈X обозначаем
〈f,x〉.

Лемма 1 ( [17]). Пусть γe > 0. Тогда любое решение Φi ∈ C1(Ωi) ∩ C2(Ωi), Φe ∈
C1(Ωe ∪ S) ∩ C2(Ωe) задачи дифракции (5)–(7) удовлетворяет соотношениям

Φe ∈ H1(Ωe),

∀v ∈ H1(R3) pi

∫
Ωi

∇Φi∇v dx − pik2
i

∫
Ωi

Φiv dx+

+ pe

∫
Ωe

∇Φe∇v dx − pek2
e

∫
Ωe

Φev dx = 〈f, v|S〉, (9)

Φi|S − Φe|S = g, (10)

где
〈f, v|S〉 =

∫
S

fv dS.

Определение. Функцию Φ ∈ H1(R3 \ S), удовлетворяющую (9), (10), где

Φi = Φ|Ωi , Φe = Φ|Ωe ,

будем называть обобщенным решением задачи дифракции (5)–(7).
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Согласно лемме 1 любое классическое решение задачи (5)–(7) является обоб-
щенным. Далее (следствие 1) мы докажем, что при достаточно гладких исходных
данных обобщенное решение является классическим. Значит, определение введено
корректно.

Лемма 2. Пусть γe > 0. Определим отображение A0 : H1(R3)→
(
H1(R3)

)∗ по
формуле

∀Φ, v ∈ H1(R3) 〈A0Φ, v〉 = pi

∫
Ωi

∇Φ∇v dx+ pe

∫
Ωe

∇Φ∇v dx − pek2
e

∫
Ωe

Φv dx.

Тогда A0 — линейный ограниченный непрерывно обратимый оператор.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Линейность и ограниченность оператора A0 очевидны.
Докажем его непрерывную обратность. Согласно теореме Банаха об обратном опе-
раторе для этого достаточно установить, что

kerA0 = {0}, ImA0 =
(
H1(R3)

)∗
.

Здесь и далее kerA — ядро, а ImA — образ оператора A.
Пусть Φ ∈ H1(R3) и F = A0Φ. Докажем априорную оценку

‖Φ‖H1(Ω) 6 C‖F‖, (11)

где ‖F‖=‖F‖(H1(Ω))∗ . Здесь и далее через C,C1,... обозначаем положительные веще-
ственные постоянные, которые зависят только от поверхности S и коэффициентов
ki(e),pi(e). Если постоянная C1 зависит еще от одного параметра, например, δ, то
пишем C1(δ).

Прежде всего заметим, что функционал Φ∈H1(R3)→‖Φ‖, где

‖Φ‖2 = ‖∇Φ‖2L2(R3) + ‖Φ‖2L2(Ωe)

является эквивалентной нормой на пространстве H1(R3). Это вытекает из оценки

‖Φ‖L2(Ωi) 6 C(‖∇Φ‖L2(Ωi) + ‖Φ|S‖L2(S)) 6 C(‖∇Φ‖L2(Ωi) + ‖Φ‖H1(Ωe)).

Рассмотрим вещественную часть равенства

〈A0Φ,Φ〉 ≡ pi
∫
Ωi

∇Φ∇Φ dx+ pe

∫
Ωe

∇Φ∇Φ dx − pek2
e

∫
Ωe

ΦΦ dx = 〈F,Φ〉. (12)

Используя неравенства Гельдера и Коши (ab6a2/2+b2/2), получаем

‖Φ‖2L2(Ωe)
6 C1‖∇Φ‖2L2(R3) + C2‖F‖ · ‖Φ‖ 6 C1‖∇Φ‖2L2(R3) +

‖Φ‖2

2
+
C2

2‖F‖2

2
.

Следовательно,
1

2
‖Φ‖2 6 C3(‖∇Φ‖2L2(R3) + ‖F‖2). (13)
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Рассмотрим теперь мнимую часть равенства (12). Учитывая, что

Im pi 6 0, Im pe < 0, Im pek
2
e = 0, (14)

приходим к оценке
‖∇Φ‖2L2(Ωe)

6 C4‖F‖ · ‖Φ‖. (15)

Для любого δ∈ (0,1) пусть θδ — функция-«срезка», удовлетворяющая условиям

θδ ∈ C1(R3), 0 6 θδ 6 1, θδ(x) =

{
1 при x ∈ Ωi,

0 при x ∈ Ωe, d(x, S) > δ,

где d(x,S) — расстояние от точки x до поверхности S. Пусть

Ωδ = {x ∈ Ωe : d(x, S) < δ}.

Отметим, что measΩδ =O(δ), ‖θδ‖L3(Ωe) =O(δ1/3). Из равенства

〈A0Φ,Φθδ〉 ≡ pi
∫
Ωi

∇Φ∇Φ dx+ pe

∫
Ωe

∇Φ∇(Φθδ) dx − pek2
e

∫
Ωe

ΦΦθδ dx = 〈F,Φθδ〉

вытекает, что

C5‖∇Φ‖2L2(Ωi)
6

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωe

∇Φ∇(Φθδ) dx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωδ

|Φ|2θδ dx

∣∣∣∣∣∣+ |〈F,Φθδ〉|.

Используя неравенства Гельдера, Коши и (15), получаем∣∣∣∣∣∣
∫
Ωe

∇Φi∇(Φθδ) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 C6(δ)(‖∇Φ‖2L2(Ωe)
+ ‖∇Φ‖L2(Ωe)‖Φ‖L2(Ωe)) 6

6 C7(δ)‖∇Φ‖2L2(Ωe)
+ δ1/3‖Φ‖2L2(Ωe)

6 C8(δ)‖Φ‖ · ‖F‖+ δ1/3‖Φ‖2L2(Ωe)∣∣∣∣∣∣
∫
Ωδ

|Φ|2θδ dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖Φ‖2L3(Ωδ)
‖θδ‖L3(Ωδ) 6 C9‖Φ‖2L3(Ω1)δ

1/3.

Учитывая непрерывность вложения H1(Ω1)⊂L3(Ω1), заключаем, что

‖∇Φ‖2L2(Ωi)
6 C10(δ)‖F‖ · ‖Φ‖+ C11‖Φ‖2δ1/3.

Подставляя последнюю оценку и (15) в (13), приходим к выводу:

‖Φ‖2 6 C12(δ)‖F‖ · ‖Φ‖+ C13‖Φ‖2δ1/3 + ‖F‖2.

Из него вытекает (11), так как δ можно выбрать сколь угодно малым, .
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Согласно оценке (11) оператор A0 является нормально разрешимым и имеет ну-
левое ядро. Осталось доказать, что ImA0 плотен в

(
H1(R3)

)∗. Пусть A∗0 — оператор,
сопряженный к A0. Возьмем любой Φ∈kerA∗0. Тогда

0 = 〈A∗0Φ,Φ〉 = pi

∫
Ωi

∇Φ∇Φ dx+ pe

∫
Ωe

∇Φ∇Φ dx − k2
e

∫
Ωe

ΦΦdx.

Рассмотрим мнимую часть этого равенства. Учитывая (14), получаем ∇Φ = 0 в Ωe.
Так как Φ∈L2(Ωe), то Φ = 0 в Ωe. Но тогда ∇Φ = 0 в Ωi. Поэтому Φ = 0, kerA∗0 =

={0}. Значит, ImA0 плотен в
(
H1(R3)

)∗. Так как множество ImA0 замкнуто, то
ImA0 =

(
H1(R3)

)∗. Все условия теоремы Банаха выполнены, лемма доказана. 2

Лемма 3. Пусть γe > 0. Тогда для любого F ∈
(
H1(R3)

)∗ существует единствен-
ное решение Φ ∈ H1(R3) уравнения

∀v ∈ H1(R3) pi

∫
Ωi

∇Φ∇v dx+ pe

∫
Ωe

∇Φ∇v dx −

− pek2
e

∫
Ωe

Φv dx − pik2
i

∫
Ωi

Φv dx. = 〈F, v〉, (16)

причем справедлива априорная оценка:

‖Φ‖H1(R3) 6 C‖F‖(H1(R3))∗ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (16) запишем в операторном виде

AΦ = F,

где A = A0+A1 : H1(R3)→
(
H1(R3)

)∗, оператор A0 введен в лемме 2, а отображение
A1 определяется формулой

∀Φ, v ∈ H1(R3) 〈A1Φ, v〉 = − pik2
i

∫
Ωi

Φv dx.

Для доказательства леммы достаточно установить непрерывную обратимость опе-
ратора A. Оператор A0 — линейный ограниченный и непрерывно обратимый. Опера-
тор A1 — линейный и, в силу компактности вложенияH1(Ωi) ⊂ L2(Ωi), компактный.
Значит, оператор A = A0 + A1 — фредгольмовый. Согласно первой теореме Фред-
гольма осталось доказать, что kerA = {0}.

Пусть Φ ∈ kerA. Рассмотрим мнимую часть уравнения

0 = 〈AΦ,Φ〉 = pi

∫
Ωi

∇Φ∇Φ dx+ pe

∫
Ωe

∇Φ∇Φ dx − pek2
e

∫
Ωe

|Φ|2 dx − pik2
i

∫
Ωi

|Φ|2 dx.



О задаче оптимального управления для уравнений дифракции . . . 201

Учитывая (14), получаем, что ∇Φ = 0 в Ωe. Так как Φ ∈ L2(Ωe), то Φ = 0 в Ωe.
Значит,

∀v ∈ H1(Ωi)

∫
Ωi

∇Φ∇v dx − k2
i

∫
Ωi

Φv dx = 0,

Φ|S = 0.

Поэтому
∆Φ + k2

iΦ = 0 в Ωi, Φ|S =
∂Φ

∂n

∣∣∣∣
S

= 0.

Отсюда, согласно классическим результатам об однозначности продолжения реше-
ний эллиптических уравнений, следует, что Φ = 0 в Ωi. Значит, Φ = 0, kerA= {0},
оператор A — непрерывно обратимый. Лемма доказана. 2

Теорема 1. Пусть γe > 0, g ∈ H1/2(S), f ∈ H−1/2(S). Тогда существует единствен-
ное обобщенное решение задачи дифракции (5)–(7), причем

‖Φ‖H1(R3\S) 6 C
(
‖f‖H−1/2(S) + ‖g‖H1/2(S)

)
. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функцию g можно продолжить непрерывным образом в
Ωi до функции из класса H1(Ωi). Обозначим продолжение через g̃. Будем искать
решение в виде Φ = Φg + Ψ, где

Φg =

{
g̃ в Ωi,

0 в Ωe,

Новая неизвестная функция Ψ ∈ H1(R3 \S) должна удовлетворять уравнению (16),
в котором заменяем Φ на Ψ и полагаем

〈F, v〉 = − pi
∫
Ωi

∇g̃∇v dx+ pik
2
i

∫
Ωi

g̃v dx+ 〈f, v|S〉,

а также граничному условию

Ψi|S − Ψe|S = 0.

Последнее требование эквивалентно тому, что Ψ ∈ H1(R3). Согласно лемме 3 суще-
ствует единственная функция Ψ, удовлетворяющая этим условиям, причем

‖Ψ‖H1(R3) 6 C‖F‖(H1(R3))∗ 6 C1‖g̃‖H1(Ωi) + C2‖f‖H−1/2(S) 6

6 C3‖g‖H1/2(S) + C2‖f‖H−1/2(S).

Из последней оценки и очевидного неравенства

‖Φ‖H1(R3\S) 6 ‖Φg‖H1(R3\S) + ‖Ψ‖H1(R3) 6 C4‖g‖H1/2(S) + ‖Ψ‖H1(R3).

вытекает (17). Теорема доказана. 2
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Cледствие 1. Пусть γe > 0, f ∈ C0,α(S), g ∈ C1,α(S), где α ∈ (0, 1). Тогда обобщен-
ное решение задачи дифракции (5)–(7) является классическим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий следствия вытекает, что классическое реше-
ние существует и единственно (см., например, [3]). Согласно лемме 1 оно является
обобщенным. По теореме 1 обобщенное решение единственно. Значит, классическое
и обобщенное решения совпадают. Следствие доказано. 2

Из теоремы 1 вытекает, что линейное отображение, которое каждой паре (f,g)∈
H−1/2(S)×H1/2(S) ставит в соответствие обобщенное решение Φ задачи дифрак-
ции (5)–(7), является непрерывным. Вложение L2(S)⊂H−1/2(S) компактно. Значит,
справедлив следующий результат.

Cледствие 2. Пусть γe > 0, g ∈ H1/2(S). Тогда аффинное отображение, которое
каждой функции f ∈ L2(S) ставит в соответствие обобщенное решение Φ задачи
дифракции (5)–(7) является усиленно непрерывным.

Напомним, что отображение называется усиленно непрерывным, если оно слабо
сходящиеся последовательности переводит в сходящиеся по норме.

2. Исследование задачи оптимального управления

Обозначим целевой функционал через

J(Φ, f) =
1

2

∫
Q

|Φi − Φd|2 dx+
λ

2

∫
S

|f − fd|2 ds.

Пусть множество допустимых управлений K содержится в L2(S). Определим мно-
жество допустимых пар «состояние – управление»:

U =
{

(Φ, f) ∈ H1(R3 \ S)×K : Φ — обобщенное решение задачи (5)–(7)
}
.

Определение. Пару (Φ∗, f∗) ∈ U , удовлетворяющую неравенствам

∀(Φ, f) ∈ U J(Φ∗, f∗) 6 J(Φ, f)

будем называть решением задачи оптимального управления (5)–(8).

Лемма 4. Пусть γe > 0, g ∈ H1/2(S), K — выпуклое замкнутое множество в
L2(S). Тогда множество U — выпуклое и слабо замкнутое в H1(R3 \ S)× L2(S).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выпуклость U очевидна. Из замкнутости K и следствия
2 вытекает замкнутость множества U . Значит, U слабо замкнуто. Лемма доказана.
2

Теорема 2. Пусть γe > 0, g ∈ H1/2(S), Φd ∈ L2(Q), fd ∈ L2(S), K — выпуклое за-
мкнутое непустое множество из L2(S), причем либо λ > 0, либо множество K
ограничено. Тогда существует единственное решение задачи управления (5)–(8).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Единственность решения вытекает из выпуклости мно-
жества U и строгой выпуклости функционала J . Докажем существование. Функ-
ционал J ограничен снизу. Значит, он имеет точную нижнюю грань на U . Поэтому
существует минимизирующая последовательность

(Φn, fn) ∈ U, J(Φn, fn)→ j = inf
(Φ,f)∈U

J(Φ, f).

Последовательность fn ограничена. Это вытекает из неравенства

λ

2
‖fn − fd‖2L2(S) 6 J(Φn, fn),

если λ > 0 и из ограниченности множества K, если λ = 0. Значит, можно извлечь
подпоследовательность fnk → f∗ слабо в H1/2(S). Тогда Φnk → Φ∗ в H1(R3 \ S) по
следствию 2. Так как множество U слабо замкнуто, то (Φ∗, f∗) ∈ U . Поскольку функ-
ционал J слабо полунепрерывный снизу,

J(Φ∗, f∗) 6 lim
nk→∞

J(Φnk , fnk) = lim
nk→∞

J(Φnk , fnk) = j.

Это возможно только при J(Φ∗, f∗) = j, то есть (Φ∗, f∗) — решение задачи (5)–(8).
Теорема доказана. 2

Перейдем теперь к описанию конечномерной аппроксимации задачи оптималь-
ного управления (5)–(8).

Так как пространство L2(S) сепарабельно, то существует счетное множество

{ek}∞k = 1 ⊂ L2(S),

линейная оболочка которого плотна в L2(S). Возьмем любое натуральное n. Поло-
жим

Kn = K ∩ Span {ek}nk = 1.

Здесь Span{ek}nk= 1 — линейная оболочка множества {ek}nk= 1. Если множество K —
выпуклое и замкнутое, то Kn — также выпуклое и замкнутое.

Через Un обозначим множество пар (Φ,f) таких, что f ∈Kn, Φ — обобщенное
решение задачи (5)–(7), то есть

Un =
{

(Φ, f) ∈ U : f ∈ Kn

}
.

Рассмотрим следующую задачу: найти пару (Φ(n),f (n))∈Un такую, что

∀(Φ, f) ∈ Un J(Φ(n), f (n)) 6 J(Φ, f). (18)

Теорема 3. Пусть линейная оболочка множества {ek}∞1 плотна в L2(S), γe >
> 0, g ∈ H1/2(S), Φd ∈ L2(Q), fd ∈ L2(S), K — выпуклое замкнутое множество из
L2(S), имеющее внутренние точки, причем либо K ограничено, либо λ > 0. Тогда

(а) найдется номер N такой, что для любого n > N существует единственное
решение задачи (18);
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(б) при n→∞

Φ(n) → Φ∗ в H1(R3 \S), f (n) → f∗ слабо в L2(S), J(Φ(n), f (n))→ J(Φ∗, f∗),

где (Φ∗, f∗) — решение задачи оптимального управления (5)–(8);

(в) если дополнительно λ > 0, то fn → f в L2(S).

Доказательство теоремы повторяет рассуждения из статьи [17] и поэтому опус-
кается.

Так как Φ(n) однозначно определяется управлением f (n), то в задаче (18) можно
считать неизвестной только функцию f (n), которая принадлежит конечномерному
пространству. Поэтому задача (18) по сути относится к конечномерным экстремаль-
ным задачам. В [17] предложен, а в [18] численно реализован алгоритм ее решения.
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ABSTRACT

One consider the optimal control problem for stationary equations of

acoustic waves diffraction on three-dimensional inclusion in unbounded ho-

mogeneous medium. The problem is to minimize L2-deviation of pressure

field in inclusion from the given. The control is the field source in the exterior

medium.

Key words: acoustic wave diffraction, optimal control problem, Helmholtz

equation.
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