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Целочисленная последовательность Сомос-4
с рациональными коэффициентами

В работе приводится новый пример целочисленной последовательности
Сомос-4 с рациональными коэффициентами.
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Пусть (n — целое)

S(n) = S(n;α, β) = S(n;α, β, x−1, x0, x1, x2)

— последовательность Сомос-4 рациональных функций, удовлетворяющих квадра-
тичному рекуррентному соотношению

S(n+ 2)S(n − 2) = αS(n+ 1)S(n − 1) + βS2(n) (1)

с начальными значениями

S(− 1) = x−1, S(0) = x0, S(1) = x1, S(2) = x2.

В [1] Сомос отметил, что при

α = β = x−1 = x0 = x1 = x2 = 1 (2)

возникает целочисленная последовательность (историю вопроса см. в [2]). В работе
[3] было доказано, что

S(n) =
∑

a−1,a0,a1,a2∈Z
Pn(α, β; a−1, a0, a1, a2)x

a−1

−1 x
a0
0 x

a1
1 x

a2
2 ,

где Pn(...) — полиномы от α и β с целыми коэффициентами, отличными от нуля
только для конечных наборов целых чисел (a−1,a0,a1,a2). Отсюда немедленно сле-
дует, что последовательность Сомос-4 с начальными значениями xi = ±1 с целыми

1Хабаровское отделение Института прикладной математики ДВО РАН, 680000, г. Хабаровск,
ул. Дзержинского, 54. Электронная почта: vab@iam.khv.ru



148 В.А. Быковский

α, β является целочисленной. В частности, это верно для Сомос-4 со значениями
параметров из (2).

В работах [4–6] были построены трёхпараметрические и четырёхпараметрические
примеры целочисленных последовательностей Сомос-4. Особо отметим работу [4], в
которой впервые была найдена целочисленная последовательность Сомос-4 с на-
чальными значениями

x−1 = x0 = 1, x1 = − x2 = − N

и рациональными коэффициентами

α = − 1

N
, β = 1.

При этом для любого целого N =/ −1, 0, 1 коэффициент α не является целым.
В настоящей работе мы приводим пример целочисленной последовательности

Сомос-4, у которой оба коэффициента, α и β, не являются целыми.
Напомним, что последовательность Сомос-5, определяемая начальными значе-

ниями
x−2 = x−1 = x0 = x1 = x2 = 1

и коэффициентами α=β= 1 с рекуррентным соотношением

S(n+ 3)S(n − 2) = S(n+ 2)S(n − 1) + S(n+ 1)S(n)

является целочисленной (см. [1] и [2]). При этом S(−n) =S(n) и

S(3) = 2, S(4) = 3, S(5) = 5, S(6) = 11, S(7) = 83.

В работе [7] было доказано, что для любой последовательности Сомос-5 её подпо-
следовательности с чётными и нечётными номерами являются последовательностя-
ми Сомос-4. Положим A(n)=S(2n+1). Подставляя в рекуррентное соотношение (1)
значения последовательности A при n= 1,2, получим систему линейных уравнений{

22 = 2α+ β

83 = 11α+ 4β,

из которой находим, что

A(n+ 2)A(n − 2) = − 5

3
A(n+ 1)A(n − 1) +

76

3
A2(n).

Замечание. Для последовательности Сомос-4 B(n) =A(2n) рекуррентное соот-
ношение (1) имеет вид

B(n+ 2)B(n − 2) = 14B(n+ 1)B(n − 1) − 5B2(n).
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ABSTRACT

The paper presents a new example of the integer Somos-4 sequence with

rational coefficients.
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