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Разрешимость стационарной краевой задачи
для уравнений Эйлера

неоднородной несжимаемой жидкости

Рассматривается краевая задача для уравнений Эйлера, описывающих стацио-
нарное течение идеальной неоднородной несжимаемой жидкости через двумер-
ную конечную область. На всей границе задается нормальная составляющая
вектора скорости, а на участке втекания (либо вытекания) — полный напор
и плотность жидкости. Доказывается разрешимость задачи (без условий типа
малости).
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1. Введение

Исследование корректности граничных задач для уравнений Эйлера несжимае-
мой жидкости имеет долгую и богатую историю. Особенно хорошо изучены нестаци-
онарные течения (см., например, [1–16] и ссылки там). Стационарный случай иссле-
довался Г.В. Алексеевым [5,17–19], О. В. Трошкиным [20,21] и А. Б. Моргулисом [22].
Более подробный обзор литературы можно найти в [14, 16, 22]. Малоизученными
остаются стационарные задачи протекания неоднородной идеальной жидкости. В
этом направлении исследований можно отметить диссертацию [5] в которой дока-
зана разрешимость «в малом» одной краевой задачи для стационарных уравнений
Эйлера неоднородной жидкости, и статьи [23–26], в которых изучены краевые задачи
для уравнений, описывающих стационарное движение вязкой неоднородной жидко-
сти. В настоящей заметке мы исследуем краевую задачу для двумерных уравнений
Эйлера неоднородной жидкости, в которой на всей границе задается нормальная
составляющая вектора скорости, а на участке втекания (либо вытекания) — полный
напор и плотность жидкости.
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Пусть Ω — конечная область из R2 с границей Γ. Будем рассматривать следую-
щую краевую задачу относительно неизвестных u :Ω→R2 и p,ρ :Ω→R:

ρ(u · ∇)u+∇p = 0 в Ω, (1)

div (uρ) = 0, divu = 0 в Ω, (2)

u · n|Γ = g, h|S = h0, ρ|S = ρ0. (3)

Здесь u=(u1,u2) — вектор скорости течения, ρ — плотность, p — давление жидкости,
h= ρ|u|2/2+p — полный напор течения (функция Лэмба); n — единичный вектор
внешней нормали к границе Γ, а S — участок втекания (или вытекания) жидкости,
то есть

S ⊂ Γ; g < 0 на S (или g > 0 на S). (4)

Используя формулу (u ·∇)u=(rotu) ·Lu+∇|u|2/2, где

rotu =
∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

, Lu = (− u2, u1),

перепишем уравнение сохранения импульса (1) в виде

ρ(rotu) · Lu+∇h − ∇ρ · |u|
2

2
= 0 в Ω. (5)

Наложим следующее условие на область Ω:

Γ ∈ C0,1, {φ ∈ H1
0 (Ω) : ∆φ ∈ L2(Ω)} = H2(Ω). (6)

Оно выполняется, например, для выпуклой Ω и в случае Γ∈C1,1 (см. [27]). Здесь и да-
лее Cm,α(Q) и Wm

q (Q) — стандартные пространства Гельдера и Соболева функций,
заданных на множестве Q, при этом Cm(Q)=Cm,0(Q), Hm(Q)=Wm

2 (Q), Lp(Q)=

=W 0
p (Q), H1

0 (Ω)={φ∈H1(Ω) :φ|Γ=0}, а φ|Γ — след функции φ на кривой Γ.
Основной результат настоящей заметки заключается в следующем.

Теорема. Пусть в дополнение к условиям (4), (6)

а) множество S состоит из фиксированного числа открытых связных мно-
жеств S1, . .. , SK и существует функция G ∈ H2(Ω) такая, что ∂G

∂τ

∣∣
Γ
= g,

где τ = (n2,− n1), причем множества Bi = {G(x) : x ∈ Si}, i = 1,K, попарно
не пересекаются;

б) функции h0, ρ0 непрерывны на S, причем

1

g

∂h0
∂τ

∈ C(S),
1

g

∂ρ0
∂τ

∈ L∞(S), inf
S
ρ0 > 0.

Тогда существует решение задачи (2), (3), (5), которое представимо в виде

u = rotφ ≡
(
∂φ

∂x2
, − ∂φ

∂x1

)
, ρ = η(φ), h = ω(φ), (7)

где φ∈H2(Ω), η∈W 1
∞(R), ω∈C1(R).
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Достаточное условие выполнения предположения а) приводится в конце § 3.
Идея доказательства теоремы такова: ищем решение в виде (7), где φ — новая

неизвестная функция, а функции η,ω :R→R строятся по граничным условиям (3).
Тогда уравнения (2) выполняются, а соотношение (5) принимает вид

∇φ
(
η(φ) rot rotφ − η′(φ)

|∇φ|2

2
+ ω′(φ)

)
= 0.

Оно справедливо, если η(φ)rotrotφ−η′(φ)|∇φ|2/2+ω′(φ)=0, то есть

η1/2(φ) div
(
η1/2(φ)∇φ

)
= ω′(φ). (8)

В итоге исходная задача сводится к исследованию первой краевой задачи для урав-
нения (8). Это не составляет особого труда (см. § 2). Соотношение (8) является
квазилинейным эллиптическим уравнением. Поэтому гладкость (хотя бы одного)
решения (2), (3), (5) задачи повышается с увеличением гладкости исходных данных
(см. § 4).

Замечание. Если ρ ≡ ρ0 = const (случай однородной жидкости), то согласно (5)

rotu = − 1

ρ0g

∂h

∂τ
= − 1

ρ0g

∂h0
∂τ

на S.

Мы пришли к задаче с известным на участке втекания (вытекания) вихрем, которая
исследована в [5, 18,19].

2. Вспомогательная задача

По-видимому, следующее утверждение является известным. Для полноты изло-
жения приводим его вместе с доказательством.

Лемма 1. Пусть выполняется условие (6). Пусть функция f : R → R непрерывна
и ограничена. Тогда для любой G ∈ H2(Ω) существует решение ψ ∈ H2(Ω) задачи

∆ψ = f(ψ) в Ω, ψ|Γ = G|Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ищем решение в виде ψ = φ+G, где φ — новая неизвест-
ная функция. Тогда задача сводится к нахождению неподвижной точки оператора
T : H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) → H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), действующего по формуле

T (φ) = A (f(φ+G) − ∆G) ,

где A — обратный оператор к ∆ : H1
0 (Ω)∩H2(Ω) → L2(Ω). Из условия (6) и классиче-

ских свойств первой краевой задачи для уравнения Пуассона вытекает, что оператор
A : L2(Ω) → H2(Ω)∩H1

0 (Ω) определен и непрерывен. Поэтому, учитывая непрерыв-
ность функции f и компактность вложения H2(Ω) ⊂ C(Ω), нетрудно проверить, что
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оператор T вполне непрерывен. Для любого решения φ ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω) уравнения

φ = λT (φ) (где λ ∈ (0, 1)) справедлива равномерная по λ оценка

∥φ∥H2(Ω) 6 ∥A∥ · ∥f(φ+G) − ∆G∥L2(Ω) 6 ∥A∥ · (sup
R

|f | · |Ω|1/2 + ∥∆G∥L2(Ω)).

Поэтому оператор T имеет неподвижную точку φ ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω) согласно теореме

Лере-Шаудера. Полагая ψ = φ+G, получаем требуемое решение. 2
Лемма 2. Пусть выполняется условие (6). Пусть a ∈W 1

∞(R), причем a(t) > 0 при
всех t ∈ R. Пусть функция b : R → R непрерывна и ограничена. Тогда для любой
G ∈ H2(Ω) существует решение φ ∈ H2(Ω) задачи

div (a(φ)∇φ) = b(φ) в Ω, φ|Γ = G|Γ. (9)

Если, дополнительно, Γ∈C2,α, a∈C1,α(R), b∈C0,α(R), G∈C2,α(Γ), где α∈(0,1), то
φ∈C2,α(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A : R → R и A′ = a. Тогда A ∈W 2
∞(R). Согласно

лемме 1 существует решение ψ ∈ H2(Ω) задачи

∆ψ = b(A(ψ)), ψ|Γ = A(G)|Γ.

Так как a > 0, то функция A возрастает. Поэтому существует обратная A−1 : R → R.
Функция φ = A−1(ψ) непрерывна на Ω. Кроме того, для любых i, j ∈ {1, 2}

∂ψ

∂xi
= A′(φ)

∂φ

∂xi
= a(φ)

∂φ

∂xi
, (10)

∂2ψ

∂xi∂xj
= a′(φ)

∂φ

∂xi

∂φ

∂xj
+ a(φ)

∂2φ

∂xi∂xj
. (11)

Поскольку infΩa(φ)>0 и a∈W 1
∞(Ω), ψ∈H2(Ω), отсюда вытекает, что

∂φ

∂xi
∈ Lr(Ω) при всех r ∈ [1,+∞),

∂2φ

∂xi∂xj
∈ L2(Ω),

то есть φ∈H2(Ω). Функция φ удовлетворяет уравнениям (9).
Пусть теперь Γ∈C2,α, a∈C1,α(R), b∈C0,α(R), G∈C2,α(Γ). Тогда A∈C2,α(R),

A(G)|Γ ∈C2,α(Γ), b(A(ψ))∈C0,β(R) для любого β ∈ (0,1/2) такого, что β6α. Здесь
мы использовали вложение H2(Ω)⊂C0,γ(Ω) при γ∈ (0,1/2). Таким образом,

∆ψ ∈ C0,β(Ω), ψ|Γ ∈ C2,β(Γ).

Значит, ψ ∈ C2,β(Ω) (см., например, [28]). Повторяя эти рассуждения, получаем
b(A(ψ))∈C0,α(R), ψ ∈C2,α(Ω). Так как φ∈H2(Ω)⊂C(Ω), infΩ a(φ)> 0, то из (10)
вытекает, что φ∈C1(Ω), а из (11), что φ∈C2(Ω). Еще раз рассматривая эти же
соотношения, приходим к выводу: φ∈C2,α(Ω). 2
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3. Доказательство теоремы 1

Пусть выполняются условия теоремы 1. Согласно (4) функция G строго монотон-
на на каждом Si. Учитывая условие а), получаем, что существует обратная функция
G−1∈C(B), где B={G(x) :x∈S}. Положим

η(t) = ρ0(G
−1(t)) при t ∈ B.

Тогда η∈C(B). Кроме того,

0 < m 6 η(t) 6M, m = inf
S
ρ0, M = sup

S
ρ0,

η′(G(x)) = ± 1

g(x)

∂ρ0(x)

∂τ
при всех x ∈ S.

Знак в последней формуле зависит от знака функции g на S. Таким образом, η′ ∈
L∞(B). Продолжим η до функции η ∈W 1

∞(R) так, что m6 η6M . Отметим, что
отображения t→η1/2(t) и t→η−1/2(t) также принадлежат классу W 1

∞(R).
Определим

ω(t) = h0(G
−1(t)), t ∈ B.

Повторяя приведенные выше рассуждения, получаем, что ω продолжается до функ-
ции ω∈C1(R), причем ω и ω′ ограничены.

Согласно лемме 2 существует решение φ∈H2(Ω) задачи

div
(
η1/2(φ)∇φ

)
=

ω′(φ)

η1/2(φ)
в Ω, φ|Γ = G|Γ. (12)

Положим u= rotφ, ρ=η(φ), h=ω(φ). Тогда

divu = 0, div (ρu) = u · ∇ρ = (rotφ · ∇φ)η′(φ) = 0 в Ω.

Из построения функций φ, η и ω вытекает, что краевые условия (3) выполняются.
Умножая первое уравнение из (12) на η1/2(φ)∇φ, имеем

0 = ∇φη1/2(φ)div
(
η1/2(φ)∇φ

)
− ω′(φ)∇φ =

= − ∇φη(φ) rot rotφ+
1

2
η′(φ)|∇φ|2∇φ − ∇h = − ρ(rotu)Lu+

|u|2

2
∇ρ − ∇h.

Уравнение (5) выполнено. Теорема 1 полностью доказана.

Лемма 3. Пусть Γ состоит из конечного числа замкнутых кривых Γ1, . .. ,ΓN

класса C1,1. Пусть g ∈ H1/2(Γ), g|S > 0 и∫
Γj

g dΓ = 0, j = 1, N. (13)

Пусть для любого j ∈{1, ... ,N} множество S∩Γj либо пустое, либо состоит из
открытых (на Γ) связных множеств S1j , ...Skjj, причем существует кривая Γ′

j

такая, что
S1j ∪ . . . ∪ Skjj ⊂ Γ′

j ⊂ Γj , g > 0 на Γ′
j .

Тогда выполняется условие а) теоремы.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем любое j ∈ {1, .. . , N}. Из условий вытекает, что
существует функция Gj ∈ H3/2 такая, что ∂Gj

∂τ

∣∣∣
Γj

= g. Так как функция Gj моно-

тонна на Γ′
j и строго монотонна на каждом Sij , то множества

Bij = {Gj(x) : x ∈ Sij}, i = 1, kj

попарно не пересекаются. Кроме того, эти множества ограничены, поскольку Gj ∈
H3/2(Γj) ⊂ C(Γj). Поэтому найдутся такие постоянные Cj , что множества Bij + Cj

(i = 1, kj , j = 1, N) попарно непересекаются. Осталось определить функцию G|Γj
=

= Gj + Cj и продолжить ее до G ∈ H2(Ω). 2
Замечание. Если Γ ∈ C1,1, причем множества Γj ∩ S связные, то условие а) экви-
валентно тому, что g ∈ H1/2(Γ), и выполняется предположение (13).

4. Существование более гладких решений

Ограничимся случаем, когда Γ состоит из конечного числа замкнутых кривых
Γ1,...,ΓN , причем множества Γj ∩S связные.

Cледствие 1. Пусть Γ ∈ C2,α, g ∈ C1,α(Γ), ρ0 ∈ C1,α(S), h0 ∈ C1,α(S), где α ∈ (0, 1),

1

g

∂h0
∂τ

∈ C0,α(S);
1

g

∂ρ0
∂τ

∈ C0,α(S), inf
S
ρ0 > 0,

и выполняются условия (4), (13). Тогда u, ρ, h ∈ C1,α(Ω), где (u, ρ, h) — решение
задачи (2), (3), (5), построенное при доказательстве теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 3, по-
лучаем, что найдется функция G ∈ C2,α(Γ), удовлетворяющая условию а) теоремы.
Функции η и ω, построенные при доказательстве теоремы, принадлежат классу C1,α.
Поскольку φ — решение задачи (12), применяя лемму 2, получаем, что φ ∈ C2,α(Ω).
2

Точно так же доказывается следствие 2.

Cледствие 2. Пусть Γ ∈ C∞, g ∈ C∞(Γ), ρ0 ∈ C∞(S), h0 ∈ C∞(S),

1

g

∂h0
∂τ

∈ C∞(S);
1

g

∂ρ0
∂τ

∈ C∞(S), inf
S
ρ0 > 0,

и выполняются условия (4), (13). Тогда решение задачи (2), (3), (5), построенное
при доказательстве теоремы 1, является бесконечно дифференцируемым в Ω.
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ABSTRACT

One consider boundary value problem for 2D Euler equations describing

stationary flow of ideal incompressible nonhomogeneous fluid. The boundary

value of normal component of the flow velocity, and value of total pressure,

density on the inflow (outflow) part of the boundary are given. We prove

global solvability of the problem.
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