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О числе разбиений плоскости на полигексы

Разбиение называется решетчатым, если любую фигуру разбиения можно пе-
ревести в любую другую фигуру параллельным переносом, причем это преоб-
разование переводит все разбиение в себя. Найдены нижняя и верхняя оценка
числа решетчатых разбиений плоскости на центрально-симметричные полигек-
сы заданной площади.

Ключевые слова: разбиения, решетчатые разбиения, полигексы, самонепересе-
кающиеся блуждания.

Введение

Полигекс, как известно, представляет собой фигуру на плоскости, составлен-
ную из конечного числа единичных правильных шестиугольников, которая сильно
связна, то есть из любой ячейки в любую другую ячейку этого полигекса можно
попасть, переходя по общим сторонам смежных ячеек за конечное число шагов. По-
лигексы можно рассматривать как конечные множества шестиугольного паркетажа
со связной внутренностью. Название было предложено Д. Кларнером по аналогии
с названиями других полиформ [1]. Полигексы изучались в работах Гарднера [2],
Голомба [3], Маерса [4], Малеева [5], Фукуды [6] и других авторов. Различают сво-
бодные полигексы (когда фигуры, полученные поворотом и отражением, считаются
одной и той же фигурой), односторонние полигексы (когда фигуры, полученные
зеркальным отражением, считаются различными), фиксированные полигексы, раз-
личаемые также при поворотах.

Число свободных n-полигексов для n=1,2,3,4,... дается последовательностью 1,
1, 3, 7, 22, 82, 333, ... [1, 7, 8].

В последние годы немало внимания было уделено проблеме роста ячеек, назы-
ваемой “cell growth problem”. В этой проблеме, из одной ячейки решетки шаг за
шагом, добавляя такие же ячейки, смежные с предыдущими по сторонам, получали
кластеры, называемые “животными”. Фундаментальная комбинаторная проблема,
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изучавшаяся Голомбом [2,3], состоит в том, чтобы точно определить сколько суще-
ствует различных “животных” с заданным числом клеток. При этом два “животных”
считаются одинаковыми, если одно может быть получено из другого поворотом, пе-
реносом или отражением. Если базовая форма представляет собой квадрат, то “жи-
вотные” являются полимино; если правильный шестиугольник — получаем полигек-
сы. Эта проблема полностью не решена, несмотря на многочисленные исследования
в этой области [1, 9–11]

В работах Фукуды и др. [6,12] приведен алгоритм, подсчитывающий для данного
n все полигексы, которые могут быть ячейкой правильного разбиения плоскости,
обладающего поворотной симметрией. В работе Малеева был предложен алгоритм
поиска всевозможных периодических упаковок специальных множеств полигексов с
определенными коэффициентами упаковок [5].

Задачи перечисления полигексов также тесно связаны с химией ароматических
углеводородов [13,14].

Большой вклад в популяризацию математических задач о полигексах, внес
М. Гарднер, который в своей рубрике “Математические игры” в журнале Scientific
American опубликовал серию статей, содержащих обсуждение этих проблем, а затем
включил соответствующие главы в свои книги [2, 15–17].

Определение 1. Разбиение называется решетчатым, если любую фигуру раз-
биения можно перевести в любую другую фигуру параллельным переносом, причем
это преобразование переводит все разбиение в себя.

Без ограничения общности можно считать, что все вершины полигекса являются
точками гексагональной решетки A2. Можно доказать, что топологически решетча-
тых разбиений плоскости два, а именно: правильные разбиения плоскости на квад-
раты и шестиугольники. Пусть n — площадь полигекса, то есть полигекс состоит из
n правильных шестиугольников, каждый из которых имеет площадь 1. Возникает
задача подсчитать число t(n) решетчатых разбиений плоскости на полигексы задан-
ной площади n, решетка периодов которых является подрешеткой A2. При этом два
разбиения считаются эквивалентными, если существует движение плоскости, пере-
водящее одно из разбиений в другое, и различными в противном случае. Числа t(n)

для малых значений n были вычислены в работе Роудса [18]. В работе [19] была
рассмотрена задача подсчета числа решетчатых разбений плоскости на полимино
заданной площади с заданными решетками. Число решетчатых разбиений плоско-
сти на полимино заданной площади, топологически эквивалентных правильному
разбиению плоскости на квадраты, рассмотрено в работе Брлеко и Фросини [20].

В работе авторов [21] ранее было показано, что для числа tc(n) решетчатых
разбиений плоскости на центрально-симметричные полимино заданной площади n

справедлива оценка

c1(
√
2)

n
6 tc(n) 6 c2(n+ 1)2(

√
2, 68)n.

Мы будем рассматривать решетчатые разбиения плоскости на полигексы, гомео-
морфные диску. Также мы будем предполагать, что решетка периодов разбиения
является подрешеткой гексагональной решетки A2. На рисунке 1 изображен пример
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(a) (b)

Рис. 1. (а) Полигекс. (b) Пример решетчатого разбиения.

центрально-симметричного полигекса и соответствующего ему решетчатого разбие-
ния.

В настоящей статье мы докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Для числа t(n) решетчатых разбиений плоскости на центрально-
симметричные полигексы заданной площади n, решетка периодов которых является
подрешеткой решетки A2, справедлива следующая оценка:

C1

√
2
n
6 t(n) 6 C2n

21, 85n.

Для доказательства теоремы 1 отдельно докажем нижнюю и верхнюю оценку.

1. Доказательство нижней оценки

Для доказательства нижней оценки достаточно построить C1

√
2
n

различных
центрально-симметричных полигексов, каждый из которых будет порождать хотя
бы одно решетчатое разбиение. Полигексы, которые мы будем строить, представля-
ют собой “полоски” толщины 1. Длина такой полоски равна площади полигекса.

Возьмем произвольную последовательность длины n из нулей и единиц. По ней
восстановим полигекс из n+1шестиугольника единичной площади. 0 и 1 определяют
способ стыковки соседних шестиугольников в полигексе, а именно: 0, если следую-
щий шестиугольник из цепочки смежен с предыдущим по целому горизонтальному
нижнему ребру; 1, если следующий шестиугольник смежен с предыдущим из це-
почки по целому боковому нижнему правому ребру. Предложенная кодировка, ра-
зумеется, не позволяет закодировать произвольный полигекс площади n+1. Тем не
менее, каждому коду будет поставлен в соответствие полигекс, представляющий со-
бой узкую полоску толщины 1. На рисунке 2 изображены центрально-симметричные
полигексы, соответствующие кодам 101101 и 10101.

Если полученный из кода полигекс сдвигать каждый раз на векторы (1;− 1) и
(n;0) гексагональной решетки, то мы получаем решетчатые разбиения плоскости с
решеткой периодов, порождаемой указанными базисными векторами. Решетчатое
разбиение получено. Для проверки корректности выбора базисных векторов посчи-
таем определитель матрицы, составленной из этих векторов:∣∣∣∣∣1 − 1

n 0

∣∣∣∣∣ = n.
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(a) (b)

Рис. 2. (а) Полигекс из кода 101101. (b) Полигекс из кода 10101.

Определитель равен площади фундаментальной области, площади полигекса. Кор-
ректность показана.

Если n — четное число, то строение центрально-симметричного полигекса опре-
деляется первой половиной данной последовательности, и максимум мы получаем
2n/2 таких разбиений. Если n — нечетное число, то строение центрально-симметрич-
ного полигекса определяется первой половиной полигекса. Если же говорить на язы-
ке цепочки из 0 и 1, то строение центрально-симметричного полигекса определяется
(n− 1)/2 первыми соединениями и одним центральным соединением. Тогда макси-
мум мы получаем 2

n+1
2 таких разбиений. Можно объединить эти результаты в один

2[
n+1
2 ]. Любое движение, переводящее одно разбиение на полигексы в другое, обяза-

но переводить в себя гексагональную решетку. Некоторые из этих разбиений могут
совпадать, а именно: правильный шестиугольник 12 движениями (6 поворотов и 6
осей симметрии) может быть переведен в себя. А поскольку полигексы в нашей за-
даче центрально-симметричные, то одно разбиение может быть получено не более,
чем из 6 кодов. Этим и объясняется появление константы C1 в нижней оценке, и мы
получаем

C1

√
2
n
6 t(n).

Таким образом требуемая оценка снизу доказана.

2. Доказательство верхней оценки

Перейдем теперь к доказательству верхней оценки.
Вначале вместо площади будем фиксировать периметр полигекса. Обозначим че-

рез t′(p) число решетчатых разбиений плоскости на центрально-симметричные по-
лигексы полупериметра p. Данное определение корректно, так как периметр любого
полигекса — четное число.

Для решетчатого разбиения существует критерий Конвея [22], устанавливающий,
при каких условиях полигекс задает решетчатое разбиение.

Теорема 2. Центрально симметричный полигекс порождает решетчатое разби-
ение плоскости тогда и только тогда, когда граница полигекса может быть разбита
на 6 частей abcdef таких, что a, b, c переходят соответственно в d, e, f параллельным
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переносом, причем a, b, c центрально-симметричны (некоторые части могут быть пу-
стыми). При этом различным разбиениям границы полигекса соответствуют различ-
ные решетчатые разбиения плоскости на заданный полигекс.

Разъясним геометрический смысл слова abcdef . Это замкнутая ломаная длины
2p без самопересечений (поскольку полигекс имеет самонепересекающуюся границу)
с отмеченными точками. Точки нужны для того, чтобы мы могли найти границы
частей a, b, c, d, e, f , то есть восстановить полигекс и разбиение. Поэтому число ре-
шетчатых разбиений на центрально-симметричные полигексы заданного периметра
не превосходит числа таких ломаных. Отметим, что ломаные d,e,f однозначно вос-
станавливаются по ломаным a,b,c соответственно. Кроме того, каждая из ломаных
a,b,c,d,e,f , в силу их центральной симметричности, восстанавливается по половине
этой ломаной. Пусть длины ломаных a,b,c,d,e,f соответственно равны la, lb, lc, ld,
le и lf . Ясно, что la = ld, lb = le, lc = lf . Кроме того, учитывая, что a, b, c, d, e, f
центрально-симметричны, получаем

1

2
(la + lb + lc + ld + le + lf ) = p,

или
la + lb + lc = p.

Рассмотрим ломаные, вершины которых есть вершины шестиугольной решетки.
Такие ломаные называются самонепересекающимися блужданиями (self-avoiding
walks). Известно, что число m(l) самонепресекающихся блужданий длины l на ше-
стиугольной решетке не превосходит C(ε)(

√
2+
√
2+ ε)l [23]. Пусть mc(l) — чис-

ло самонепересекающихся центрально-симметричных ломаных длины l. Ясно, что
такая ломаная полностью определяется своей половиной, которая также является
самонепересекающейся. Таким образом, справедлива оценка

mc(l) 6

{
m((l + 1)/2), l– нечетно;

m(l/2), l– четно.

Отсюда получаем, что для любого ε>0

mc(l) 6 m((l + 1)/2) 6 C ′(ε)(

√
2 +
√
2 + ε)l/2

для всех l.
Исходя из сказанного выше, отметим, что для числа t′(p) решетчатых разби-

ений плоскости на равные центрально-симметричные полигексы полупериметра p

справедлива оценка

t′(p) 6
∑

la+lb+lc =p,
la,lb,lc>0

mc(la)mc(lb)mc(lc) 6

6 C ′(ε1)C
′(ε2)C

′(ε3)
∑

la+lb+lc =p,
la,lb,lc>0

(

√
2 +
√
2+ε1)

la/2(

√
2 +
√
2+ε2)

lb/2(

√
2 +
√
2+ε3)

lc/2.
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Если взять в качестве ε=max{εi}, i=1,...,3, то

t′(p) 6 C ′(ε)
∑

la+lb+lc = p,
la,lb,lc>0

(
√
2 +
√
2 + ε)

1
2 (la+lb+lc) 6

6 C ′(ε)(
√
2 +
√
2 + ε)p/2

∑
la+lb+lc = p,

la,lb,lc>0

1 6 C ′′(ε)(
√
2 +
√
2 + ε)p/2 · p2.

Последняя оценка связана с тем, что
∑

la+lb+lc =p,
la,lb,lc>0

1 является количеством решений

линейного диофантова уравнения la+lb+lc=p, которое асимптотически с точностью
до константы эквивалентно p2 [24].

Итак, мы получили, что число решетчатых разбиений на центрально -симметрич-
ные полигексы с полупериметром p не превосходит

t′(p) 6 C ′′(ε)p2(

√
2 +
√
2 + ε)p/2.

Осталось перейти к площади аолигексов. Методом математической индукции
легко получить неравество, связывающее площадь и полупериметр полигекса: p6
2n+1. Для получения верхней оценки числа решетчатых разбиений плоскости на
центрально-симметричные полигексы остается просуммировать предыдущую оцен-
ку по p от 1 до 2n+1:

t(n) 6
2n+1∑
p = 1

t′(p) 6
2n+1∑
p = 1

C ′′(ε)p2(

√
2 +
√
2 + ε)p/2.

Заменяя последнюю сумму на интеграл
2n+1∫
0

C ′′(ε)x2(
√

2+
√
2+ε)x/2dx и учитывая,

что ∫
x2eaxdx =

eax

a3
(a2x2 − 2ax+ 2),

получаем оценку
t(n) 6 C ′′′(ε)(2n+ 1)2(

√
2 +
√
2 + ε)n.

Ограничимся неравенством
√

2+
√
2+ε6 1,85, при этом константа C ′′′(ε) заме-

няется на константу C2, что и доказывает верхнюю оценку, а вместе с ней и всю
теорему.
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ABSTRACT

A tiling is called a lattice tiling if there is a group of translations which acts

on the set of the tiles transitively. In the paper the low and upper bounds for

the number of lattice tilings of plane with centrally symmetrical polyhexes

are found.

Key words: tilings, lattice tilings, polyhexes, self-avoiding walks.
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