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Осцилляционно-затухающее поведение
температуры в кристалле

Построено аналитическое решение для уравнения, моделирующего одномер-
ный гармонический кристалл. Решение используется при вычислении темпера-
туры как меры кинетической энергии. Для стохастических начальных условий
получен закон распределения температуры, отличающийся от закона Фурье.
Показано, что учет корреляций, связывающих положение частиц, приводит к
появлению гармоник на удвоенной частоте по сравнению с основным колеба-
нием, формируемым за счет корреляций между начальными скоростями.

Ключевые слова: одномерный гармонический кристалл, распределение темпе-
ратуры, корреляция, скорость.

Введение

Исследование переноса тепла в кристаллах является одной из центральных про-
блем статистической механики. В частности, поучение закона Фурье на основе мик-
роскопической динамики частиц является актуальной задачей. Напомним, что по
закону Фурье тепловой поток пропорционален градиенту температуры. В этом слу-
чае перенос тепла с достаточной степенью точности описывается параболическим
уравнением теплопроводности. Несмотря на то, что закон Фурье является удобной
математической моделью для описания передачи тепла, применение его приводит
к ряду физических парадоксов - таких, например, как парадокс бесконечной ско-
рости распространения тепла. Заметные отклонения от закона Фурье наблюдаются
на малых временных и пространственных масштабах [1]. В простейших дискрет-
ных системах, таких, как одномерный гармонический кристалл (цепочка частиц,
связанных линейными пружинами), распространение тепла не подчиняется закону
Фурье [2].

С целью преодоления противоречий в теории теплового переноса были предло-
жены новые модели теплового потока, учитывающие конечность скорости распро-
странения тепла. В [3,4] и [5,6] авторы постулировали затухающую волновую модель
теплопроводности в твердых телах, вводя параметр релаксации, который характе-
ризует конечное время передачи тепла между материальными точками. Применение
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данной модели для рассмотрения процессов плавления представлено в [7], её связь
с уравнением Больцмана указана в [8], построение для этой модели аналитического
решения и численных схем можно найти в [9] и [10] соответственно.

В настоящее время вопрос о распространении тепла в идеальных кристалличе-
ских системах остается открытым. Но с развитием нанотехнологий расширяется воз-
можность применения идеальных бездефектных кристаллов и их уникальных теп-
лопроводящих свойств, поэтому получение конструктивных ответов на указанный
выше вопрос является актуальной задачей как в теоретическом, так и прикладном
плане. Следует указать на результаты работы [11], в которой получена замкнутая
система уравнений, описывающая тепловые процессы в одномерном гармоническом
кристалле. Решение системы дает уравнение связи теплового потока и температуры,
отличающееся от закона Фурье. Использованный в [11] подход основан на комбини-
ровании корреляционного анализа и длинноволнового приближения.

Авторы настоящей работы также рассматривали математические аспекты од-
номерной гармонической модели идеальной кристаллической системы при наличии
внешнего воздействия на нее [12], что физически соответствует заданию темпера-
турных условий на концах кристаллического образца. Было построено фундамен-
тальное решение и получены различные его формы представления. Продолжением
этого исследования является изучение релаксационных свойств поведения темпера-
туры для бесконечного одномерного гармонического кристалла. В данной статье,
определяя температуру как меру кинетической энергии частиц, мы используем [12]
для вычисления энергии. В результате выполненной работы мы получили закон
осцилляционно-затухающего поведения температуры.

1. Уравнения модели и её решения

Одномерный бесконечный кристалл является некоторой идеальной моделью, для
которой характерный внутренний масштаб (например, равновесное расстояние a

между соседними частицами) много меньше макроскопического размера системы —
длины кристалла L. Это условие эквивалентно наличию большого числа частиц в
системе (n� 1). Гармонический кристалл рассматривается как цепочка частиц с
равной массой m, соединенных одинаковыми линейными пружинами с жесткостью
k, а взаимодействие между частицами определяется ближайшими соседями. Для j-
частицы её координата xj представима в виде xj=ja+uj , где функция uj определяет
смещение частицы из положения равновесия, при этом 06x16 ...6xn6L. Форму-
лируя силовые условия для первой и последней частиц, будем полагать, что они
упруго связаны с неподвижными точками. Тогда потенциальная энергия W такой
системы частиц равна

W = k
u21
2

+ k

n−1∑
i = 1

(uj+1 − uj)2

2
+ k

u2n
2
. (1)
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Для потенциала (1) уравнения движения системы частиц имеют следующий вид:

mü1 = k(u2 − 2u1),

müi = k(ui+1 − 2ui + ui−1), i = 2, ... , n − 1,

mün = k(un−1 − 2un).

(2)

Перейдем к безразмерном переменным в (2), выбирая расстояние a в качестве
масштаба длины, энергию нормируем величиной ka2/2, а масштаб времени полагаем
равным

√
m/k. Тогда (2) редуцируется к системе

ü1 = (u2 − 2u1),

üi = ui+1 − 2ui + ui−1, i = 2, ... , n − 1,

ün = un−1 − 2un

(3)

с начальными условиями

ui|t = 0 = ui0, u̇i|t = 0 = u̇i0. (4)

Уравнения (3) можно представить в виде

üi = Aijuj , (5)

где компоненты Aij = δ(i+1)j−2δij +δ(i−1)j являются элементами трехдиагональной
матрицы A, в которой δij — символ Кронекера — доопределен требованиями δ0j=0,
и δ(n+1)j = 0, j= 1,...,n.

Общая идея построения решения системы (3)–(4) состоит в разложении его по
базису, образованному собственными векторами αi = (αi1, ... ,αin) матрицы A. Соб-
ственные числа −ω2

i и векторы αi матрицы были вычислены в [12], где мы полагали,
что начальные условия являются однородными, так как решали задачу построения
решения, порождаемого внешним воздействием на кристалл. В данной работе мы
воспользуемся результатами [12] для формулировки решения системы (3)–(4).

Справедливо утверждение: компоненты ui определяются соотношениями

ui =

n∑
j = 1

αij

(
q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt

)
, (6)

где ωj=2sin
zj
2
, αij=

√
2

n+1
sinizj , zj=

πj

n+1
и q0i=

n∑
j=1

αij uj |t=0 , v0i=

n∑
j=1

αij u̇j |t=0 .

Убедимся, что функции ui (6) удовлетворяют системе (3) при начальных усло-
виях (4). Действительно, дифференцируя (6) по времени, получаем

üi = −
n∑

j = 1

αijω
2
j

(
q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt

)
. (7)

Учтем, что

α(i−1)j − 2αij + α(i+1)j =

√
2

n+ 1
(sin(i − 1)zj − 2 sin izj + sin(i+ 1)zj) =

= − 4 sin2 zj
2

√
2

n+ 1
sin izj = − ω2

jαij .
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Тогда отсюда и из (7) следует, что

ui+1 − 2ui + ui−1 =

n∑
j = 1

(α(i−1)j − 2αij + α(i+1)j)

(
q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt

)
=

= −
n∑

j = 1

ω2
jαij

(
q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt

)
= üi, i = 1, ... , n − 1,

то есть справедливы уравнения (3) для внутренних частиц. После подстановки ре-
шения (6) в первое уравнение системы (3) нетрудно установить, что оно является
тождеством, если использовать соотношения

ü1 = −
n∑

j = 1

α1jω
2
j

(
q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt

)
,

α2j − 2α1j =

√
2

n+ 1
(sin 2izj − 2 sin zj) = − 4 sin2 zj

2

√
2

n+ 1
sin zj = − ω2

jα1j .

Подставляя решение (6) в последнее уравнение системы (3), получим

ün = − (− 1)j
n∑

j = 1

α1jω
2
j

(
q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt

)
. (8)

С другой стороны,

α(n−1)j − 2αnj = (− 1)j
√

2

n+ 1
(sin 2izj − 2 sin zj) =

= (− 1)j(α2j − 2α1j) = − (− 1)jω2
jα1j .

Тогда

un−1 − 2un =

n∑
j = 1

(α(n−1)j − 2αnj)(q0j cosωjt+
v0j
ωj

sinωjt) =

= −
n∑

j = 1

(− 1)jα1jω
2
j (q0j cosωjt+

v0j
ωj

sinωjt).

Отсюда и из (8) видно, что последнее уравнение системы (3) справедливо для постро-
енного решения (6). Выполнение начальных условий (4) обеспечивается благодаря
свойству полноты собственных векторов αi ( [12, формула (15)]).

2. Вычисление кинетической энергии частицы

Интересующая нас величина — средняя кинетическая энергия частиц Tv на неко-
тором интервале :

Tv =
1

N

N2∑
i = N1

Ti, Ti =

〈
v2i
2

〉
P

, (9)

где N =N2−N1+1 — число частиц, v2i /2 — кинетическая энергия i -частицы, скоб-
ки 〈〉P обозначают усреднение по распределению начальных смещений и скоростей
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(u0,v0) = (u01, ... ,u0n,v01, ... ,v0n). Именно Tv определяет температуру на интервале,
который при условии N <<n можно рассматривать как точку.

Относительно распределения начальных смещений и скоростей предполагаем,
что оно задается плотностью вероятности P =P (u0,v0). Поскольку частицы явля-
ются одинаковыми, то естественно полагать, что они подчиняются статистике Бо-
зе –Эйнштейна. Конкретный вид распределения не важен в данной работе, а прин-
ципиальным выводом, следующим из этой гипотезы является положение о том, что
функционально переменные (u0,v0) входят в P =P (u0,v0) через энергию системы
H(u0,v0):

P = F (H(u0,v0)), H(u0,v0) =
|v0|2

2
+W (u0). (10)

Переходя к вычислению (9), сначала находим скорость частицы из (6)

vi = u̇i =

n∑
j = 1

αij sin izj (− q0jωj sinωjt+ v0j cosωjt) . (11)

Подставляя (11) в Tj (9), получаем соотношение Ti=Ti,uu+Ti,uv+Ti,vv, в котором

Ti,uu =
1

2

n∑
j1,j2 = 1

αij1αij2 〈u0j1u0j2〉P ωj1ωj2 sinωj1t sinωj2t, (12)

Ti,uv = −
n∑

j1,j2 = 1

αij1αij2 〈u0j1v0j2〉P ωj1 sinωj1t cosωj2t, (13)

Ti,vv =
1

2

n∑
j1,j2 = 1

αij1αij2 〈v0j1v0j2〉P cosωj1t cosωj2t. (14)

Функция распределения (10) является четной относительно переменных v0j1 , тогда
〈u0j1v0j2〉P = 0, следовательно, Ti,uv = 0 и Ti = Ti,uu +Ti,vv. Так как 〈v0j1v0j2〉P =

= 0 для j1=/j2, то обозначая
1

2
〈v0j1v0j2〉P =T0δj1j2 , где T0 имеет смысл кинетической

температуры кристалла в начальной момент времени, и используя (6), запишем (14)
в следующей форме:

Ti,vv = T0
2

n+ 1

n∑
j = 1

(sin izj)
2(cosωjt)

2. (15)

Преобразуем слагаемое суммы к виду(
sin

πij

n+ 1

)2

(cosωjt)
2 =

1

4

(
1 − cos

2πij

n+ 1
+ cos 2ωjt − cos

2πij

n+ 1
cos 2ωjt

)
. (16)

Поскольку n�1, то при вычислении суммы перейдем к интегрированию, полагая
∆j→ dz 2(n+1)

π , что соответствует формальному переходу от zj/2 к переменной z в
формулах, тогда

n∑
j = 1

cos 2ωjt =

n∑
j = 1

cos

(
4t sin

πij

2(n+ 1)

)
≈

≈ 2(n+ 1)

π

π�2∫
0

dz cos (4t sin z) = (n+ 1)J0(4t). (17)
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Поступая аналогичным образом, получаем следующее выражение для суммы:

n∑
j = 1

cos
2πij

n+ 1
cos 2ωjt ≈

2(n+ 1)

π

π�2∫
0

dz cos(4iz) cos (4t sin z) = (n+ 1)J4i(4t). (18)

Подстановка (16)–(18) в (15) дает формулу

Ti,vv =
T0
4

[1 + J0(4t) − J4i(4t)] . (19)

Переходя к анализу (12), сначала выделим в рассматриваемой сумме вклады с
j1 = j2 и j1 =/ j2, тогда Ti,uu= T̄i,uu+ T̃i,uu, где

T̄i,uu =
1

2

n∑
j = 1

α2
ijBjj(ωj sinωjt)

2,

T̃i,uu =
1

2

n∑
j1 =/ j2

αij1αij2Bj1j2ωj1ωj2 sinωj1t sinωj2t, Bj1j2 = 〈u0j1u0j2〉P .
(20)

Учитывая явное представление (6) для входящих в (20) объектов, запишем T̄i,uu в
виде

T̄i,uu =
4

n+ 1

n∑
j = 1

Bjj sin2 izj sin2 zj
2

sin2
(

4t sin
zj
2

)
. (21)

Переходя от суммирования в (21) к интегрированию ∆j→dz 2(n+1)
π , получаем

T̄i,uu ≈
8

π

π�2∫
0

dzB(z) sin2(2iz) sin2 z sin2(4t sin z), (22)

где B(z) обозначает Bjj при замене j→z 2(n+1)
π .

Теперь рассмотрим комплекс T̃i,uu. В соответствующей ему формуле можно сразу
перейти к континуальной записи, полагая Bj1j2→B(z1,z2). Это дает представление:

T̃i,uu ≈
16(n+ 1)

π

π�2∫
0

dz1 sin 2iz1 sin z1 sin(2t sin z1)×

×

π�2∫
0

dz2 sin 2iz2 sin z2 sin(2t sin z2)B(z1, z2). (23)

Подставляя в (9) полученные выражения, запишем Tv в виде

Tv =
1

N

N2∑
i = N1

Ti,vv +
1

N

N2∑
i = N1

T̄i,uu +
1

N

N2∑
i = N1

T̃i,uu. (24)

Первая сумма в (24), учитывая (19), равна

1

N

N2∑
i = N1

Ti,vv =
T0
4

[
1 + J0(4t) − 1

N

N2∑
i = N1

J4i(4t)

]
. (25)
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При вычислении последнего вклада в (25) воспользуемся формулами

N∑
i = 1

cos(4iz) = cos(2(N + 1)z)
sin(2Nz)

sin(2z)
,

N2∑
i = N1

cos(4iz) = cos(4zx)
sin(2Nz)

sin(2z)
,

где x= (N2 +N1)/2, что приводит к выражению суммы функций Бесселя в виде

1

N

N2∑
i = N1

J4i(4t) =
2

π

π�2∫
0

dz
sin(2Nz)

N sin(2z)
cos(4zx) cos (4t sin z)

и представлению первой суммы в (24):

1

N

N2∑
i = N1

Ti,vv =
T0
4

1 + J0(4t) − 2

π

π�2∫
0

dz
sin 2Nz

N sin 2z
cos 4zx cos(4t sin z)

 . (26)

При вычислении второй суммы в (24) подставим sin2(2iz)=(1−cos4iz)/2 в (22),
а необходимое вычисление по индексу i выполним, применяя вторую формулу из
(26), тогда

1

N

N2∑
j = N1

T̄i,uu =
4

π

π�2∫
0

dzB(z) sin2 z sin2(4t sin z)

[
1 − sin 2Nz

N sin 2z
cos 4zx

]
. (27)

При подстановке (23) в последнюю сумму (24) следует воспользоваться соотно-
шениями

N∑
i = 1

sin 2iz = sin(N + 1)z
sinNz

sin z
,

N2∑
i = N1

sin 2iz = sin 2zx
sinNz

sin z
, x =

N2 +N1

2
.

В результате получаем

1

N

N2∑
i = N1

T̃i,uu =
16(n+ 1)

π

π�2∫
0

dz1 sin(2z1x) sinNz1 sin(2t sin z1)×

×

π�2∫
0

dz2 sin 2z2x sinNz2 sin(2t sin z2)B(z1, z2). (28)

3. Асимптотическое поведение кинетической энергии частицы

Из полученных соотношений для кинетической энергии частицы (24), (26)–(28)
видно, что температура содержит несколько вкладов. Слагаемое J0(4t) в (26) опре-
деляет колебания с частотой 4 (в размерных переменных 4

√
k/m) и уменьшающейся

амплитудой при t>>1, поскольку

J0(4t) =
1√
2πt

cos(4t − π�4) +O(t
3�2). (29)
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Асимптотический характер поведения при t� 1 добавочного вклада в (26) можно
оценить методом стационарной фазы [13]. В интеграле функция sinz, которая явля-
ется аргументом для cos(4tsinz), имеет на отрезке [0,π�2] единственную стационар-
ную точку z∗=π�2, так что sinπ�2=1, и значение второй производной −sinπ�2=−1.
Оставшееся подынтегральное выражение в (26) не имеет сингулярностей в x∗, по-
скольку

sin 2Nz

N sin 2z
cos 4zx |z∗→π�2

= cos(4z∗x) =

= cos 2πx = cosπ(N2 +N1) = (− 1)N2+N1 = (− 1)2x. (30)

Следовательно, временное и пространственное поведение интеграла определяется (с
точностью до множителя) функцией

(− 1)2x√
t

cos(4t − π�4). (31)

Отсюда и из (29) виден одинаковый асимптотический характер поведения ампли-
туды. Однако, соотношение (30) содержит зависимость от точки наблюдения x (в
общем случае не является целым числом).

Рассмотрим поведение интегрального выражения (27) при t�1, используя метод
стационарной фазы. Из равенства 2sin2(4tsinz) = 1− cos(8tsinz) в (27) выделяется
вклад, не зависящий от времени, который мы не рассматриваем. Оставшееся выра-
жение с точностью до коэффициента совпадает с

I1 =

π�2∫
0

dzB(z) sin2 z cos(8t sin z)

[
1 − sin 2Nz

N sin 2z
cos 4zx

]
.

Метод стационарной фазы, с учетом (30), приводит к выражению

I1 ∼
(− 1)2x√

t
B(π�2) cos(8t − π�4). (32)

Эта формула показывает, что первые два вклада в температуру (24) имеют одинако-
вый асимптотический характер поведения амплитуды. Однако, фазовые характери-
стики у них разные, поскольку временные колебания в (32) происходят на удвоенной
частоте по сравнению с (31).

Асимптотический закон поведения выражения (28) при t� 1 можно получить
способом, аналогичным тому, который использован при выводе соотношений (31) и
(32). Для стационарных точек z1 =z2 =z∗=π�2 значение sin2z∗x=0, поэтому выра-
жение (28) имеет дополнительную малость по 1/t. Таким образом, формулы (31) и
(32) определяют ведущий характер поведения температуры при t�1.

Заключение

Проведенный анализ показал, что затухание колебаний температуры определя-
ется существованием корреляций между частицами. Кроме того, различные типы



178 М.А. Гузев, А.А. Дмитриев

корреляций приводят к разным гармоническим колебаниям. Учет корреляций, свя-

зывающих движение частиц (вклад Ti,vv) и формирующих колебания с частотой

4, был выполнен в работе [11]. В нашей работе выявлен дополнительный эффект,

учитывающий зависимость температуры от точки наблюдения.

Принципиальный результат состоит в том, что учет корреляций, связывающих

положение частиц (вклад Ti,uu), порождает гармоники на удвоенной частоте.
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ABSTRACT

We constructed an analytical solution for the equations modeling a one-

dimensional harmonic crystal. The solution is used to calculate the temper-

ature as a measure of kinetic energy. For stochastic initial conditions, we

obtain a law of temperature distribution which differs from the Fourier law.

It is demonstrated that the correlations linking the position of the parti-

cles leads to the appearance of harmonics at twice the frequency compared

with the main oscillation generated due to correlations between the initial

velocities.

Key words: one-dimensional harmonic crystal, the temperature distribution,

correlation, speed.
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