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О распределении целых точек
на гиперболоиде

В работе предложен новый метод изучения целых точек на гиперболоидах (за-
дача Линника). Он базируется на спектральной теории автоморфных функций.
При этом получаются принципиально новые оценки остаточных членов со сте-
пенным понижением.

Ключевые слова: распределение целых точек на гиперболоиде, спектральная
теория автоморфных функций, L-ряды автоморфных форм, функционалы Шин-
тани.

Пусть KZ(d) =
{

(a,b,c)∈Z3
∣∣ b2−4ac=d

}
— множество целых точек на гипербо-

лоиде
{

(x1,x2,x3)∈Z3
∣∣x2

2−4x1x3 =d
}
, двуполостном при d<0 и однополостном при

d>0.
Далее d≡0,1(mod4) (⇔KZ(d) — непустое множество). Такие целые d=/0 назы-

вают дискриминантами, так как элементы KZ(d) параметризуют бинарные квадра-
тичные формы Q(u,v)=au2+buv+cv2 дискриминанта d с целыми коэффициентами.

Справедливо каноническое разложение d=Dn2 с целым D≡ 0,1(mod4) и наи-
большим (из возможных) натуральным n — кондуктором d. Если n= 1, то d=D —
фундаментальный дискриминант.

Абсолютно сходящийся в полосе Re(s)>1 ряд Дирихле

∞∑
c = 1

 ∑
b (mod 2c)

δ4c(b
2 − d)

 1

cs
=

ζ(s)

ζ(2s)
Gd(s) (d =/ n2)

определяет целую функцию Gd(s), которая для фундаментального d=D совпадает с
∞∑
c = 1

(
D

c

)
1

cs
.

Пусть ϕ(x,y) — бесконечно дифференцируемая комплекснозначная функция на
(−∞,∞)×(0,∞) с компактным носителем. Так как (a,b,c) и (−a,−b,−c) только од-
новременно принадлежат KZ(d), то можно ограничиться изучением распределения
целых точек множества

K+
Z (d) =

{
(a, b, c) ∈ KZ(d)

∣∣ c > 0
}
.
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Теорема. При любом ε > 0 и d =/ n2

∑
(a,b,c)∈K+

Z (d)

ϕ

(
b

2c
,

√
|d|

2c

)
=

3

π
·
√
|d|Gd(1)

∞∫
−∞

∞∫
0

ϕ(x, y)
dx dy

y2
+Oϕ,ε

(
|d| 13 +ε

)
.

Первые нетривиальные оценки остаточного члена получены эргодическим ме-
тодом Линника для фундаментальных дискриминантов D и изложены в моногра-
фии [1]. Они доказаны в предположении, что

(
D
p

)
=1 для некоторого фиксирован-

ного простого p> 2, и отличаются от тривиальных лишь на некоторую небольшую
степень log |d|.

В случае d<0 каждой тройке ω=(a,b,c)∈K+
Z (d) сопоставим комплексное число

z(ω) = b
2c +

√
d

2c на верхней полуплоскости H =
{
z=x+ iy

∣∣x∈ (−∞,∞), y∈ (0,∞)
}
и

положим
H(d) =

{
z(ω)

∣∣ ω ∈ K+
Z (d)

}
.

Модулярная группа

Γ = SL2(Z) =

{
M =

(
m11 m12

m21 m22

) ∣∣∣∣∣ mij ∈ Z; det(M) = 1

}

действует слева на H по правилу

z →M · z =
m11z +m12

m21z +m22
.

Правое действие Γ на K+
Z (d) определяется по формуле (a,b,c) ·M = (a′,b′,c′), где

a′u2 + b′uv + c′v2 = Q(m11u+m21v, m21u+m22v) = (Q ·M)(u, v)

c Q(u,v) = qu2 +buv+cv2.
Еще Дирихле (см. “Лекции по теории чисел”) обратил внимание на коммутатив-

ность диаграммы
K+

Z (d)
M−−−−→ K+

Z (d)yz(ω)

yz(ω)

H(d)
M−−−−→ H(d)

для любой матрицы M из Γ.
Мы можем рассматривать ϕ(x,y) как функцию ϕ(z) на верхней полуплоскости

H. Тогда

∑
(a,b,c)∈K+

Z (d)

ϕ

(
b

2c
,

√
|d|

2c

)
=
∑

ω∈K+
Z (d)

ϕ(z(ω)) =

=
∑

ω∈K+
Z (d)

1

|Γω|
·
∑
M∈Γ

ϕ(z(ω ·M)) =
∑

z∈Γ\H(d)

1

|Γω|
Φ(z),

где Φ(z) =
∑
M∈Γ

ϕ(M ·z).
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Гильбертово пространство L2(Γ\H) состоит из функций f :H→C, для которых

f(M · z) = f(z) ∀M ∈ Γ,∫∫
Γ\H

|f(z)|2 dx dy
y2

<∞; 〈f1, f2〉 =

∫∫
Γ\H

f1(z)f2(z)
dx dy

y2
.

На L2(Γ\H) действует SL2(R) — инвариантный оператор Лапласа

∆ = − y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
.

Пусть L0
2(Γ\H) состоит из всех f∈L2(Γ\H) c

1∫
0

f(x+iy)dx=0 для почти всех y∈(0,∞).

Из собственных функций ∆ в L0
2(Γ\H) можно выбрать ортонормированный базис

f1(z),f2(z), ... ,fj(z), .... При этом ∆fj(z) =λjfj(z) и 1
4 <λ1 6λ2 6 ...6λj 6 ... с λj =

= 12j+o(j).
Разложение f ∈L2(Γ\H) по спектру ∆ имеет вид

f(z) =
2

π

∫∫
Γ\H

f(z)
dx dy

y2
+

∞∑
j = 1

〈f, fj〉fj(z) +
1

4πi

∫
Re(s) = 1

2

〈f,E(· · · ; s)〉E(z; s) ds,

где E(z;s) =
∑

M∈Γ∞\Γ
Ims(M · z) — ряд Эйзенштейна и Γ∞ =

{
±

(
1 n

0 1

)∣∣∣∣∣n∈Z
}

—

параболическая подгруппа в Γ. Несложные вычисления показывают, что

∑
M∈Γ

ϕ(M · z) =
3

π

∫∫
H

ϕ(z)
dx dy

y2
+

∞∑
j = 1

Θj(ϕ)fj(z) +
1

4πi

∫
Re(s) = 1

2

Θ(ϕ; s)E(z; s) ds,

где для любого положительного A

Θj(ϕ) =

∫∫
H

ϕ(z)fj(z)
dx dy

y2
�
A
λ−Aj ,

Θj

(
ϕ;

1

2
+ it

)
=

∫∫
H

ϕ(z)E

(
z;

1

2
− it

)
dx dy

y2
�
A

(
1

4
+ t2

)−A
.

В результате находим

∑
(a,b,c)∈K+

Z (d)

ϕ

(
b

2c
,

√
|d|

2c

)
=

3

π

 ∑
z∈Γ\H(d)

1

|Γz|

 · ∫∫
H

ϕ(z)
dx dy

y2
+

+

∞∑
j = 1

Θj(ϕ)Ωd(fj) +
1

4πi

∫
Re(s) = 1

2

Θ(ϕ; s)Ωd
(
E(·· · ; s)

)
ds,

Ωd(f) =
∑

z∈Γ\H(d)

1

|Γz|
f(z).
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Для некоторого B>0 и ∀ε>0 (см. [2])

Ωd

(
E

(
·· · ; 1

2
+ it

))
�
ε

(
1

4
+ t2

)B
|d| 13 +ε, Ωd(fj)�

ε
λBj |d|∆+ε.

В работах [3], [4] была получена оценка с ∆= 1
2 −

1
14 , в [5] ∆= 1

2 −
1
8 и в [6] ∆= 1

2 −
1
6 .

Пусть

ϕ̂(t, s) =

∞∫
−∞

∞∫
0

ϕ(x, y)e−itxys−1 dx dy

и
S(d)
n (c) =

∑
b( mod 2c)

δ4c(b
2 − d)e2πi bn2c .

Тогда ∑
(a,b,c)∈K+

Z (d)

ϕ

(
b

2c
,

√
|d|

2c

)
= Aϕ(d) +Rϕ(d),

где

Aϕ(d) =
1

2πi

∫
Re(s) = 2

( ∞∑
c = 1

(√
|d|

2c

)s
S

(d)
0 (c)

)
ϕ̂(0,− s) ds =

=
1

2πi

∫
Re(s) = 2

(
|d|
4

) s
2 ζ(s)

ζ(2s)
Gd(s)ϕ̂(0,− s) ds =

=
3

π2

√
|d|Gd(1) ·

∞∫
−∞

∞∫
0

ϕ(x, y)
dx dy

y2
+

1

2πi

∫
Re(s)= 1

2 +ε

.. . ds

и

Rϕ(d)

∞∑
n = −∞
n =/ 0

1

2πi
·

∫
Re(s) = 2

( ∞∑
c = 1

(√
|d|

2c

)s
S(d)
n (c)

)
ϕ̂(2πn,− s) ds.

Пусть ψ : (0,∞)→C бесконечно дифференцируемая функция с компактным но-
сителем и

G
(n)
ψ (d) =

∞∑
c = 1

1√
c
S(d)
n (c)ψ

(
π|n|

√
|d|

c

)
, n =/ 0.

В работе [7] было получено разложение для таких сумм по спектру автоморфного
лаплассиана. С его помощью можно доказать оценку остаточного члена в теореме
для положительных дискриминантов, отличных от квадратов.
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ABSTRACT

A new method for studying integer points on hyperboloids (Linnik problem)

is proposed. It is based on the spectral theory of automorphic functions. In

doing so an asymptotic formula with a fundamentally new power saving er-

ror term is obtained.
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