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Краевая задача
для уравнения третьего порядка
с кратными характеристиками

и знакопеременным коэффициентом

В работе исследована регулярная разрешимость задачи сопряжения (обобщен-
ной задачи дифракции) для уравнения третьего порядка с кратными харак-
теристиками и со знакопеременной функцией при старшей производной. Этот
коэффициент имеет разрыв первого рода, меняет знак при переходе через точ-
ку разрыва. Методом регуляризации и методом продолжения по параметру
доказаны теоремы существования и единственности регулярных решений.

Ключевые слова: уравнения с кратными характеристиками, уравнения с ме-
няющимся направлением времени, разрывные коэффициенты, задача сопряже-
ния, регулярные решения, существование и единственность решения.

Введение

В прямоугольнике Q=(−1,1)× (0,T ), 0<T <+∞, рассматриваем задачу сопря-
жения для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками и первой
производной по времени

ut + h(x)uxxx + c(x, t)u = f(x, t), (1)

где функции f(x,t), c(x,t) определены при (x,t)∈Q, функция h(x) такова, что на
интервале [−1,0) и отрезке [0,1] она непрерывна, знакоопределена, в точке x= 0

имеет разрыв первого рода и при переходе через нее меняет знак.
Разрешимость краевых задач c локальными и нелокальными граничными усло-

виями для подобных уравнений с непрерывными коэффициентами изучена доста-
точно хорошо [1–12]. В случае h(x)= const уравнение (1) является линеариризован-
ным уравнением Кортевега – де Фриза. Это уравнение играет важную роль в теории
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нелинейных волн, его исследованием занимаются с конца XIX века, и до сих пор оно
является объектом исследования многих авторов. Отметим здесь работы [13–15], в
которых можно найти широкий обзор исследований по данной теме.

Начально-краевые задачи и задача Коши для уравнений с кратными характери-
стиками высокого порядка по пространственной переменной и первой производной
по времени исследовались в работах [16–19] (см. также обширную библиографию
указанных работ).

Работ по исследованию разрешимости краевых задач для уравнений с кратными
характеристиками в том случае, когда коэффициенты терпят разрыв, не очень много
[3, 20–24]. В этих работах авторы рассматривают задачи типа задачи Жевре, т.е.
такие в которых граничные условия задаются частично при t=0, частично при t=T .
Такого типа задачи хорошо изучены для параболических уравнений с меняющимся
направлением времени [25–30]. Эти уравнения описывают различные физические
процессы такие, как рассеивание электронов [31], перенос радиации [32] и др.

В данной работе мы расширяем класс задач для уравнений с меняющимся на-
правлением времени, задавая начальные условия только при t=0 на всем интервале
(-1,1). При таком условии формулируем корректную постановку краевых задач для
уравнения (1) и доказываем существование и единственность регулярных решений
в соответствующих анизотропных пространствах Соболева.

Постановка задачи

Пусть Q+={(x,t) : (x,t)∈Q, x>0}, Q−={(x,t) : (x,t)∈Q, x<0}, Q1=Q+∪Q−.
Уточним, что функция h(x) в точке x=0 терпит разрыв первого рода, h(x)< 0

при x∈ [−1,0), h(−0)=/0, h(x)>0 при x∈ [0,1] и h(x)∈C([−1,0)), h(x)∈C([0,1]).
Краевая задача: найти функцию u(x,t), являющуюся на множестве Q1 реше-

нием уравнения (1) и такую, что для нее выполняются граничные условия

u(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (2)

u(−1, t) = ux(−1, t) = u(1, t) = ux(1, t) = 0, 0 < t < T, (3)

а также условия сопряжения

u(+0, t) = αu(−0, t), 0 < t < T, (4)

uxx(−0, t) = γuxx(+0, t), 0 < t < T, (5)

где α, γ — заданные действительные числа.

Разрешимость краевой задачи (1)–(5)

Пусть V0 есть банахово пространство

V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ W 3,1
2 (Q+), v(x, t) ∈ W 3,1

2 (Q−)}.

c нормой ∥v∥V0 =∥v∥W 3,1
2 (Q+)+∥v∥W 3,1

2 (Q−).
Сформулируем и докажем теорему единственности для этой краевой задачи.
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Теорема 1. Пусть выполняются условия

αγ 6 0, (6)

c(x, t) > 0, c(x, t) ∈ C(Q̄). (7)

Тогда краевая задача (1)–(5) не может иметь более одного решения в простран-
стве V0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, t) есть решение краевой задачи (1)–(5) из про-
странства V0. Заметим, что если α = 0, то исходная краевая задача (1)–(5) распада-
ется на две независимые задачи в Q+ и Q−. Разрешимость каждой из полученных
задач в классах регулярных решений установлена. Поэтому будем считать далее,
что α =/ 0. Поскольку h(x) =/ 0 для всех x ∈ [−1, 1], уравнение (1) умножим на функ-
цию u(x,t)

|h(x)| , проинтегрируем по цилиндру Q+, затем умножим на функцию η u(x,t)
|h(x)| ,

η = − γ
α , проинтегрируем по Q− и сложим. Получим равенство

0∫
−1

1

2|h(x)|
u2(x, t)dx+

1∫
0

η

2|h(x)|
u2(x, t)dx+

1

2

t∫
0

u2
x(−0, τ)dτ +

η

2

t∫
0

u2
x(+0, τ)dτ+

+

0∫
−1

t∫
0

1

|h(x)|
c(x, τ)u2(x, τ)dxdτ +

1∫
0

t∫
0

η

|h(x)|
c(x, τ)u2(x, τ)dxdτ−

−
t∫

0

[uxx(−0, τ)u(−0, τ) + ηuxx(+0, τ)u(+0, τ)] dτ =

=

0∫
−1

t∫
0

1

|h(x)|
f(x, τ)u(x, τ)dxdτ +

1∫
0

t∫
0

η

|h(x)|
f(x, τ)u(x, τ)dxdτ.

(8)

Заметим, что вследствие условия (6) число η будет неотрицательным, а условия
сопряжения (4) и (5) дают равенство

t∫
0

[uxx(−0, τ)u(−0, τ) + ηuxx(+0, τ)u(+0, τ)] dτ = 0.

Применяя к правой части равенства (8) неравенство Юнга, лемму Гронуолла
можно получить оценку, из которой вытекает единственность решения краевой за-
дачи (1)–(5). Теорема доказана. 2

Теперь сформулируем и докажем теорему существования решения для данной
краевой задачи.
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Теорема 2. Пусть выполнены условия (6), (7), а также пусть выполняются усло-
вия

h(x) ∈ C2([−1, 0)), h(x) ∈ C2([0, 1]), (9)

h′(x) 6 0 при x ∈ [−1, 0), h′(x) 6 0 при x ∈ [0, 1], (10)

|h′′(x)| 6 C
√

|h′(x)| при x ∈ [−1, 0) ∪ [0, 1], C = const; (11)

c(x, t) ∈ C3(Q̄), cx(0, t) = cxx(0, t) = 0 при t ∈ [0, T ]; (12)

f(x, t) ∈ W 3,0
2 (Q+), f(x, t) ∈ W 3,0

2 (Q−),

f(−0, t) = αf(+0, t), fxx(+0, t) = γfxx(−0, t),

f(−1, t) = fx(−1, t) = f(1, t) = fx(1, t) = 0 при t ∈ [0, T ].

(13)

Тогда краевая задача (1)–(5) разрешима в пространстве V0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся методом регуляризации. Рассмотрим кра-
евую задачу: найти функцию u(x, t) являющуюся в прямоугольнике Q1 решением
уравнения

−εuxxxxxxt + ut + h(x)uxxx + c(x, t)u = f(x, t), (14)

и такую, что для нее выполняются условия (2)–(5), а также условия

uxxx(−1, t) = uxxx(1, t) = 0, 0 < t < T, (15)

uxxx(+0, t) =
h(−0)

h(+0)
αuxxx(−0, t), (16)

uxxxx(−0, t) = uxxxx(+0, t) = 0, (17)

uxxxxx(−0, t) =
h(+0)

h(−0)
γuxxxxx(+0, t). (18)

Пусть V1 есть линейное пространство

V1 =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ V0, vxxxxxxt(x, t) ∈ L2(Q

+), vxxxxxxt(x, t) ∈ L2(Q
−)

}
.

с нормой

∥v∥V1 =

(
∥v∥2V0

+

∫
Q+

v2xxxxxxt dxdt+

∫
Q−

v2xxxxxxt dxdt

) 1
2

.

Покажем, что регуляризованная краевая задача (14), (2)–(5), (15)–(18) при фик-
сированном ε разрешима в пространстве V1 для любой функции f(x,t)∈L2(Q).

Воспользуемся методом продолжения по параметру. Пусть λ есть число из отрез-
ка [0,1]. Рассмотрим семейство краевых задач: найти функцию u(x,t), являющуюся
в Q1 решением уравнения

Lεu ≡ −εuxxxxxxt + ut + λ[c(x, t)u+ h(x)uxxx] = f(x, t) (19)

и такую, что выполняются условия (2)–(5), (15)–(18).
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Обозначим через Λ множество тех чисел λ из отрезка [0,1], для которых краевая
задача (19), (2)–(5), (15)–(18) при фиксированном ε имеет решение, принадлежащее
пространству V1. Если множество Λ будет не пусто, открыто и замкнуто, то оно, как
известно [33], будет совпадать со всем отрезком [0,1].

Множество Λ не пусто, поскольку число нуль принадлежит ему. Это следует из
того, что при λ=0 уравнение (19) представляет собой обыкновенное дифференци-
альное уравнение относительно функции ut(x,t), решение же этого обыкновенного
дифференциального уравнения с заданными граничными условиями и условиями
сопряжения нетрудно построить в явном виде. Имея же функцию ut(x,t), найти и
саму функцию u(x,t); принадлежность функции u(x,t) требуемому классу очевидна.

Для доказательства открытости и замкнутости множества Λ достаточно пока-
зать, что для всевозможных решений u(x,t)∈V1 краевой задачи (19), (2)–(5), (15)–
(18) имеет место равномерная по λ априорная оценка

∥u∥V1 6 N∥f∥L2(Q1). (20)

Покажем, что искомая оценка действительно существует.
Рассмотрим равенство

0∫
−1

t∫
0

Lεuuxxxxxxdxdτ + σ

1∫
0

t∫
0

Lεuuxxxxxxdxdτ =

0∫
−1

t∫
0

fuxxxxxxdxdτ + σ

1∫
0

t∫
0

fuxxxxxxdxdτ,

где σ — действительное число. Проинтегрируем по частям и, если выполняются
условия (2), (3), (12), (15), (17), получим

ε

2

0∫
−1

u2
xxxxxx(x, t)dx+ σ

ε

2

1∫
0

u2
xxxxxx(x, t)dx+

1

2

0∫
−1

u2
xxx(x, t)dx+

σ

2

1∫
0

u2
xxx(x, t)dx−

−λh(−1)

2

t∫
0

u2
xxxx(−1, τ)dτ +

σλh(1)

2

t∫
0

u2
xxxx(1, τ)dτ − λ

0∫
−1

t∫
0

3h′(x)

2
u2
xxxxdxdτ−

−σλ

1∫
0

t∫
0

3h′(x)

2
u2
xxxxdxdτ + λ

0∫
−1

t∫
0

cu2
xxxdxdτ + λσ

1∫
0

t∫
0

cu2
xxxdxdτ+

+

t∫
0

[−uxxxxx(−0, τ)uτ (−0, τ) + σuxxxxx(+0, τ)uτ (+0, τ)] dτ+

+

t∫
0

[−uxxx(−0, τ)uxxτ (−0, τ) + σuxxx(+0, τ)uxxτ (+0, τ)] dτ+

+λ

t∫
0

[
−h(−0)uxxx(−0, τ)uxxxxx(−0, τ) + σh(+0)uxxx(+0, τ)uxxxxx(+0, τ)

]
dτ=

(21)



Краевая задача для уравнения третьего порядка ... 53

= λ

0∫
−1

t∫
0

h′′(x)uxxxuxxxxdxdτ + λσ

1∫
0

t∫
0

h′′(x)uxxxuxxxxdxdτ−

−λ

0∫
−1

t∫
0

cxxxuuxxxdxdτ − λσ

1∫
0

t∫
0

cxxxuuxxxdxdτ − 3λ

0∫
−1

t∫
0

cxxuxuxxxdxdτ−

−3λσ

1∫
0

t∫
0

cxxuxuxxxdxdτ − 3λ

0∫
−1

t∫
0

cxuxxuxxxdxdτ − 3λσ

1∫
0

t∫
0

cxuxxuxxxdxdτ−

−
0∫

−1

t∫
0

fuxxxxxxdxdτ − σ

1∫
0

t∫
0

fuxxxxxxdxdτ.

При выборе числа σ= γ
α

h(+0)
h(−0) и выполнении условий сопряжения (4), (5), (16),

(18), граничные интегралы при x= ±0 в равенстве (21) в сумме будут равны нулю.
Далее правую часть равенства (21) оцениваем с помощью элементарных неравенств
и неравенства Юнга. Из полученного неравенства согласно лемме Гронуолла следует
оценка

ε

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxxxxdxdτ + ε

1∫
0

t∫
0

u2
xxxxxxdxdτ+

+

0∫
−1

u2
xxx(x, t)dx+

1∫
0

u2
xxx(x, t)dx 6 Kε

∫
Q

f2dxdt,

(22)

в которой положительное число Kε определяется функциями h(x), c(x,t) и числами
ε,α,γ.

Далее рассмотрим равенство
0∫

−1

t∫
0

Lεuuτdxdτ + σ

0∫
−1

t∫
0

Lεuuτdxdτ =

0∫
−1

t∫
0

fuτdxdτ + σ

1∫
0

t∫
0

fuτdxdτ,

в котором произведем интегрирование по частям. При указанном выше выборе числа
σ и выполнении условий (3)–(5), (15)–(18) граничные интегралы, которые возникают
в результате интегрирования, будут в сумме тождественно равны нулю. Получим

ε

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxτdxdτ + σε

1∫
0

t∫
0

u2
xxxτdxdτ +

0∫
−1

t∫
0

u2
τdxdτ + σ

1∫
0

t∫
0

u2
τdxdτ =

−λ

0∫
−1

t∫
0

h(x)uxxxuτdxdτ − λσ

1∫
0

t∫
0

h(x)uxxxuτdxdτ−

−λ

0∫
−1

t∫
0

cuuτdxdτ − λσ

1∫
0

t∫
0

cuuτdxdτ +

0∫
−1

t∫
0

fuτdxdτ + σ

1∫
0

t∫
0

fuτdxdτ.

(23)
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Оценим интегралы в правой части равенства (23). Для оценки интегралов с функ-
цией c(x,t) применим неравенство Юнга и представление

u(x, τ) =

τ∫
0

uξ(x, ξ)dξ,

получим

−λ

0∫
−1

t∫
0

cuuτdxdτ − λσ

1∫
0

t∫
0

cuuτdxdτ 6

6 δ2

2

t∫
0

0∫
−1

u2
τdxdτ +

T max c2(x, t)

2δ2

t∫
0

τ∫
0

0∫
−1

u2
ξdx dξ dτ+

+
σδ2

2

t∫
0

1∫
0

u2
τdxdτ +

σT max c2(x, t)

2δ2

t∫
0

τ∫
0

1∫
0

u2
ξdx dξ dτ.

Подберем δ малым и зафиксируем, например, δ=1. Для оценки других интегралов
в правой части равенства (23) используем неравенство Юнга. Получим

ε

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxτdxdτ + σε

1∫
0

t∫
0

u2
xxxτdxdτ +

1

2

0∫
−1

t∫
0

u2
τdxdτ +

σ

2

1∫
0

t∫
0

u2
τdxdτ 6

6 T max c2(x, t)

2δ2

t∫
0

τ∫
0

0∫
−1

u2
ξdx dξ dτ +

σT max c2(x, t)

2δ2

t∫
0

τ∫
0

1∫
0

u2
ξdx dξ dτ+

+M

( ∫
Q−

f2dxdt+

∫
Q+

f2dxdt+

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxdxdτ +

1∫
0

t∫
0

u2
xxxdxdτ

)
.

(24)

К этому неравенству применим лемму Гронуолла, получим оценку

0∫
−1

t∫
0

u2
τdxdτ+

1∫
0

t∫
0

u2
τdxdτ 6 M

(∫
Q1

f2dxdt+

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxdxdτ+

1∫
0

t∫
0

u2
xxxdxdτ

)
, (25)

где положительное число M определяется функциями h(x), c(x,t) и числами α,β

и T . Из оценок (22), (25) согласно лемме Гронуолла получим

ε

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxxxxdxdτ + ε

1∫
0

t∫
0

u2
xxxxxxdxdτ +

0∫
−1

t∫
0

u2
xxxdxdτ+

+

1∫
0

t∫
0

u2
xxxdxdτ +

0∫
−1

t∫
0

u2
τdxdτ +

1∫
0

t∫
0

u2
τdxdτ 6 N

( ∫
Q−

f2dxdt+

∫
Q+

f2dxdt

)
.



Краевая задача для уравнения третьего порядка ... 55

Из этой оценки и из уравнения (19) следует существование равномерной по λ апри-
орной оценки (20). Таким образом, краевая задача (19), (2)–(5), (15)–(18) при фик-
сированном ε имеет решение, принадлежащее пространству V1 для любой функции
f(x,t)∈L2(Q). Покажем, что для семейства решений {uε(x,t)} имеет место априор-
ная оценка, равномерная по ε и такая, что с ее помощью можно будет организовать
процедуру предельного перехода.

Заметим, что для семейства решений {uε(x,t)} выполняется неравенство (25).
Проинтегрируем по частям по переменной x два последних слагаемых правой части
равенства (21). Затем применим неравенство Юнга и при выполнении условий (13)
получим неравенство

ε

0∫
−1

u2
εxxxxxx(x, t)dx+ ε

0∫
−1

u2
εxxxxxx(x, t)dx+

0∫
−1

u2
εxxx(x, t)dx+

1∫
0

u2
εxxx(x, t)dx 6

6 K

(∫
Q

f2
xxxdxdt+

0∫
−1

t∫
0

u2
εxxxdxdτ +

1∫
0

t∫
0

u2
εxxxdxdτ

)
,

(26)

где положительное число K определяется функциями h(x), c(x,t) и числами α,γ.

Следствием неравенств (25) и (26) будет априорная оценка

ε

0∫
−1

u2
εxxxxxx(x, t)dx+ ε

0∫
−1

u2
εxxxxxx(x, t)dx+

0∫
−1

t∫
0

u2
ετdxdτ +

1∫
0

t∫
0

u2
ετdxdτ+

+

0∫
−1

t∫
0

u2
εxxxdxdτ +

1∫
0

t∫
0

u2
εxxxdxdτ 6 N0

(∫
Q

f2dxdt+

∫
Q

f2
xxxdxdt

)
,

(27)

постоянная N0 в которой определяется функциями h(x), c(x,t) и числами α,γ.

Из оценки (27) и свойства рефлексивности пространства L2 следует, что суще-
ствуют последовательность {εn} положительных чисел и функция u(x,t) такие, что
при n→∞ выполняется εn → 0, uεn(x,t)→u(x,t), uεnt(x,t)→ut(x,t), uεnxxx(x,t)→
uxxx(x,t) слабо в пространстве L2(Q

+ ∪Q−). Очевидно, что предельная функция
u(x,t) принадлежит пространству V0, для нее в областях Q+ и Q− выполнено урав-
нение (1), а также краевые условия (2) и (3). Далее из оценок (22) и (25) следует, что
для функций uε(x,t) определены следы uεxx(−0,t) и uεxx(+0,t), эти следы равномер-
но по ε ограничены в пространстве L2([0,T ]) и связаны равенством (5). В пределе
это равенство сохранится. Выполнение равенства (4) для предельной функции оче-
видно. Другими словами, функция u(x,t) дает решение краевой задачи (1)–(5) из
требуемого класса.

Теорема доказана. 2
Комментарии и дополнения

1. Если действительные числа α,γ в условиях сопряжения (4) и (5) заменить
на функции от переменной t∈ [0,T ] – α(t) и γ(t), то теорема единственности и тео-
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рема существования решения краевой задачи (1)–(5) также будут справедливы с
небольшими дополнениями.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

α(t)γ(t) 6 0, t ∈ [0, T ], (28)

c(x, t) ∈ C(Q̄), c(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Q̄−,∣∣∣∣γ(t)α(t)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ γ(0)α(0)

∣∣∣∣ e2
t∫
0

c(x,τ)dτ
при (x, t) ∈ Q̄+.

(29)

Тогда краевая задача (1)–(5) не может иметь более одного решения в простран-
стве V0.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (28), (29), а также (9)–(13). Тогда крае-
вая задача (1)–(5) разрешима в пространстве V0.

Доказываются эти теоремы так же, как теоремы 1 и 2 соответственно.
2. В силу того, что существует условие (10), уместно также рассмотреть анало-

гичную задачу сопряжения для следующего уравнения

h(x)ut + uxxx + c(x, t)u = f(x, t). (30)

Функция h(x) определяется так же, как в рассмотренной задаче (1)–(5). Тогда
будут справедливы аналогичные теоремам 1 и 2 теоремы разрешимости краевой
задачи для уравнения (30).

Теорема 5. Пусть выполнено условие (6), а также

c(x, t) ∈ C(Q̄), c(x, t) 6 0 при (x, t) ∈ Q̄−, c(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Q̄+. (31)

Тогда краевая задача (30), (2)–(5) не может иметь более одного решения в простран-
стве V0.

Теорема 6. Пусть выполнены условия (6), (9), (11)–(13) и (31), а также пусть
выполняется условие

h′(x) > 0 при x ∈ [−1, 0), h′(x) > 0 при x ∈ [0, 1].

Тогда краевая задача (30), (2)–(5) разрешима в пространстве V0.

Доказательство теорем 5 и 6 проводится аналогично доказательству теорем 1 и
2 соответственно.
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ABSTRACT

In this paper we investigated the regular solvability of conjugate problem

(generalized diffraction problem) for third order equation with multiple

characteristics and alternating function on the highest derivative. This func-

tion has a discontinuity of the first kind and changes sign when passing the

point of discontinuity. The existence and uniqueness of regular solutions are

proved by the regularization and continuation methods.
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