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Однозначная разрешимость
субдифференциальной краевой задачи для

уравнений сложного теплообмена

Рассмотрена модель процесса радиационно-кондуктивного теплообмена
с многозначной зависимостью коэффициента излучения от интенсивно-
сти. Доказана однозначная разрешимость субдифференциальной крае-
вой задачи для уравнений сложного теплообмена в трехмерной области.
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Введение

Процесс радиационно-кондуктивного теплообмена в ограниченной области Ω ⊂
R3 моделируется, в рамках диффузионного P1 приближения уравнения переноса
излучения, системой нелинейных эллиптических уравнений [1], [2].

− a∆θ + bκa|θ|θ3 = bκaφ, −α∆φ+ κaφ = κa|θ|θ3. (1)

Здесь θ — нормализованная температура, φ — нормализованная интенсивность
излучения, усредненная по всем направлениям, κa — коэффициент поглощения.
Постоянные a, b, и α определяются следующим образом:

a =
k

ρcp
, b =

4σn2T 3
max

ρcp
, α =

1

3κ− Aκs
,

где k — теплопроводность, cp — удельная теплоемкость, ρ — плотность, σ — посто-
янная Стефана – Больцмана, n — показатель преломления, Tmax — максимальная
температура в ненормализованной модели, κ := κs + κa — коэффициент полного
взаимодействия, κs — коэффициент рассеяния. Коэффициент A ∈ [−1, 1] описыва-
ет анизотропию рассеяния.
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К уравнениям (1) добавляются краевые условия на границе Γ = ∂Ω

a∂θ/∂n+ β(θ − θb)|Γ = 0, (2)

α∂φ/∂n+ γ(φ− θ4b )|Γ = 0. (3)

Здесь через ∂/∂n обозначена производная по направлению внешней нормали к гра-
нице. Неотрицательные функции θb и β, определенные на Γ, являются заданными.
Будем предполагать, что величина γ, определяющая коэффициент излучения гра-
ницы Γ, имеет структуру

γ = γ(φ) =


γ0, φ > θ40,

[γ0, γ1], φ = θ40,

γ1, φ < θ40,

(4)

где функции 0 ≤ γ0 ≤ γ1, 0 ≤ θ0 ≤ θb предполагаются известными. Многознач-
ная функция (4) моделирует изменение отражающих свойств границы области в
зависимости от интенсивности излучения.

Заметим, что краевое условие (3) удобно записать в виде

− α∂φ/∂n ∈ ∂g(φ), g(φ) =

{
γ0
2
(φ− θ4b )

2, φ ≥ θ40,
γ1
2
(φ− θ4b )

2 + γ0−γ1
2

(θ40 − θ4b )
2, φ < θ40,

(5)

где через ∂g обозначен субдифференциал выпуклой функции g.
Анализ задач сложного теплообмена в рассеивающих средах с отражающими

границами представляет интерес в силу их прикладной значимости. Теоретиче-
ский анализ задач с классическими краевыми условиями для различных моделей
сложного теплообмена, учитывающих радиационные эффекты, представлен доста-
точно полно. Отметим работы [2]–[17], посвященные теоретическому и численному
анализу различных задач, учитывающих радиационный теплообмен. В работах
[18]–[25] проведен анализ задач оптимального управления для моделей сложного
теплообмена.

В то же время вопросы, связанные с корректностью субдифференциальных
задач для уравнений (1), являются открытыми. Анализ таких задач приводит к
вариационным неравенствам для соответствующих этой модели нелинейных опе-
раторов. Основной результат статьи состоит в доказательстве существования и
единственности слабого решения задачи (1)–(3) без каких-либо условий малости
исходных данных.

1. Формализация задачи
В дальнейшем считаем, что Ω — липшицева ограниченная область. Через Lp,

1 ≤ p ≤ ∞, обозначаем пространства Лебега, а через Hs — пространства Соболева
W s

2 . Пусть H = L2(Ω), V = H1(Ω). Через V ′ обозначаем пространство, сопряжен-
ное с пространством V . Пространство H отождествляем с пространством H ′, так
что V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′. Обозначим через ∥·∥ и ∥·∥V нормы в H и V соответственно,
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а через (f, v) — значение функционала f ∈ V ′ на элементе v ∈ V , совпадающее со
скалярным произведением в H, если f ∈ H.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что выполняются условия
(i) β, γ0, γ1 ∈ L∞(Γ), β ≥ β0 > 0, γ1 ≥ γ0 ≥ c0 > 0, β0, c0 = Const;
(ii) θ0, θb ∈ L∞(Γ), 0 ≤ θ0 ≤ θb.
Введем функции hp(s) = |s|psigns, p > 0, s ∈ R. Отметим, что hp(hq(s)) = hpq(s).

Определим операторы и функционалы A1,2 : V → V ′, f ∈ V ′, G : V → R, используя
следующие равенства, справедливые для любых θ, φ, v ∈ V :

(A1θ, v) = a(∇θ,∇v) +
∫
Γ

βθvdΓ, (A2φ, v) = α(∇φ,∇v),

(f, v) =

∫
Γ

βθbvdΓ, G(φ) =

∫
Γ

g(φ(x))dΓ.

Отметим, что V вложено в L6(Ω), выражение (h4(u), v) имеет смысл для любых
функций u, v ∈ V и поэтому h4(u) ∈ V ′.

Определение. Пара {θ, φ} ∈ V × V называется слабым решением задачи (1)–
(3), если

A1θ + bκa(h4(θ)− φ) = f, (6)
A2φ+ κa(φ− h4(θ)) + ∂G(φ) ∋ 0. (7)

Слабая формулировка краевой задачи выводится стандартным образом путем
умножения уравнений (1) на тестовые функции η ∈ V , (ψ−φ) ∈ V , интегрирования
по частям в Ω, применения краевого условия (2) и условия (3) в форме (5).

2. Априорные оценки

Получим оценки решений задачи (1)–(3) в L∞ и в пространстве V. Из опреде-
ления слабого решения следует

(A1θ, η) + bκa(h4(θ)− φ, η)− (f, η) = 0 ∀η ∈ V, (8)

(A2φ, ψ − φ) + κa(φ− h4(θ), ψ − φ) +G(ψ)−G(φ) ≥ 0 ∀ψ ∈ V. (9)

Для произвольной функции w ∈ V в неравенстве (9) положим ψ = φ + ε(w − φ),
ε > 0, разделим на ε и перейдем к пределу при ε→ 0. Тогда

(A2φ,w − φ) + κa(φ− h4(θ), w − φ) +

∫
Γ

χ(w − φ)dΓ ≥ 0,

где χ ∈ ∂g(φ). Заметим, что ∂g(φ) = γ(φ−θ4b ), где γ = γ(φ) определяется формулой
(4). Выбрав w = φ± ψ, ψ ∈ V , получим

(A2φ, ψ) + κa(φ− h4(θ), ψ) +

∫
Γ

χψdΓ = 0 ∀ψ ∈ V. (10)
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Пусть 0 ≤ θb ≤ M п.в. на Γ. Положим η = max(θ −M, 0) ∈ V в (8), ψ = bψ0, где
ψ0 = max(h1/4(φ)−M, 0) ∈ V , в (10) и сложим эти равенства.

(a∇η,∇η) +
∫
Γ

β(θ − θb)ηdΓ + αb

∫
Ω,φ>M4

φ−3/4|∇φ|2dx+

+ b

∫
Γ

γ(φ− θ4b )ψ0dΓ + bκa(h4(θ)− φ, η − ψ0) = 0. (11)

Очевидно, что первые три слагаемых в (11) неотрицательны. В силу монотонности
функций h4(s), max(s−M, 0), s ∈ R, два последних слагаемых также неотрицатель-
ны. Поэтому η = 0, ψ0 = 0, что означает справедливость неравенств θ ≤M , φ ≤M4

п.в. в Ω. Аналогично доказывается, что θ ≥ 0, φ ≥ 0 п.в. в Ω.
Из оценок решения в L∞(Ω) сразу следуют оценки θ и φ в V . Для их получения

достаточно положить η = θ в (8) и ψ = 0 в (9).

Лемма 1. Пусть выполняются условия (i)–(ii), M = ∥θb∥L∞(Γ). Тогда слабое
решение задачи (1)–(3) удовлетворяет условиям

0 ≤ θ ≤M, 0 ≤ φ < M4, ∥θ∥V ≤ C, ∥φ∥V ≤ C. (12)

Здесь C > 0 зависит только от исходных данных.

3. Существование и единственность решения

Сведем задачу (1)–(3) к вариационному неравенству в гильбертовом простран-
стве Y = V × V . Норма в Y вводится обычным образом; если y = {θ, φ}, то
∥y∥2Y = ∥θ∥2V + ∥φ∥2V . Определим нелинейный оператор A : Y 7→ Y ′ и выпуклый
функционал Φ : Y 7→ R, используя равенства

Ay = {A1θ + bκa(h4(θ)− φ)− f,A2φ+ κa(φ− h4(θ))}, Φ(y) = G(φ) ∀y = {θ, φ}.

Через ⟨q, y⟩ = (q1, θ)+(q2, φ) будем обозначать значение функционала q = {q1, q2} ∈
Y ′ на элементе y = {θ, φ} ∈ Y.

Очевидно, что пара y = {θ, φ} ∈ Y будет слабым решением задачи (1)–(3), если
и только если y – решение вариационного неравенства

⟨Ay, z − y⟩+ Φ(z)− Φ(y) ≥ 0 ∀z ∈ Y или Ay + ∂Φ(y) ∋ 0. (13)

Лемма 2. Оператор A является псевдомонотонным, то есть

• A – ограниченный оператор;

• из условия yj → y слабо в Y и lim sup⟨Ayj, yj − y⟩ ≤ 0 вытекает, что
lim inf⟨Ayj, yj − z⟩ ≥ ⟨Ay, y − z⟩ ∀z ∈ Y.
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Доказательство. Ограниченность оператора A является следствием непрерывно-
сти вложения V ⊂ Ls(Ω), 1 ≤ s ≤ 6 и оценок

|(∇θ,∇ζ)| ≤ ∥θ∥V ∥ζ∥V , |(h(θ), ζ)| ≤ ∥θ∥4L6(Ω)∥ζ∥L3(Ω) ∀θ, ζ ∈ V.

Далее, пусть yj = {θj, φj} → y = {θ, φ} слабо в Y и при этом lim sup⟨Ayj, yj−y⟩ ≤ 0.
Рассмотрим rj, r ∈ Y ′,

rj = {bκa(h4(θj)− φj)− f, κa(φj − h4(θj))}, r = {bκa(h4(θ)− φ)− f, κa(φ− h4(θ))}.

Заметим, что ⟨rj, yj − z⟩ → ⟨r, y − z⟩ для всех z = {ζ, ψ} ∈ Y , поскольку вложение
V ⊂ Ls(Ω), 1 ≤ s < 6, компактно. В частности, ⟨rj, yj − y⟩ → 0. Поэтому

lim sup [(A1θj, θj − θ) + (A2φj, φj − φ)] ≤ 0. (14)

Поскольку операторы A1, A2 монотонные, то

(A1θj, θj − θ) + (A2φj, φj − φ) ≥ (A1θ, θj − θ) + (A2φ, φj − φ) → 0.

Следовательно, учитывая (14), заключаем, что (A1θj, θj − θ) + (A2φj, φj − φ) → 0.
Таким образом, справедливы равенства

lim⟨Ayj, yj − z⟩ = lim [(A1θj, θj − ζ) + (A2φj, φj − ψ) + ⟨rj, yj − z⟩] =

= lim [(A1θj, θ − ζ) + (A2φj, φ− ψ)] + ⟨r, y − z⟩ = ⟨Ay, y − z⟩,

то есть A – псевдомонотонный оператор.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(ii). Тогда существует един-
ственное слабое решение задачи (1)–(3).

Доказательство. Воспользуемся теорией разрешимости вариационных неравенств
с псевдомонотонными операторами [26], применяя подход, предложенный в [27].
Пусть Bλ = {z ∈ Y : ∥z∥Y ≤ λ}, λ > 0. Поскольку шар Bλ является выпуклым,
замкнутым и ограниченным, существует такой эдемент yλ = {θλ, φλ} ∈ Bλ, что

⟨Ayλ, z − yλ⟩+ Φ(z)− Φ(yλ) ≥ 0 ∀z ∈ Bλ. (15)

Покажем, что решение (15) удовлетворяет оценке

∥yλ∥Y ≤ C, (16)

где C не зависит от λ > 0. В этом случае, если выбрать λ > C, то yλ будет решением
неравенства (13), а значит пара {θλ, φλ} – слабое решение задачи (1)–(3).

Пусть M > ∥θb∥L∞(Ω), ηλ = max(θλ −M, 0). Полагая z = {θλ − ηλ, φλ} ∈ Bλ в
неравенстве (15), получим

(a∇ηλ,∇ηλ) + bκa(h4(θλ)− φλ, ηλ) ≤ 0. (17)
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Положим в (15) z = {θλ, φλ+ε(ζ−φλ)}, где 0 < ε < 1, ∥ζ∥2V ≤ λ2−∥θλ∥2V , разделим
на ε и перейдем к пределу при ε→ 0. В результате выводим

(A2φλ, φλ − ζ) + κa(φλ − h4(θλ), φλ − ζ) +

∫
Γ

χλ(φλ − ζ)dΓ ≤ 0,

где χλ ∈ ∂g(φλ) = γ(φ− θ4b ), а γ = γ(φλ) определяется формулой (4). Подставим в
последнее неравенство ζ = φλ − ψ0, где ψ0 = max(h1/4(φλ)−M, 0), что допустимо,
поскольку ∥ζ∥2V ≤ λ2 − ∥θλ∥2V при M > 1. Тогда

α

∫
Ω,φλ>M4

φ
−3/4
λ |∇φλ|2dx+

∫
Γ

γ(φλ − θ4b )ψ0dΓ + κa(φλ − h4(θλ), ψ0) ≤ 0.

Умножив это неравенство на b и сложив с (15), получим оценку, из которой так
же как при доказательстве леммы 1, следуют неравенства θλ ≤M , φλ ≤M4 п.в. в
Ω. Аналогичным образом проверяется, что θλ ≥ 0, φλ ≥ 0 п.в. в Ω. Из полученных
равномерных по λ оценок в L∞(Ω) следуют равномерные по λ оценки θλ и φλ в
пространстве V . Для этого достаточно положить в (15) сначала z = {0, φλ}, затем
z = {θλ, 0}. Поэтому справедливо неравенство (16), что гарантирует разрешимость
задачи (1)–(3).

Докажем единственность слабого решения. Пусть {θ1, φ1}, {θ2, φ2} ∈ Y – сла-
бые решения задачи (1)–(3), θ = θ1 − θ2, φ = φ1 − φ2, w = h4(θ1) − h4(θ2),
χ1,2 ∈ ∂g(φ1,2). Тогда из (8), (10) получаем ∀η, ψ ∈ V равенства

(A1θ, η) + bκa(w − φ, η) = 0, (A2φ, ψ) + κa(φ− w), ψ) +

∫
Γ

(χ1 − χ2)ψdΓ = 0. (18)

Определим регуляризацию функции sign: rδ(s) = s/|s|, если |s| ≥ δ; rδ(s) = s/δ,
если |s| < δ. Положим в (18) η = rδ(θ), ψ = brδ(φ) и сложим два равенства.

a(∇θ, r′δ(θ)∇θ) +
∫
Γ

βθrδ(θ)dΓ + αb(∇φ, r′δ(φ)∇φ)

+ b

∫
Γ

(χ1 − χ2)rδ(φ)dΓ + bκa(w − φ, rδ(θ)− rδ(φ)) = 0. (19)

Заметим, что r′δ(s) ≥ 0, s ∈ R и, кроме того, значения функций θ и w одного знака.
Поэтому из (19) следует неравенство∫

Γ

βθrδ(θ)dΓ + b

∫
Γ

(χ1 − χ2)rδ(φ)dΓ + bκa

∫
w,φ ̸=0

(w − φ)(rδ(θ)− rδ(φ))dx ≤ 0.

В пределе при δ → +0 получаем∫
Γ

β|θ|dΓ + b

∫
Γ

(χ1 − χ2)signφdΓ + bκa

∫
w,φ ̸=0

(w − φ)(signθ − signφ)dx ≤ 0.
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Нетрудно проверить, что (χ1 − χ2)signφ ≥ γ0|φ|, и поэтому θ|Γ = φ|Γ = 0. Полагая
в (18) η = aθ + αbφ, ψ = bη и складывая равенства, получим ∥∇(aθ + αbφ)∥2 = 0 и
aθ + αbφ = 0. Тогда из первого уравнения в (18) следует

a(∇θ,∇v) + bκa(w +
a

αb
θ, v) = 0 ∀v ∈ V. (20)

Полагая v = θ в (20), получаем θ = 0, а значит, φ = − a
αb
θ = 0.
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ABSTRACT

A model of the process of radiation-conductive heat transfer with the
multi-valued dependence of emissivity on the radiation intensity is consid-
ered. The unique solvability of the subdifferential boundary value prob-
lem for the complex heat transfer equations in a three-dimensional do-
main is proved.
Key words: radiation heat transfer, subdifferential boundary conditions,
non-local unique solvability.


