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Термодинамически согласованные
уравнения моментной теории упругости

Для описания движения микрополярной среды, в которой наряду с по-
ступательными степенями свободы реализуются независимые вращения
частиц, выбирается естественная мера кривизны, представляющая со-
бой характеристику деформированного состояния, не зависящую от пу-
ти его достижения. Показано, что часто используемая лагранжева мера
кривизны со скоростью изменения, равной тензору градиентов угловой
скорости, корректна только в геометрически линейном приближении.
Методом внутренних термодинамических параметров состояния стро-
ятся нелинейные определяющие уравнения моментной теории упругос-
ти. В результате линеаризации этих уравнений в изотропном случае
получаются уравнения континуума Коссера, в которых сопротивление
материала изменению кривизны характеризуется не тремя независимы-
ми коэффициентами, как в классической теории, а одним. Полная сис-
тема уравнений динамики моментной среды при конечных деформа-
циях и поворотах частиц приводится к термодинамически согласован-
ной системе законов сохранения. С помощью этой системы получены
интегральные оценки решений задачи Коши и краевых задач с дисси-
пативными граничными условиями, гарантирующие единственность и
непрерывную зависимость от начальных данных.

Ключевые слова: упругость, континуум Коссера, моментные напря-
жения, тензор кривизны, термодинамически согласованная система.

Введение
В теории малых упругих деформаций широко известна математическая модель

континуума Коссера [1]–[3], которая используется для описания механического по-
ведения деформируемых материалов с микроструктурой (грунтов, горных пород,
сыпучих, пористых, микроразрушенных сред, жидких кристаллов). В ней, в отли-
чие от классической теории упругости, основанной на представлении о среде как
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о континууме материальных точек, сплошная среда представляет собой контину-
ум материальных частиц — абсолютно твердых тел малого объема, обладающих
вращательными степенями свободы.

В [4]–[6] и в других работах предложены различные способы обобщения опреде-
ляющих уравнений Коссера на случай конечных деформаций и поворотов частиц.
Исчерпывающий обзор исследований, выполненных в этом направлении, приведен
в [7]. В [8]–[10] теория моментных напряжений применяется к построению уравне-
ний оболочечных элементов конструкций при больших деформациях и прогибах.
В [11] уравнения динамики пространственной среды приводятся к термодинамичес-
ки согласованной системе законов сохранения. Рассматривается частный случай
редуцированной модели, в которой моментные напряжения считаются пренебре-
жимо малыми, а также вариант общей модели физически и геометрически нели-
нейной моментной среды с тензором кривизны, скорость изменения которого равна
градиенту вектора угловой скорости.

В настоящей статье нелинейная модель усовершенствована за счет специально-
го выбора уравнений для вычисления меры кривизны по характеристикам враща-
тельного движения частиц и приведена к термодинамически согласованной систе-
ме законов сохранения, гарантирующей ее математическую корректность.

1. Плоское напряженное состояние
Основным поводом к написанию статьи послужило обсуждаемое здесь свой-

ство классической модели упругого континуума Коссера в приближении малых
деформаций. Оказывается, эта модель адекватно описывает обобщенное плоское
напряженное состояние изотропной микрополярной среды только при определен-
ном соотношении между коэффициентами упругости, характеризующими сопро-
тивление материала изменению внутренней кривизны.

Чтобы проиллюстрировать это свойство, рассмотрим напряженно-деформиро-
ванное состояние упругой пластины из материала с микроструктурой, возникаю-
щее в результате принудительного равномерного по толщине поворота частиц на
боковой границе вокруг нормали к срединной плоскости (рис. 1) или в результа-
те действия на границе моментных напряжений, которые не приводят к изгибу
пластины. Естественно ожидать, что в этом состоянии реализуется нетривиальное
распределение моментных напряжений в области пластины с соответствующим
этому распределению полем независимых поворотов частиц.

Определяющие уравнения континуума Коссера в тензорной форме

σ = λ (I : Λ)I + 2µΛs + 2αΛa, m = β (I : M)I + 2 γ M s + 2 εMa (1)

содержат шесть независимых модулей упругости материала, для которых сохра-
нены обозначения, принятые в статье [2]. Здесь σ и m — тензоры напряжений и
моментных напряжений, Λ и M — тензоры деформации и кривизны, I — единич-
ный тензор. Индексы s и a служат для обозначения симметричной и антисим-
метричной частей: 2 Λs = Λ + Λ∗, 2 Λa = Λ − Λ∗. Используются общепринятые
операции тензорного анализа, соответствующие умножению тензоров на векторы
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Рис. 1. Плоское напряженное состояние пластины

справа. Например, вектор напряжений на площадке с нормалью ν определяется
как σν = σ · ν, вектор моментных напряжений — как mν = m · ν. Звездочка обо-
значает транспонирование, двоеточие — двойную свертку тензоров.

Для тензоров деформации и кривизны выполняются кинематические уравне-
ния Λ̇ = vx − Ω и Ṁ = ωx, в которых vx — тензор градиентов скорости, Ω и ω —
тензор и вектор угловой скорости, точка над символом означает производную по
времени. В декартовой системе координат справедливы следующие представления
(индексы после запятой служат для обозначения производных по пространствен-
ным координатам):

vx =

v1,1 v1,2 v1,3

v2,1 v2,2 v2,3

v3,1 v3,2 v3,3

 , Ω =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 .

Из гипотез плоского напряженного состояния следует равенство нулю по всей
толщине пластины тех напряжений, которые равны нулю на свободных поверх-
ностях. Если координатная система совмещена со срединной плоскостью, как это
показано на рис. 1, то σ13 = σ23 = σ33 = 0 и m13 = m23 = m33 = 0. В силу симмет-
рии напряженно-деформированного состояния относительно срединной плоскости
скорости поступательного движения в плоскости пластины v1 и v2, угловая ско-
рость ω3, а также напряжения σ11, σ22, σ21, σ12 и моментные напряжения m32, m31

являются четными функциями поперечной координаты x3. В то же время функ-
ции v3, ω1, ω2, σ32, σ31 и m11, m22, m21, m12 нечетны относительно x3. Переходя к
средним значениям скоростей и напряжений по толщине пластины

v′k =
1

2h

h∫
−h

vk dx3, ω′k =
1

2h

h∫
−h

ωk dx3, σ′ij =
1

2h

h∫
−h

σij dx3, m′ij =
1

2h

h∫
−h

mij dx3,

в результате усреднения уравнений (1) получим определяющие уравнения обоб-
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щенного плоского напряженного состояния

a1 σ̇
′
11 + a2 σ̇

′
22 = v′1,1, a2 σ̇

′
11 + a1 σ̇

′
22 = v′2,2,

a3 σ̇
′
21 + a4 σ̇

′
12 = v′2,1 − ω′3, a4 σ̇

′
21 + a3 σ̇

′
12 = v′1,2 + ω′3,

b3m
′
32 = ω′3,2, b4m

′
32 = 0,

b4m
′
31 = 0, b3m

′
31 = ω′3,1,

(2)

записанные через модули упругой податливости материала

a1 =
λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
, a2 = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
, a3 =

µ+ α

4µα
, a4 = −µ− α

4µα
,

b1 =
β + γ

µ(3β + 2γ)
, b2 = − β

2γ(3β + 2γ)
, b3 =

γ + ε

4γε
, b4 = −γ − ε

4γε
.

Из общего вида уравнений (2) следует, что моментные напряжения могут быть
отличными от нуля, только если b4 = 0, то есть если γ = ε. Если же коэффициенты
γ и ε различны, то формулировка граничных условий в терминах углов поворота
или моментных воздействий на границе пластины математически некорректна, по-
скольку всюду в области пластины моментные напряжения оказываются равными
нулю. Таким образом, возникает проблема выбора специальной меры кривизны,
использование которой в качестве параметра состояния при построении определя-
ющих уравнений нелинейной модели микрополярной среды с помощью принципов
равновесной термодинамики привело бы к меньшему числу упругих коэффициен-
тов в модели линейного приближения.

2. Кинематика моментной среды
Поступательное движение частицы среды с микроструктурой описывается

обычным уравнением x = ξ + u, связывающим лагранжев ξ и эйлеров x векто-
ры центра масс с вектором перемещений u(ξ, t). Независимое вращение частицы
задается ортогональным тензором поворота R(ξ, t):

R ·R∗ = I, detR = +1, Ṙ ·R∗ +R · Ṙ∗ = 0.

Антисимметричный тензор угловой скорости частицы вычисляется по формуле
Ω = Ṙ·R∗. В качестве меры деформации бесконечно малого элемента среды прини-
мается тензор Λ = R∗ ·xξ. При движении среды как жесткого целого, когда тензор
дисторсии xξ совпадает с тензором поворота R, тензор Λ равен единичному тензо-
ру, что соответствует недеформированному состоянию элемента. Дифференцируя
уравнение для Λ по времени, можно установить, что этот тензор удовлетворяет
уравнению

R · Λ̇ = vξ − Ω · xξ (3)

(v = ẋ — вектор скорости поступательного движения), линейное приближение ко-
торого в точности совпадает с кинематическим уравнением для тензора скоростей
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деформации в геометрически линейной модели Коссера. Кроме того, можно по-
казать, что Λ — инвариантный тензор, не изменяющийся при повороте текущей
конфигурации. Это свойство неизбежно должно выполняться при лагранжевом
описании движения.

Действительно, если O — ортогональное преобразование поворота текущей кон-
фигурации, то

dx′ = O · dx = O · xξ · dξ = O ·R · Λ · dξ,

и, таким образом, x′ξ = R′ · Λ′, где R′ = O ·R, Λ′ = Λ.
Пусть xξ = Re · C — полярное разложение тензора дисторсии в произведение

ортогонального тензора Re, описывающего переносный поворот элемента среды, и
симметричного тензора Коши–Грина C, который описывает искажение элемента.
Так как поворот частицы R = Re ·Rr является суперпозицией относительного Rr и
переносного Re поворотов, то по построению тензор Λ = R∗ ·Re ·C = R∗r ·C учиты-
вает как искажение элемента среды, так и относительный поворот частицы. Это
свойство тензора Λ полностью соответствует общим представлениям о кинемати-
ке структурно неоднородной сплошной среды, состоящей из материальных частиц
малого объема.

Если частица в естественном состоянии среды, совершая полный оборот вокруг
неподвижной оси, возвращается в исходное положение, то тензор R оказывается
равным единичному тензору. Следовательно, при таком описании полный оборот
частицы не приводит к изменению деформированного состояния, что характерно,
например, для микрополярных сред, представляющих собой большие ансамбли на-
магниченных частиц во внешнем магнитном поле. В [5] предложен принципиально
отличающийся от рассматриваемого здесь вариант модели, в котором мерой иска-
жения элемента служит тензор дисторсии, а мерой независимого вращательного
движения частицы — интеграл по времени от вектора угловой скорости ω. Как
следствие — деформированное состояние среды отличается от первоначального
состояния после полного оборота частицы.

Рассмотрим контрпример, показывающий, что интеграл по времени от вектора
угловой скорости не может служить характеристикой движения, не зависящей от
пути перехода из начальной конфигурации в текущую конфигурацию. Это озна-
чает, что при построении определяющих уравнений упругой среды с конечными
поворотами частиц такая мера вращательного движения и мера кривизны, зада-
ваемая уравнением Ṁ = ωξ, некорректны.

Пусть частица среды поворачивается за время t1 вокруг оси x1 декартовой сис-
темы координат на угол ϕ, а затем за время t3 вокруг оси x3 на такой же угол. В
этом случае тензор поворота равен R = R(3)

∣∣
ϕ
·R(1)

∣∣
ϕ
, где

R(1) =

 1 0 0
0 cosϕ1 − sinϕ1

0 sinϕ1 cosϕ1

 , R(3) =

 cosϕ3 − sinϕ3 0
sinϕ3 cosϕ3 0

0 0 1


— тензоры поворота вокруг координатных осей x1 и x3, соответственно. На первом
этапе, когда ϕ3 = 0, и на втором этапе, когда ϕ1 = ϕ, тензор угловой скорости и
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связанный с ним вектор угловой скорости вычисляются по формулам:

Ω(1) = ϕ̇1

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , Ω(3) = ϕ̇3

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

ω(1) = ϕ̇1

(
1, 0, 0

)
, ω(3) = ϕ̇3

(
0, 0, 1

)
.

Вышеупомянутый интеграл равен

t1∫
0

ω(1)(t) dt+

t3∫
0

ω(3)(t) dt =
(
ϕ, 0, ϕ

)
. (4)

Укажем другой путь перехода из начальной конфигурации в конечную кон-
фигурацию, определяемую тензором R, на котором интеграл от вектора угловой
скорости принимает другое значение. Для ортогональных тензоров справедливо
представление:

R = I + sinψ P + (1− cosψ)P 2, (5)

где ψ – угол поворота, который может быть вычислен через след тензора R:
cosψ = (trR − 1)/2, а P – антисимметричный тензор, связанный с направлени-
ем мгновенной оси вращения p = (p1, p2, p3). В развернутой форме

R =

 cosϕ − sin 2ϕ/2 sin2 ϕ
sinϕ cos2 ϕ − sin 2ϕ/2

0 sinϕ cosϕ

 , P =

 0 −p3 p2

p3 0 −p1

−p2 p1 0

 .

Проекции вектора p являются решением системы нелинейных алгебраических урав-
нений (5):

p1 = p3 =
(1 + cosϕ) sinϕ

2 sinψ
, p2 =

sin2 ϕ

2 sinψ
, cosψ =

1

2
(1 + cosϕ)2 − 1.

Предположим, что частица, выделенная в начальной конфигурации, совершает
поворот за время tp на угол ψ вокруг неподвижной оси p. В этом случае зависи-
мость тензора поворота R(p) от текущего угла поворота ψp задается формулой (5)
с заменой ψ на ψp, а тензор и вектор угловой скорости вычисляются по формулам:
Ω(p) = ψ̇p P , ω(p) = ψ̇p p. Таким образом,

tp∫
0

ω(p)(t) dt = ψ p ≡ ψ sinϕ

2 sinψ

(
1 + cosϕ, sinϕ, 1 + cosϕ

)
,

что не совпадает с (4), если ϕ 6= 0. Следовательно, интеграл по времени от вектора
угловой скорости не может служить естественной кинематической характеристи-
кой.
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3. Основные уравнения

Для описания деформированного состояния моментной среды, кроме тензора
Λ, будем использовать специальный тензор кривизны M , зависящий лишь от тен-
зора поворота R и от его производных по лагранжевым координатам R,k = ∂R/∂ξk
(k = 1, 2, 3). Пусть M (k) = R,k · R∗ – антисимметричные тензоры кривизны сре-
ды вдоль координатных линий. В качестве столбцов M возьмем векторы Дарбу,
отвечающие этим тензорам:

M =

M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33

 , M (k) =

 0 −M3k M2k

M3k 0 −M1k

−M2k M1k 0

 .

Дифференцируя M (k) по времени, а Ω – по переменным ξk, можно получить ки-
нематические уравнения Ṁ (k) = Ω,k + Ω ·M (k) −M (k) · Ω, которые в совокупности
допускают тензорное представление

Ṁ = ωξ + Ω ·M. (6)

Справедливость этого представления легко проверить, переходя к покомпонент-
ной записи тензоров в декартовой системе координат. Из (6) следует, что M не
является ни инвариантным, ни индифферентным тензором, то есть что он изме-
няется как при повороте текущей конфигурации, так и при повороте начальной
конфигурации.

Можно показать, что при повороте текущей конфигурации dx′ = O · dx этот
тензор преобразуется по закону M ′ = O ·M . Действительно, так как тензор пово-
рота O не зависит от времени, то

R′ = O ·R, Ω′ = Ṙ′ ·R′∗ = O · Ṙ ·R∗ ·O∗ = O · Ω ·O∗, ω′ = O · ω.

Следовательно, уравнение (6) приводится к уравнению Ṁ ′ = O ·ωξ +O ·Ω ·O∗ ·M ′,
решение которого имеет вид: M ′ = O ·M .

По такому же закону преобразуется, например, тензор дисторсии xξ, через кото-
рый определяется инвариантная мера деформации x∗ξ ·xξ, используемая при лагран-
жевом описании движения классической упругой среды, и индифферентная мера
xξ ·x∗ξ , используемая при эйлеровом описании, [12]. Обе эти меры не зависят от вра-
щения элемента среды как жесткого целого. Аналогичным свойством инвариантно-
сти обладает произведениеM∗ ·M , которое может служить в качестве независимо-
го параметра состояния при построении определяющих уравнений, учитывающих
моментные свойства среды, в лагранжевых переменных и, как будет установлено
далее, приводит к термодинамически согласованной системе законов сохранения.

Заметим, что выбранная мера кривизны отличается от традиционно используе-
мых мер [7], определяемых несимметричными инвариантными тензорами. Проводя
аналогию с мерой деформации, можно сказать, что симметризованная мераM∗ ·M
исключает из рассмотрения “лишние” степени свободы частиц микроструктуры ма-
териала, не влияющие на потенциальную энергию деформированного состояния.
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Система уравнений динамики моментной среды строится на основе интеграль-
ных законов сохранения импульса, момента импульса и энергии в лагранжевой
форме:

∂

∂t

∫
V

ρ0 v dV =

∫
Γ

σ · ν dΓ +

∫
V

f dV,

∂

∂t

∫
V

(
J · ω + ρ0 x× v

)
dV =

∫
Γ

(x× σ +m) · ν dΓ +

∫
V

(
x× f + g

)
dV,

∂

∂t

∫
V

(
ρ0
v · v

2
+

1

2
ω · J · ω + Φ

)
dV =

∫
Γ

(v · σ + ω ·m− q) · ν dΓ +

+

∫
V

(v · f + ω · g +Q) dV.

(7)

Здесь V — произвольная область с кусочно-гладкой границей Γ, выделенная в на-
чальном (недеформированном) состоянии среды, ν — вектор внешней нормали к
границе, ρ0 — начальная плотность, J — симметричный и положительно опреде-
ленный тензор инерции, σ — тензор напряжений Пиолы–Кирхгофа, m – тензор
моментных напряжений, Φ — внутренняя энергия среды в единице объема, q —
вектор теплового потока, f и g — объемные плотности массовых сил и моментов,
Q — интенсивность внутренних источников тепла.

В процессе движения среды область V , состоящая из материальных частиц,
переходит в деформированное состояние Vt, масса вещества сохраняется ρ0 dV =
ρ dVt, плотность меняется по закону ρ = ρ0/ det xξ, а тензор инерции частиц, со-
держащихся в единице объема, преобразуется по формуле Jt = (ρ/ρ0)J . Тензор J ,
отнесенный к начальному состоянию, меняется в зависимости от времени в со-
ответствии с уравнением J = R · J0 · R∗, которое можно обосновать, переходя к
сопутствующей системе координат, связанной с вращающейся частицей. Диффе-
ренцирование по времени дает следующее уравнение для тензора инерции:

J̇ = Ω · J − J · Ω. (8)

Для непрерывных движений интегральные законы сохранения эквивалентны
дифференциальным уравнениям, которые могут быть получены из (7) с помощью
формулы Грина:

ρ0 v̇ = divξ σ + f,
∂

∂t

(
J · ω

)
= divξm+ 2 (σ · x∗ξ)a + g,

Φ̇ = σ∗ : (vξ − Ω · xξ) +m∗ : ωξ − divξ q +Q.

(9)

Здесь и всюду ниже divξ — оператор дивергенции по лагранжевым переменным,
верхний индекс “a” служит для обозначения вектора, соответствующего антисим-
метричной части тензора. При выводе (9) используется равенство ω · J̇ · ω = 0,
представляющее собой прямое следствие уравнения (8).
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Для обратимых процессов, термодинамическими параметрами состояния ко-
торых служат мера деформации Λ, мера кривизны M и энтропия s, последнее
уравнение системы (9), переписанное с учетом (3) и (6) в виде

∂Φ

∂Λ∗
: Λ̇ +

∂Φ

∂M∗ : Ṁ + T ṡ = σ∗ :
(
R · Λ̇

)
+m∗ :

(
Ṁ − Ω ·M

)
− divξ q +Q,

где T = ∂Φ/∂s – абсолютная температура, распадается в силу линейной независи-
мости величин Λ̇, Ṁ (вариаций деформированного состояния) на определяющие
уравнения

R∗ · σ =
∂Φ

∂Λ
, m =

∂Φ

∂M
, (10)

уравнение притока тепла
T ṡ = − divξ q +Q (11)

и дополнительное уравнение m∗ :
(
Ω ·M

)
= 0.

В силу линейной независимости проекций вектора угловой скорости дополни-
тельное уравнение сводится к условию симметрии тензора m ·M∗, ограничивающе-
му общий вид зависимости упругого потенциала Φ от тензора кривизны M . Пере-
ходя от тензорной к координатной форме, можно показать, что условие симметрии
выполняется только в том случае, когда Φ является функцией от симметричного
тензора N = M∗ ·M . Действительно, это условие в развернутой форме приводит
к переопределенной системе уравнений в частных производных первого порядка
относительно функции Φ:

M31
∂Φ

∂M21

+M32
∂Φ

∂M22

+M33
∂Φ

∂M23

= M21
∂Φ

∂M31

+M22
∂Φ

∂M32

+M23
∂Φ

∂M33

,

M11
∂Φ

∂M31

+M12
∂Φ

∂M32

+M13
∂Φ

∂M33

= M31
∂Φ

∂M11

+M32
∂Φ

∂M12

+M33
∂Φ

∂M13

,

M21
∂Φ

∂M11

+M22
∂Φ

∂M12

+M23
∂Φ

∂M13

= M11
∂Φ

∂M21

+M12
∂Φ

∂M22

+M13
∂Φ

∂M23

.

Каждое уравнение решается методом характеристик. Для первого из них система
характеристических уравнений

dM21

M31

=
dM22

M32

=
dM23

M33

= −dM31

M21

= −dM32

M22

= −dM33

M23

=
dΦ

0

имеет шесть функционально независимых интегралов

M2
21 +M2

31 = C1, M2
22 +M2

32 = C2, M2
23 +M2

33 = C3,

M21M22 +M31M32 = C4, M21M23 +M31M33 = C5, Φ = C6.

Общее решение уравнения Φ = Φ(C1, C2, C3, C4, C5) зависит от величин Mjk с ин-
дексом j = 1 как от параметров. Анализ общих решений двух оставшихся урав-
нений c выбором универсальной зависимости Φ(M), удовлетворяющей всем трем
уравнениям системы, дает Φ = Φ(N). При этом определяющее уравнение (10) для
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моментных напряжений принимает вид m = 2M · ∂Φ/∂N , а условие симметрии
m ·M∗ = M ·m∗ выполняется автоматически.

Заметим, что линеаризация уравнения (6) в случае бесконечно малой кривиз-
ны приводит к уравнению Ṁ = ωξ, корректность которого при описании конечных
деформаций и поворотов частиц среды обсуждалась выше. Это уравнение для тен-
зора кривизны используется в классической теории континуума Коссера с малыми
деформациями и поворотами. Однако, вопреки полученному ограничению, потен-
циал напряжений классической теории содержит в качестве одного из слагаемых
квадратичную форму, зависящую от всех компонент тензора кривизны M . Такая
зависимость не противоречит напрямую принципам термодинамики, так как при
независимом выводе геометрически линейного варианта модели дополнительного
уравнения — условия симметрии тензора m · M∗ — не возникает. Тем не менее
потенциал не может быть взят в таком виде, поскольку корректное обобщение ли-
нейной модели на нелинейный случай возможно, только если квадратичная фор-
ма не содержит комбинаций, отличных от компонент симметричного тензора N .
Следовательно, для изотропного континуума Коссера зависящее от кривизны сла-
гаемое в квадратичном потенциале напряжений должно быть пропорциональным
первому инварианту тензора N и равным γ MjkMjk. Соответствующее уравнение
для моментных напряжений mjk = 2 γ Mjk содержит один коэффициент упругос-
ти среды γ вместо трех независимых коэффициентов классической теории. Для
анизотропного континуума это слагаемое должно задаваться квадратичной фор-
мой ΓklMjkMjl с симметричным тензором коэффициентов Γ второго ранга вместо
тензора четвертого ранга.

4. Каноническая форма уравнений
В адиабатическом приближении модели (q = 0, Q = 0) замкнутую систему

составляют входящие в (9) уравнения поступательного и вращательного движе-
ния, определяющие уравнения (10), уравнение Ṙ = Ω · R для тензора поворота и
уравнение ṡ = 0 для энтропии.

Пусть τ = R∗ · σ — тензор напряжений, образующий с Λ дуальную пару,

Ψ(τ,m, s) = τ ∗ : Λ +m∗ : M − Φ(Λ,M, s)

— двойственный потенциал, равный преобразованию Лежандра от внутренней энер-
гии. В терминах двойственного потенциала определяющие уравнения (10) записы-
ваются в обращенном виде:

R · Λ = R · ∂Ψ(τ,m, s)

∂τ
=
∂Ψ(R∗ · σ,m, s)

∂σ
, M =

∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂m

.

С помощью (3) и (6) они приводятся к дифференциальным уравнениям

∂

∂t

∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂σ

= vξ,
∂

∂t

∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂m

= ωξ + Ω · ∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂m

.

Это позволяет представить модель в виде термодинамически согласованной систе-
мы законов сохранения в следующем смысле [13, 14]: можно указать производящие



Термодинамически согласованные уравнения моментной теории упругости 219

потенциалы L0 и Lj, с помощью которых полная система уравнений, записанная
относительно декартовой системы координат

ρ0 v̇i = σij,j + fi,
∂

∂t

(
Jij ωj

)
= mij,j + εijk σkl

∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂σjl

+ gi,

∂

∂t

∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂σij

= vi,j, Ṙij = εikl ωk Rlj, ṡ = 0, Jij = J0
klRik Rjl,

∂

∂t

∂Ψ(R∗ · σ,m, s)
∂mij

= ωi,j + εikl ωk
∂Ψ(R∗ · σ,m, s)

∂mlj

(12)

(εijk — дискриминантный тензор), преобразуется к единообразной форме

∂

∂t

∂L0(DU)

∂U
=

∂

∂ξj

∂Lj(U)

∂U
+ F (D,U),

∂D

∂t
= G(D,U). (13)

Здесь U — вектор-столбец, составленный из неизвестных функций (исключая эн-
тропию), т.е. из проекций векторов скорости поступательного движения и угловой
скорости, компонент тензоров напряжений и моментных напряжений; D — невы-
рожденная матрица, отличными от нуля и единицы элементами которой служат
величины Rij; F и G — заданные векторная и матричная функции, легко опреде-
ляемые по виду уравнений. Производящие потенциалы равны

L0(DU) = ρ0
vi vi

2
+

1

2
(R∗ · ω)i J

0
ij (R∗ · ω)j + Ψ(R∗ · σ,m, s),

Lj(U) = vi σij + ωimij.

Уравнение для энтропии, входящее в (12), не включено в систему (13), посколь-
ку из нее автоматически следует эквивалентный этому уравнению дополнительный
закон сохранения

∂

∂t

(
U · ∂L

0(DU)

∂U
− L0(DU)

)
=

∂

∂ξj

(
U · ∂L

j(U)

∂U
− Lj(U)

)
+

+ U · F − ∂L0(DU)

∂U
·D−1GU,

(14)

справедливость которого можно проверить с помощью формулы дифференциро-
вания

∂L0(DU)

∂t
=
∂L0(DU)

∂U
·
(
∂U

∂t
+D−1∂D

∂t
U

)
. (15)

Система уравнений (13) обладает рядом важных свойств, свидетельствующих
о математической корректности модели. Она имеет дивергентную форму и может
служить для описания обобщенных решений с разрывами скоростей и напряжений
— ударными волнами и контактными разрывами на поверхностях раздела сред с
разными механическими свойствами. Для решения таких систем разработаны эф-
фективные вычислительные алгоритмы, адаптированные к расчету разрывов, [15].



220 В.М. Садовский

Применяя формулу (15) к производной ∂L0(DU)/∂U , можно привести систе-
му (13) к симметрической форме:(

I 0
0 A

)
∂

∂t

(
D
U

)
=

(
0 0
0 Bj

)
∂

∂ξj

(
D
U

)
+

(
G
H

)
. (16)

Здесь

A(D,U) =
∂2L0(DU)

∂U2
, Bj(U) =

∂2Lj(U)

∂U2
, H(D,U) = F − AD−1GU.

Матрицы A и Bj симметричны и, кроме того, в случае сильной выпуклости по-
тенциала L0(DU) матрица A положительно определена. Поэтому система урав-
нений (13) относится к гиперболическому типу. Условие сильной выпуклости L0

выполняется, если двойственный потенциал Ψ(τ,m, s) представляет собой сильно
выпуклую функцию по совокупности переменных τ и m.

Предположим, что матрицы-коэффициенты системы (16) и правые части G и
H удовлетворяют условию Липшица по D и U . Тогда для разности двух реше-
ний такой системы, определенных в пространственно-временной области W типа
усеченного конуса, основаниями которого служат гиперплоскости t = t0 и t = t1,
а уравнение боковой поверхности h(ξ, t) = 0 удовлетворяет неравенству Гамиль-
тона –Якоби [16]: ḣ + c(hξ) > 0, где hξ – градиент h, а c(ν) – наименьший корень
характеристического уравнения det(cA+νjB

j) = 0, справедлива априорная оценка∥∥(D′, U ′)− (D,U)
∥∥(t1) 6

∥∥(D′, U ′)− (D,U)
∥∥(t0) exp a(t1 − t0). (17)

Здесь a — постоянная, зависящая, вообще говоря, от обоих решений и от их про-
изводных по времени и по пространственным переменным, двойными скобками
обозначена энергетическая норма∥∥(D,U)

∥∥2
(t) =

1

2

∫
Wξ

(
trD∗D + UAU

)
dV

(tr — след матрицы), вычисляемая как интеграл по сечению Wξ конической облас-
ти W гиперплоскостью t = const. Отсюда следует, что решение задачи Коши

D|t=t0 = D0(ξ), U |t=t0 = U0(ξ)

единственно в W и непрерывно зависит от начальных данных. Кроме того, оцен-
ка (17) показывает ограниченность областей зависимости и влияния решений, т.е.
конечность скоростей распространения возмущений в рассматриваемой модели.

Такая же оценка справедлива в усеченных конусах, примыкающих к границе
области решения задачи, если на этой границе поставлены диссипативные гранич-
ные условия. Диссипативность в точности означает, что для любых двух решений
на границе выполняется неравенство

(U ′ − U)Bj (U ′ − U) νj 6 0,
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где ν – вектор внешней нормали. Из интегральной оценки в этом случае следует
единственность и непрерывная зависимость от начальных данных решений крае-
вых задач. Учитывая структуру матриц Bj, можно показать, что условие дисси-
пативности для модели моментной теории упругости сводится к неравенству

(v′i − vi)(σ′ij − σij) νj + (ω′i − ωi)(m′ij −mij) νj 6 0. (18)

К диссипативным относятся граничные условия в скоростях vi = v̄i, ωi = ω̄i, и
граничные условия в напряжениях σij νj = σ̄i, mij νj = m̄i, а также комбинирован-
ные варианты таких условий. Например, на некоторой части границы могут быть
заданы векторы угловой скорости ω̄i и напряжений σ̄i или векторы линейной ско-
рости v̄i и моментных напряжений m̄i. Допускаются также смешанные граничные
условия, когда задаются нормальные скорости и касательные напряжения, или,
наоборот, нормальные напряжения и касательные скорости.
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ABSTRACT

To describe motion in a micropolar medium, with the concurrent transla-
tional degrees of freedom and independent particle rotations, it is chosen
to use natural measure of curvature that is a strain state characteristic
independent of deformation method. It is shown that the common La-
grangian curvature measure with the rate of change equal to a tensor of
angular velocity gradients is only applicable under geometrically linear
approximation. The nonlinear constitutive equations of the couple stress
theory are constructed using the method of internal thermodynamic pa-
rameters of state. The linearization of these equations in isotropic case
yields the Cosserat continuum equations, where material resistance to
the change in curvature is characterized by a single coefficient as against
the three independent coefficients of the classical theory. The complete
system of equations for the dynamics of a medium with couple stresses
under finite strains and particle rotations reduces to a thermodynamical-
ly consistent system of laws of conservation. This system allows to obtain
the integral estimates that guarantee the uniqueness and continuous de-
pendence on the initial data of solutions of the Cauchy problems and the
boundary-value problems with dissipative boundary conditions.
Key words: elasticity, Cosserat continuum, couple stresses, curvature ten-
sor, thermodynamically consistent system.
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