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О распределении
целочисленных длин ребер

полиэдров Клейна

Исследуется вопрос о частоте встречаемости ребер заданной целочис-
ленной длины трехмерных полиэдров Клейна.
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1. Введение
Любое вещественное α единственным образом раскладывается в непрерывную

(цепную) дробь:

α = [q0; q1, q2, . . . , qn, . . .] = q0 +
1

q1 + 1

q2 + . . .+
1

qn + . . .

,

где q0 = [α] (целая часть) и qn = qn(α) ∈ N (неполные частные).
Рассмотрим геометрическое обобщение конструкции непрерывных дробей, пред-

ложенное Ф. Клейном [1]. Пусть Γ — s-мерная (полная) решетка, т.е.

Γ =
{
k1a

(1) + . . .+ ksa
(s) : ki ∈ Z, i = 1, s

}
,

где a(i) (i = 1, s) — линейно независимые векторы из Rs (базис Γ).
Многогранниками (полиэдрами) Клейна решетки Γ будем называть множества

вида Kθ(Γ), где θ = (θ1, . . . , θs), θi = ±1, которые определяются как выпуклая
оболочка ненулевых узлов Γ, содержащихся в s-гранном угле{

x ∈ Rs : xiθi ≥ 0, i = 1, s
}
.

Конструкция Клейна мотивирована следующими соображениями. Для любого
α ∈ (0, 1) определим решетку Γα, состоящую из узлов γ = (Q,α·Q−P ),Q,P ∈ Z. По
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классической теореме Лагранжа о наилучших приближениях множество вершин
многоугольников Клейна решетки Γα состоит из узлов

±(0, 1), ±(Qn, αQn − Pn), n = 0, 1, . . . ,

где Pn/Qn = [q0, q1, . . . , qn] — n-я подходящая дробь для α. Пусть

a = (Qn−1, αQn−1 − Pn−1) и ã = (Qn+1, αQn+1 − Pn+1)

— две соседние вершины, т.е. отрезок [a, ã] является стороной многоугольника
Клейна решетки Γα. Пусть (a + b) — ближайший к a узел Γα, лежащий на [a, ã]
(т.е. [a, ã]∩Γ состоит из узлов вида γ = a+mb, m ∈ Z+). Тогда b = (Qn, αQn−Pn),
причем

qn+1(α) = #(Γ ∩ [a, ã])− 1, (1.1)

то есть «целочисленная» длина отрезка [a, ã] равна соответствующему неполному
частному. Здесь и далее #X — количество элементов конечного множества X.

Литература, посвященная полиэдрам Клейна, довольно обширная. Задачи Ар-
нольда о полиэдрах Клейна можно найти в [2, 3], достаточно полный обзор извест-
ных результатов содержится в монографии [4], некоторые дополнительные ссылки
имеются в [5].

Будем использовать следующие обозначения:

Ls(N) — множество целочисленных s-мерных решеток определителя N ;

E(Γ) — множество одномерных граней (ребер) полиэдров Клейна решетки Γ;

l(E) = l(E; Γ) = #(E ∩ Γ)− 1 — целочисленная длина ребра E ∈ E(Γ);

E(Γ; k) — множество ребер E ∈ E(Γ) таких, что l(E) = k.

Согласно (1.1) вопрос о распределении целочисленных длин ребер двумерных
полиэдров Клейна эквивалентен вопросу о распределении неполных частных непре-
рывных дробей. Используя известные результаты о частоте встречаемости задан-
ного натурального в качестве неполного частного (см. [6]) и о среднем значении
суммы неполных частных (см. [7, 8]) можно вывести следующие оценки (можно
получить и асимптотические формулы со степенным понижением в остатке):

(s = 2)
1

#L2(N)

∑
Γ∈L2(N)

#E(Γ; k) � lnN

k2
, (1.2)

(s = 2)
1

#L2(N)

∑
Γ∈L2(N)

∑
E∈E(Γ)

l(E) � ln2N. (1.3)

Таким образом, в двумерном случае частота встречаемости ребер длины k убывает
асимптотически как 1/k2 при k → +∞, а «средняя» длина ребра полигона Клейна
есть величина порядка lnN (т.к. типичное количество ребер есть величина порядка
lnN). Отметим, что согласно результатам [9] типичная целочисленная длина ребра
многранника Клейна для «почти всех» решеток из L2(N) есть величина порядка
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ln lnN . Возникает вопрос: как ведут себя аналогичные характеристики (например,
частота встречаемости ребер фиксированной длины, граней фиксированной цело-
численной площади) в более высоких размерностях?

В [5] была доказана следующая асимптотическая формула для среднего числа
ребер целочисленной длины k трехмерных полиэдров Клейна:

1

#L3(N)

∑
Γ∈L3(N)

#E(Γ; k) =

(
C(k) +Ok

(
ln lnN

lnN

))
· ln2N при k > 1, (1.4)

где постоянная C(k) зависит только от k, причем

C(k) =
6

ζ(2)ζ(3)
· 1

k3
+O

(
1

k4

)
.

К сожалению, (1.4) не позволяет в полной мере судить о поведении типичного
#E(Γ; k) при k →∞, т.к. не выяснена зависимость остатка от k. Теоретически ме-
тоды [5, 10] позволяют получить требуемую более точную оценку остатка. Однако
это приводит к чрезвычайно громоздким аналитическим вычислениям. Приводи-
мые ниже основные результаты работы снабжены простыми доказательствами и
частично восполняют имеющийся пробел.

2. Формулировка основных результатов
Основная теорема содержит верхнюю оценку среднего количества ребер цело-

численной длины k трехмерных полиэдров Клейна.

Теорема 2.1. Пусть N — простое. Тогда для любого целого k > 1

1

#L3(N)

∑
Γ∈L3(N)

#E(Γ; k)� ln2N

k3
+

lnN

k2
. (2.1)

Следующий результат позволяет судить о типичной «суммарной» длине ребер
трехмерных полиэдров Клейна.

Cледствие 2.2. Пусть N — простое. Тогда

1

#L3(N)

∑
Γ∈L3(N)

 ∑
E∈E(Γ)

l(E)

 � ln2N. (2.2)

Доказательства приводятся ниже. Мы ограничились случаем, когда N — про-
стое, ради упрощения изложения.

Пусть V (Γ) — множество вершин полиэдров Клейна решетки Γ. Согласно [11]

∀s ≥ 2
1

#L3(N)

∑
Γ∈Ls(N)

#V (Γ) �
s

lns−1N. (2.3)
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Если f0 — количество вершин, а f1 — количество ребер некоторого трехмерного
выпуклого многогранника, то по теореме Штейница (см., например, [12]) 1.5f0 ≤
f1 ≤ 3(f0 − 2). Поэтому

∀Γ ∈ L3(N) #E(Γ) � #V (Γ).
1

#L3(N)

∑
Γ∈L3(N)

#E(Γ) � ln2N. (2.4)

Согласно (2.2), (2.4) «типичная» целочисленная длина ребра трехмерного полиэдра
Клейна есть абсолютная константа.

3. Доказательства

Нам понадобятся две вспомогательные леммы, причем вторая из них может
представлять и самостоятельный интерес.

Пусть ZN — поле вычетов по простому модулю N . Тогда Z3
N есть линейное

пространство над полем ZN .

Лемма 3.1. Пусть N — простое. Если векторы a, b ∈ Z3 линейно независимые в
Z3
N , то существует единственная решетка Γ ∈ L3(N), содержащая a, b.

Доказательство. Пусть a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3). По условию существует

минор 2-го порядка матрицы
(
a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
, который не равен нулю в ZN . Пусть

det

∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ 6≡ 0 (mod N). (3.1)

Так какN простое, то любая решетка Γ ∈ L3(N) имеет базисную матрицу (столбцы
образуют базис) одного из видов:N µ2 µ3

0 1 0
0 0 1

 либо

1 0 0
0 N µ4

0 0 1

 , либо

1 0 0
0 1 0
0 0 N

 .

Здесь 0 ≤ µi < N , i = 2, 3, 4. Значит, любая решетка Γ ∈ L3(N) принадлежит
одному из следующих типов:

1) Γ = {x ∈ Z3 : x1 = µ2x2 + µ3x3 в ZN};

2) Γ = {x ∈ Z3 : x2 = µ4x3 в ZN};

3) Γ = {x ∈ Z3 : x3 = 0 в ZN}.

Ввиду (3.1) существует ровно одна решетка первого типа, содержащая a, b, и не
существует решеток второго и третьего типа, содержащих a, b.
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Пусть Γ — трехмерная решетка и Γ+ = Γ ∩ [0,+∞)3 \ {0}. Возьмем любое
компактное ребро E = [a, ã] полиэдра Клейна K+(Γ) = Conv Γ+. Тогда хотя бы
одна координата вектора (ã−a) отрицательная и хотя бы одна положительная. Не
умаляя общности можно считать, что оставшаяся координата не положительная
(в противном случае меняем местами a и ã).
Определение. Пусть a — вершина компактного ребра E полиэдра Kθ(Γ), где
θ = (θ1, θ2, θ3), θi = ±1. Пусть (a+ b) — ближайший к a узел Γ, лежащий на ребре
E, т.е. (a + b) ∈ Γ ∩ E и b — примитивный узел Γ. Если вектор (θ1b1, θ2b2, θ3b3)
имеет ровно одну положительную координату, то узел a называем началом, а b —
направляющим вектором ребра E.

Подчеркнем, что любое компактное ребро имеет ровно одно начало и один на-
правляющий вектор.
Лемма 3.2. Пусть a — начало, b — направляющий вектор некоторого компакт-
ного ребра E полиэдра Клейна трехмерной решетки Γ. Если l(E) > 1, то

3∏
i=1

max{|ai|, |bi|, 1} < 4 · det Γ. (3.2)

Замечание. Неравенство (3.2) доказано в [5, доказательство леммы 0.1] (с посто-
янной 2 вместо 4) как следствие неких очень громоздких и трудоемких рассужде-
ний. Поэтому для полноты изложения мы приводим простое доказательство (3.2).
Отметим, что в случае, когда l(E) = 1, величина в левой части (3.2) может быть
сколь угодно большой (см. [5, замечание 3.4]).

Замечание. Пусть α = [q0; q1, q2, . . .] и Pn/Qn = [q0; q1, . . . , qn]. Тогда

Qn|αQn − Pn| < q−1
n . (3.3)

Последнее неравенство имеет следующую геометрическую интерпретацию: если
узлы a, ã двумерной решетки Γ лежат на одной стороне E полигона Клейна и
b = (b1, b2) = a− ã — примитивный узел, то

|b1b2| <
det Γ

k
, (3.4)

где k — целочисленная длина E. Пусть теперь выполняются условия леммы 3.2,
причем l(E) = k. Так как (a+ bk) ∈ E, то из (3.2) следует, что

|b1b2b3| ≤
1

k2

3∏
i=1

max{|ai|, |bi|, 1} < 4
det Γ

k2
.

Последнее неравенство можно рассматривать как один из вариантов многомерного
обобщения (3.3), (3.4).
Доказательство леммы 3.2. Если существует такой j, что aj = bj = 0, то ребро
E лежит на координатной плоскости πj = {x ∈ R3 : xj = 0}. В этом случае E
есть сторона полигона Клейна двумерной решетки Γj = Γ ∩ πj и неравенство (3.2)
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является общеизвестным.
Пусть теперь |ai|+ |bi| 6= 0, i = 1, 2, 3. Не умаляя общности, считаем, что

a = (a1, a2, a3), ai ≥ 0, i = 1, 2, 3;
b = (−b1, b2,−b3), b1 > 0, b2 > 0, b3 ≥ 0.

Тогда E — ребро полиэдра Conv Γ+. Так как l(E) ≥ 2, то (a+ 2b) ∈ Γ+. Поэтому

ai ≥ 2bi, i = 1, 3.

Так как a — вершина и (a+ b) ∈ Γ+, то (a− b) 6∈ Γ+. Поэтому a2 < b2.
Неравенство (3.2) принимает вид

a1b2a3 ≤ 4 · det Γ.

Предположим, что оно не выполняется. Тогда по теореме Минковского о линейных
формах найдется такой ненулевой узел w ∈ Γ, что

|wi| ≤
ai
2
, i = 1, 3; 0 ≤ w2 < b2.

Узлы u = a+ w и v = a+ b− w удовлетворяют условиям

u, v ∈ Γ+ \ {a, a+ b};
u+ v = a+ (a+ b).

Это противоречит тому, что a, (a + b) лежат на одном ребре полиэдра Conv Γ+,
причем a — вершина.

Теперь мы можем приступить к доказательству теоремы и следствия.

Доказательство теоремы. Если Γ ∈ L3(N), то полиэдры Клейна решетки Γ со-
держатся в кубе [−N,N ]3. Поэтому для любого ребра E величина #(Z3 ∩ E) − 1
не превосходит N . Далее считаем, что k ≤ N .

Пусть Γ ∈ L3(N), E ∈ E(Γ; k), причем a — начало, b — направляющий век-
тор ребра E. При исследовании средних характеристи достаточно ограничиться
случаем, когда E ⊂ [0,+∞)3, причем положительной является вторая координата
вектора b, т.е.

a = (a1, a2, a3), ai ≥ 0, i = 1, 2, 3;
b = (−b1, b2,−b3), b2 > 0, bi ≥ 0, i = 1, 3.

(3.5)

Так как a — вершина, то (a − b) 6∈ [0,+∞). Так как l(E) = k, то (a + kb) ∈ Γ+,
(a+ b(k + 1)) 6∈ Γ+. Следовательно,

a2 < b2; kbi ≤ ai, i = 1, 3;
a1 < (k + 1)b1 либо a3 < (k + 1)b3.

(3.6)

Опять же, в силу симметрии, достаточно ограничиться случаем, когда a1 < (k +
1)b1. Пусть E+(Γ; k) — множество ребер E ∈ E(Γ; k), удовлетворяющих (3.5), (3.6)
и условию a1 < (k + 1)b1. Тогда∑

Γ∈L3(N)

#E(Γ; k)�
∑

Γ∈L3(N)

#E+(Γ; k).
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Любое ребро однозначно определяется своим началом и направляющим век-
тором. Пусть множество A(Γ; k) состоит из всех пар (a, b), где a — начало, b —
направляющий вектор некоторого ребра E ∈ E+(Γ; k). Для каждой (a, b) ∈ A(Γ; k)
выполняются условия (3.5), (3.6) и a1 < (k + 1)b1. Кроме того, по лемме 3.2

a1b2a3 < 4N, aj = max{aj, 1}.

Следовательно,

a = (a1, a2, a3) ∈ Z3, b = (−b1, b2,−b3) ∈ Z3; a1 ≥ 0;

kb1 ≤ a1 < (k + 1)b1, 0 ≤ a2 < b2, 0 ≤ b3 ≤
a3

k
; (3.7)

kb1b2a3 < 4N.

Пусть Ω состоит из пар (a, b), удовлетворяющих (3.7). Тогда A(Γ; k) ⊂ Ω,∑
Γ∈L3(N)

#E+(Γ; k) =
∑

Γ∈Ls(N)

#A(Γ; k) =
∑

Γ∈L3(N)

∑
(a,b)∈A(Γ;k)

1 =

=
∑

(a,b)∈Ω

 ∑
Γ∈L3(N):(a,b)∈A(Γ;k)

1

 =
∑

(a,b)∈Ω

f(a, b),

где f(a, b) — количество решеток Γ ∈ L3(N) таких, что (a, b) ∈ A(Γ; k). Очевидно,
что f(a, b) не больше, чем число решеток Γ ∈ L3(N), содержащих a, b. Используя
лемму 3.1, заключаем f(a, b) ≤ 1. Значит,∑

Γ∈L3(N)

#E+(Γ; k) ≤
∑

(a,b)∈Ω

1�
∑

kb1b2a3≤4N

b1b2

(a3

k
+ 1
)
�

� N2

k2

∑
kb2a3≤4N

1

a3
2b2

(a3

k
+ 1
)
≤ N2

k2

4N∑
b2,a3=1

1

b2

(
1

ka3

+
1

a2
3

)
� N2

k2

(
ln2N

k
+ lnN

)
.

Осталось заметить, что (см., например, [13, формула (5)])

#L3(N) � N2 ·
∑
d|N

d−1 = N2(1 +N−1) � N2.

Поэтому ∑
Γ∈L3(N)

#E+(Γ; k)� #L3(N)

k2

(
ln2N

k
+ lnN

)
.

Доказательство следствия. Согласно (2.4)∑
Γ∈L3(N)

∑
E∈E(Γ)

l(E) ≥
∑

Γ∈L3(N)

∑
E∈E(Γ)

#E(Γ)� #L3(N) ln2N.
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Если Γ ∈ L3(N), E ∈ E(Γ), то l(E) ≤ N . Поэтому, используя (2.1), получаем

∑
Γ∈Ls(N)

∑
E∈E(Γ)

l(E) =
N∑
k=1

∑
Γ∈L3(N)

#E(Γ; k) · k �

�
N∑
k=1

ln2N ·
(

1

k2
+

1

k lnN

)
� #L3(N) · ln2N.
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