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Устойчивость стационарных решений
диффузионной модели
сложного теплообмена

Рассмотрена нестационарная модель радиационно-конвективно-
кондуктивного теплообмена в трехмерной области в рамках диффузи-
онного P1–приближения для уравнения переноса излучения. Установле-
ны достаточные условия асимптотической устойчивости стационарных
состояний.
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1. Введение

Интегро-дифференциальное уравнение переноса излучения, учитывающее теп-
ловые эффекты, имеет следующий вид [1]:

1

c

∂I(x, ω, t)

∂t
+ ω · ∇xI(x, ω, t) + κI(x, ω, t) =

=
κs
4π

∫
S

P (ω, ω′)I(x, ω′, t)dω′ + κa
σn2T 4(x, t)

π
.

(1)

Здесь x ∈ Ω — точка пространства R3, ω ∈ S — направление излучения, связанное
с точкой единичной сферы S = {ω ∈ R3 : |ω| = 1}, I(x, ω, t) — интенсивность
излучения, T (x, t) — температура, P (ω, ω′) — фазовая функция, c — скорость света
в среде, κ = κs+κa — коэффициент полного взаимодействия, где κs — коэффициент
рассеяния, κa — коэффициент поглощения, σ — постоянная Стефана – Больцмана,
n — показатель преломления.
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Для получения диффузионного (P1) приближения рассмотрим линейное при-
ближение функции распределения плотности излучения и фазовой функции (с
учетом обезразмеривания переменных):

I(x, ω, t) ≃ σn2

π
T 4
max (φ(x, t) + ω ·Φ(x, t)) , (2)

P (ω, ω′) = 1 + Aω · ω′. (3)

В (3) коэффициент A ∈ [−1, 1] описывает анизотропию рассеяния, случай A = 0
соответствует изотропному рассеянию.

Пусть T = Tmaxθ. Таким образом, θ — это нормализованная температура, φ —
нормализованная интенсивность излучения, усредненная по всем направлениям.

Подставив (2) и (3) в (1), получим
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(4)

Проинтегрируем (4) по ω ∈ S. Тогда
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c

∂φ

∂t
+

1

3
∇ ·Φ+ κaφ = κaθ

4. (5)

Умножим (4) на ω и проинтегрируем полученное равенство по ω ∈ S.
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c

∂Φ

∂t
+ (κ′s + κa)Φ+∇φ = 0. (6)

Здесь κ′s = κs (1− A/3).
Разрешив уравнения (5) и (6) относительно φ, получим уравнение P1 прибли-

жения

−α∆φ+ κaφ+
1
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c
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c

∂ (θ4)

∂t
,

где α =
1

3 (κ′s + κa)
=

1

3κ− Aκs
.

В работе [1] приведены физические соображения, основанные на малости вели-
чин ν = 1/c и κa, позволяющие отбросить в последнем уравнении последние два
слагаемых в левой части и последнее слагаемое в правой части. Кроме того, учтем,
что в силу неотрицательности температуры нелинейный член θ4 можно заменить
на |θ|θ3. В результате получаем для φ следующее параболическое уравнение:

ν∂φ/∂t− α∆φ+ κa(φ− |θ|θ3) = 0. (7)

Соответствующее уравнение для нормализованной температуры θ имеет следую-
щий вид [2]:

∂θ/∂t− a∆θ + v · ∇θ + bκa(|θ|θ3 − φ) = 0. (8)
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Здесь v – заданное поле скоростей, a =
k

ρcv
– постоянный коэффициент темпера-

туропроводности, b =
4σn2T 3

max

ρcv
, где k — теплопроводность, cv — удельная тепло-

емкость, ρ — плотность.
Дополнив уравнения (7), (8) условиями на границе Γ = ∂Ω и при t = 0, получим

следующую начально-краевую задачу, моделирующую радиационный, кондуктив-
ный и конвективный теплообмен в ограниченной области Ω ⊂ R3:

∂θ

∂t
− a∆θ + v · ∇θ + bκa(|θ|θ3 − φ) = 0, ν

∂φ

∂t
− α∆φ+ κa(φ− |θ|θ3) = 0, (9)

a∂nθ + β(θ − θb)|Γ = 0, α∂nφ+ γ(φ− θ4b )|Γ = 0, (10)

θ|t=0 = θ0, φ|t=0 = φ0. (11)

Здесь через ∂n обозначаем производную в направлении внешней нормали n. Неот-
рицательная функция θb, функции β(x), γ(x), x ∈ Γ, описывающие, в частности,
отражающие свойства границы, и начальные функции θ0, φ0 являются заданными.

Интерес к задачам сложного теплообмена в рассеивающих средах с отражаю-
щими границами связан с прикладной значимостью этих задач, и соответственно
значительное внимание уделяется вопросам численного моделирования (см., на-
пример, [3]–[10]). Теоретический анализ соответствующих краевых задач важен
для оценки соответствия рассматриваемых моделей радиационного теплообмена
реальным физическим процессам. Анализу различных эволюционных задач, учи-
тывающих радиационный теплообмен, посвящены работы [11]–[15]. В [10], [16]–[19]
получены условия разрешимости стационарных задач сложного теплообмена. От-
метим также работы [20]–[24], в которых представлена хорошая библиография ра-
бот, посвященных сложному теплообмену.

Настоящая статья посвящена исследованию устойчивости стационарного ре-
шения, которое не обязательно является постоянным. Устойчивость по Ляпунову
имеет принципиальное значение в связи с вопросом об адекватности стационарных
моделей сложного теплообмена, анализу которых посвящено значительное коли-
чество работ.

Основной результат статьи состоит в получении достаточных условий устойчи-
вости, которые обеспечиваются малым разбросом значений стационарного темпе-
ратурного поля. Кроме того, для модели движения среды в канале показано, что
выполнение достаточного условия устойчивости можно обеспечить за счет выбора
скорости движения среды, даже если разброс значений температуры не мал.

2. Корректность начально-краевой задачи сложно-
го теплообмена

В дальнейшем считаем, что Ω — липшицева ограниченная область, Q = Ω ×
(0, T ), Σ = Γ×(0, T ). Через Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ обозначаем пространство Лебега, а через
Hs – пространство Соболева W s

2 . Пространство Ls(0, T ;X) состоит из функций
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класса Ls, s ≥ 1, определенных на (0, T ) со значениями в банаховом пространстве
X. Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям

(i) v ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)), div v = 0;
(ii) β, γ ∈ L∞(Γ), β ≥ β0 > 0, γ ≥ γ0 > 0, β0, γ0 = Const, 0 ≤ θb ∈ L∞(Σ);
(iii) 0 ≤ θ0, φ0 ∈ L∞(Ω);
(iv) β + (v · n) ≥ 0 на той части Σ, где (v · n) < 0.
Пусть H = L2(Ω), V = H1(Ω). Через V ′ обозначаем пространство, сопряженное

с пространством V . Пространство H отождествляем с пространством H ′, так что
V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′. Обозначим, соответственно, через ∥·∥, ∥·∥V и ∥·∥∗ нормы в H, V
и V ′, а через (f, v) – значение функционала f ∈ V ′ на элементе v ∈ V , совпадающее
со скалярным произведением в H, если f ∈ H; ((·, ·)) – скалярное произведение в
пространстве V ;

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, ((f, g)) = (f, g) + (∇f,∇g).

Отметим сразу, что в силу вложения V ⊂ L6(Ω) выражение (|u|u3, v) имеет смысл
для любых функций u, v ∈ V и поэтому |u|u3 ∈ V ′.

Также определим пространство

W = {y ∈ L2(0, T ;V ) : y′ ∈ L2(0, T, V ′)}.

Здесь и далее y′ = dy/dt.
Определим операторы и функционалы A1,2 : V → V ′, B(t) : V → V ′, f1,2 ∈

L2(0, T ;V ′), используя следующие равенства, справедливые для любых θ, φ, v ∈ V :

(A1θ, v) = a(∇θ,∇v) +
∫
Γ

βθvdΓ, (A2φ, v) = α(∇φ,∇v) +
∫
Γ

γφvdΓ,

(B(t)θ, v) = (v∇θ, v),

(f1, v) =

∫
Γ

βθbvdΓ, (f2, v) =

∫
Γ

γθ4bvdΓ п.в. на (0, T ).

Определенные выше операторы позволяют стандартным образом записать за-
дачу (9)–(11) в виде задачи Коши для системы уравнений с операторными коэф-
фициентами.

Определение 1. Пара {θ, φ} ∈ W ×W называется решением (слабым) задачи
(9)–(11), если

θ′ + A1θ +B(t)θ + bκa
(
|θ|θ3 − φ

)
= f1 п.в. на (0, T ), (12)

νφ′ + A2φ+ κa
(
φ− |θ|θ3

)
= f2 п.в. на (0, T ), (13)

θ|t=0 = θ0, φ|t=0 = φ0. (14)
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Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда на любом конечном
промежутке времени (0, T ), 0 < T < ∞, задача (9)–(11) однозначно разрешима,
при этом слабое решение принадлежит L∞(Q) и удовлетворяет неравенствам
0 ≤ θ ≤M , 0 ≤ φ ≤M4, где M = max

{
∥θb∥L∞(Σ), ∥θ0∥L∞(Ω), ∥φ0∥1/4L∞(Ω)

}
.

Доказательство теоремы основано на глобальных априорных оценках решения
0 ≤ θ ≤M , 0 ≤ φ ≤M4. Приведем здесь схему доказательства теоремы. Для полу-
чения оценок сверху необходимо умножить уравнение (12) скалярно на функцию

η = max{θ−M, 0}, а уравнение (13) — на функцию ψ =

{
φ1/4 −M, φ > M4,

0, φ ≤M4,
где

{θ, φ} — слабое решение задачи (9)–(11). Отбросив неотрицательные слагаемые,
будем иметь

1

2
∥η(t)∥2 + bκa

t∫
0

∫
θ>M, φ>M4

(
θ4 − φ

)
(θ −M)dxdτ ≤ 0, (15)

t∫
0

∫
φ>M4, θ>M

(
φ− θ4

) (
φ1/4 −M

)
dxdτ ≤ 0. (16)

Умножая (16) на bκa и складывая с (15), получим неравенство

1

2
∥η(t)∥2 + bκa

t∫
0

∫
θ>M, φ>M4

(
θ4 − φ

) (
θ − φ1/4

)
dxdτ ≤ 0.

Из неотрицательности второго слагаемого следует, что η = 0, т.е. θ ≤M п.в. в Q.
Аналогично, выбрав теперь ψ = max{φ−M4, 0}, из (13) получим, что φ ≤M4

п.в. в Q. Оценки снизу доказываются аналогичным образом.
Далее с помощью принципа сжимающих отображений стандартно доказывается

локальная по времени разрешимость. Затем, исходя из полученных априорных оце-
нок, которые не зависят от величины интервала локального существования, реше-
ние задачи можно продолжить на весь временной интервал (0, T ). Доказательство
единственности решения, с учетом его ограниченности в L∞(Q), стандартно.

3. Анализ устойчивости стационарного решения

3.1. Устойчивость для произвольной области

Пусть функция θb и поле скоростей v не зависят от времени. Через {θs, φs} ∈
V ×V обозначим стационарное состояние эволюционной системы (9)–(10), которое
является решением системы операторных уравнений

A1θ +Bθ + bκa
(
|θ|θ3 − φ

)
= f1, A2φ+ κa

(
φ− |θ|θ3

)
= f2 (17)
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и такое, что 0 ≤ θs ≤ M , 0 ≤ φs ≤ M4, где M = ∥θb∥L∞(Γ). Отметим, что ис-
пользуя технику оценки слабых решений для уравнений сложного теплообмена,
рассмотренную в [18], нетрудно проверить справедливость указанных неравенств
для любого решения системы (17).

Для анализа устойчивости рассмотрим функции {θ, φ}, являющиеся решением
задачи (9)–(11) на промежутке (0,+∞), соответствующие граничной функции θb и
начальным условиям θ0 ∈ L∞(Ω), φ0 ∈ L∞(Ω), θ0 ≥ 0, φ0 ≥ 0. Положим ζ = θ − θs,
ξ = φ− φs. Тогда, используя (17) и учитывая, что θ ≥ 0, получаем

ζ ′ + A1ζ +Bζ + bκa(g(ζ, x)− ξ) = 0, νξ′ + A2ξ + κa(ξ − g(ζ, x)) = 0, (18)

ζ|t=0 = ζ0 = θ0 − θs, ξ|t=0 = ξ0 = φ0 − φs. (19)

Здесь g(ζ, x) = (ζ + θs)
4 − θ4s .

Отметим сразу, что величина θ = ζ+θs в силу теоремы 1 ограничена величиной
M0 = max{∥θb∥L∞(Γ), ∥θ0∥L∞(Ω), ∥φ0∥1/4L∞(Ω)}. Поэтому

g(ζ, x) = g(0, x) + g′ζ(0, x)ζ + h(ζ, x)ζ2 = 4θ3sζ + h(ζ, x)ζ2, где |h(ζ, x)| ≤ 6M2
0 .

Обозначим f = 4θ3s . Пусть 0 ≤ µ1 = ess inf f , µ2 = ess sup f . Покажем, что если
значение µ2 − µ1 достаточно мало, то стационарное состояние {θs, φs} асимптоти-
чески устойчиво по Ляпунову.

Умножим скалярно первое уравнение в (18) на f0ζ, а второе — на bξ и сложим
полученные уравнения. Постоянная f0 > 0 будет выбрана позже.

f0
2

d

dt
∥ζ∥2 + f0(A1ζ, ζ) + f0(Bζ, ζ)+

+
νb

2

d

dt
∥ξ∥2 + b(A2ξ, ξ) + bκa

(
fζ − ξ + h(ζ, x)ζ2, f0ζ − ξ

)
= 0 п.в. на (0,+∞).

Используя условие (iv) и учитывая, что (v∇ζ, ζ) = 1
2

∫
Γ

(v · n)ζ2dΓ, получаем

f0
2

d

dt
∥ζ∥2 + f0a∥∇ζ∥2 +

f0
2

∫
Γ

βζ2dΓ +
νb

2

d

dt
∥ξ∥2 + b∥∇ξ∥2 + b

∫
Γ

γξ2dΓ+

+bκa

∫
Ω

(fζ − ξ)(f0ζ − ξ)dx ≤ 6M2
0 bκa

f0 ∫
Ω

|ζ|3dx+
∫
Ω

ζ2|ξ|dx

 .

(20)

Пусть

k1 = inf
v∈V,∥v∥=1

a∥∇v∥2 + 1

2

∫
Γ

βv2dΓ

 , k2 = inf
v∈V,∥v∥=1

α∥∇v∥2 + ∫
Γ

γv2dΓ

 ,

k3 = inf
v∈V,∥v∥L6(Ω)=1

a∥∇v∥2 + 1

2

∫
Γ

βv2dΓ

 .
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Указанные постоянные положительны и зависят только от a, α, β, γ и области Ω.
Заметим, что для любого ε > 0∫

Ω

|ζ|3dx ≤ ∥ζ∥3/2∥ζ∥3/2L6(Ω) ≤
3

4
ε∥ζ∥2L6(Ω) +

1

4ε3
∥ζ∥6, (21)

∫
Ω

ζ2|ξ|dx ≤ ∥ζ∥1/2∥ζ∥3/2L6(Ω)∥ξ∥ ≤ 3

4
ε∥ζ∥2L6(Ω) +

1

4ε3
∥ζ∥2∥ξ∥4. (22)

Выберем параметр ρ ∈ (0, 1) и воспользуемся оценкой

a∥∇ζ∥2 + 1

2

∫
Γ

βζ2dΓ ≥ (1− ρ)k1∥ζ∥2 + ρk3∥ζ∥2L6(Ω).

Тогда если 9M2
0 bκaε/2k3 < ρf0/(f0 + 1), то из (20) следует неравенство

f0
d

dt
∥ζ∥2 + νb

d

dt
∥ξ∥2 + 2(1− ρ)f0k1∥ζ∥2 + 2bk2∥ξ∥2

+2bκa

∫
Ω

(fζ − ξ)(f0ζ − ξ)dx ≤ C
(
∥ζ∥6 + ∥ζ∥2∥ξ∥4

)
,

(23)

где C = 3M2
0 bκa max{f0, 1}/ε3.

Пусть C1, C2 — положительные постоянные такие, что

bκaC1 < (1− ρ)k1, κaC2 < k2. (24)

Запишем неравенство (23) в виде

f0
d

dt
∥ζ∥2 + νb

d

dt
∥ξ∥2 + f0 (2(1− ρ)k1 − 2bκaC1) ∥ζ∥2 + (2bk2 − 2bκaC2) ∥ξ∥2+

+2bκa

∫
Ω

(
f0C1ζ

2 + C2ξ
2 + (fζ − ξ)(f0ζ − ξ)

)
dx ≤ C

(
∥ζ∥6 + ∥ζ∥2∥ξ∥4

)
.

(25)

Для неотрицательности интеграла в (25) достаточно, чтобы квадратичное выра-
жение под знаком интеграла было неотрицательным для любого f ∈ [µ1, µ2]. До-
статочное условие неотрицательности имеет вид

(f + f0)
2 − 4f0(C1 + f)(C2 + 1) ≤ 0,

или
f 2
0 − 2 [(2C2 + 1)f + 2C1(C2 + 1)] f0 + f 2 ≤ 0.

Последнее неравенство выполняется для любого числа f ∈ [µ1, µ2], если

f 2
0 − 2 [(2C2 + 1)µi + 2C1(C2 + 1)] f0 + µ2

i ≤ 0, i = 1, 2. (26)

Система неравенств (26) имеет решение f0 > 0, если

f2 = (2C2 + 1)µ2 + 2C1(C2 + 1)−
√
D2 ≤ (2C2 + 1)µ1 + 2C1(C2 + 1) +

√
D1 = f1.
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Здесь

Di = [(2C2 + 1)µi + 2C1(C2 + 1)]2 − µ2
i = 4(C2 + 1)(µi + C1)(C2µi + C1(C2 + 1)).

Поэтому при выполнении условия

(2C2 + 1)(µ2 − µ1) ≤
√
D1 +

√
D2 (27)

интеграл в (25) будет неотрицательным при любом f0 ∈ [f2, f1]. Далее в качестве
f0 выберем, например, наименьшее возможное значение f2.

Можно получить более простые достаточные условия неотрицательности инте-
грала в (25). Для этого оценим Di. Заметим, что

Di ≥ 4
(√

C2(C2 + 1)µi + C1(C2 + 1)
)2

.

Таким образом, для выполнения (27) достаточно, чтобы

(2C2 + 1)(µ2 − µ1) ≤ 2
√
C2(C2 + 1)(µ1 + µ2) + 4C1(C2 + 1). (28)

Заменив в (28)
√
C2(C2 + 1) на C2, получим другое достаточное условие неот-

рицательности интеграла:

µ2 − µ1 ≤ 4(C2µ1 + C1 + C1C2). (29)

Для существования постоянных C1 и C2, которые удовлетворяют (24) при неко-
тором ρ и для которых выполняется условие (29), достаточно, чтобы

µ2 − µ1 <
4

κa

(
k2µ1 +

k1
b
+
k1k2
bκa

)
. (30)

Аналогичные условия на физические параметры и постоянные вложения k1, k2
можно получить и для достаточных условий (27) и (28).

Вернемся к неравенству (25), в котором отбросим неотрицательный интеграл.
Пусть

p(t) = f0∥ζ(t)∥2 + νb∥ξ(t)∥2, t ≥ 0.

Поскольку ∥ζ∥2∥ξ∥4 ≤ ∥ζ∥6/3 + 2∥ξ∥6/3, то из (25) при выполнении условия (30)
или аналогичного условия следует неравенство

p′(t) + 2k4p(t) ≤ k5p
3(t), t > 0, (31)

где k4 = min {(1− ρ)k1 − bκaC1, (k2 − κaC2)/ν} , k5 = Cmax
{
4f−3

0 , 2(νb)−3
}
/3.

Неравенство (31) запишем в виде

p′(t) + k4p(t) + k5p(t)
(
k4/k5 − p2(t)

)
≤ 0,

и тогда, если p2(0) < k4/k5, то p′(t)+ k4p(t) ≤ 0 при t > 0. Следовательно, справед-
лива оценка экспоненциальной устойчивости

p(t) ≤ p(0)e−k4t, t > 0.
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Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)—(iv), 0 ≤ µ1 ≤ 4θ3s ≤ µ2, справед-
ливо неравенство (30) и при этом

f0∥θ0 − θs∥2 + νb∥φ0 − φs∥2 < (k4/k5)
1/2,

где {θs, φs} ∈ V × V — решение стационарной системы (17).
Тогда существует единственное решение {θ, φ} динамической системы

θ′+A1θ+Bθ+bκa
(
|θ|θ3 − φ

)
= f1, νφ

′+A2φ+κa
(
φ− |θ|θ3

)
= f2, {θ, φ}|t=0 = {θ0, φ0}

такое, что {θ, φ} ∈ L∞(0,+∞;H), {θ, φ}|(0,T ) ∈ L2(0, T ;V ), {θ′, φ′}|(0,T ) ∈ L2(0, T ;V ′)
для всех T > 0 и при этом

f0∥θ − θs∥2 + νb∥φ− φs∥2 ≤
(
f0∥θ0 − θs∥2 + νb∥φ0 − φs∥2

)
e−k4t, t > 0.

3.2. Анализ устойчивости при движении среды в канале

Рассмотрим теперь движение среды в канале Ω длиной L, поперечное сечение
которого является квадратом со стороной d:

Ω = {x = (x1, x2, x3) : 0 < x1 < L, 0 < x2,3 < d}.

Пусть среда движется с постоянной скоростью v = (v, 0, 0), v > 0. Покажем, что
в этом случае решение задачи сложного теплообмена экспоненциально стабилизи-
руется, если скорость течения v достаточно большая. Полагаем в равенствах (18)

ζ = (λ− e−sx1)q1, ξ = (λ− e−sx1)q2.

В качестве тестовых функций выберем

v1 = f0(λ− e−sx1)−1q1, v2 = b(λ− e−sx1)−1q2.

Здесь λ > 1, s > 0, f0 > 0.
Учитывая условие (iv), получаем из (18) неравенства:

f0
2

d

dt
∥q1∥2 + (1−ρ)f0k1∥q1∥2 + ρf0k3∥q1∥2L6(Ω) + f0

∫
Ω

(
vs

λesx1−1
− as2

(λesx1−1)2

)
q21dx+

+bκaf0

∫
Ω

(fq21 − q1q2)dx ≤ 6M2
0 bκaf0

∫
Ω

(λ− e−sx1)|q1|3dx,

νb

2

d

dt
∥q2∥2 + bk2∥q2∥2 − b

∫
Ω

αs2

(λesx1 − 1)2
q22dx+

+bκa

∫
Ω

(q22 − fq1q2)dx ≤ 6M2
0 bκa

∫
Ω

(λ− e−sx1)q21|q2|dx,



Устойчивость стационарных решений . . . 27

где ρ ∈ (0, 1), постоянные M0, k1, k2, k3 определяются, как и ранее. Отсюда

f0
2

d

dt
∥q1∥2 +

νb

2

d

dt
∥q2∥2 + (1− ρ)f0k1∥q1∥2 + bk2∥q2∥2+

+f0

(
vs

λesL − 1
− as2

(λ− 1)2

)
∥q1∥2 −

bαs2

(λ− 1)2
∥q2∥2 + bκa

∫
Ω

(f0q1 − q2)(fq1 − q2)dx+

+ρf0k3∥q1∥2L6(Ω) ≤ 6M2
0 bκa(λ− e−sL)

(
f0

∫
Ω

|q1|3dx+
∫
Ω

q21|q2|dx
)
.

Применив неравенства (21) и (22) и выбрав ε таким образом, что 9M2
0 bκaε(λ −

e−sL)/2k3 < ρf0/(f0 + 1), получим

f0
d

dt
∥q1∥2 + νb

d

dt
∥q2∥2 + 2f0r1∥q1∥2 + 2br2∥q2∥2+

+2bκa

∫
Ω

(f0q1 − q2)(fq1 − q2)dx ≤ C
(
∥q1∥6 + ∥q1∥2∥q2∥4

)
,

где C = 3M2
0 bκa(λ− e−sL)max{f0, 1}/ε3, r1 = (1− ρ)k1 +

vs

λesL − 1
− as2

(λ− 1)2
,

r2 = k2 −
αs2

(λ− 1)2
. Обозначим r = k1 +

vs

λesL − 1
− as2

(λ− 1)2
.

Положив, например, s = 1/L, λ = 1 + s
√

2α/k2, будем иметь

r = k1 +
v

L(e− 1) + e
√
2α/k2

− ak2
2α

, r2 =
k2
2
.

Рассуждения, аналогичные приведенным в п. 3.1, показывают, что для неотрица-
тельности интеграла в последнем неравенстве и, соответственно, для устойчивости
стационарного состояния {θs, φs} достаточно, чтобы были справедливы неравен-
ства

µ2 − µ1 <
4

κa

(
r2µ1 +

r

b
+
rr2
bκa

)
, r > 0. (32)

Поскольку величина r линейно растет при увеличении v, устойчивость можно
обеспечить не только за счет малости разброса значений стационарного состояния,
но и за счет выбора скорости движения среды.

3.3. Заключительные замечания

Вопрос об устойчивости стационарных решений задачи сложного теплообмена,
для которых не выполняются полученные выше достаточные условия, является
пока открытым. Серия проведенных вычислительных экспериментов показала су-
ществование стационарных полей, для которых достаточные условия устойчивости
не выполняются, но тем не менее решение эволюционной задачи стабилизируется.
В качестве примера приведем результаты расчетов для слоя толщиной L. Счи-
таем, что физические поля меняются только в направлении, перпендикулярном
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границам слоя. Соответствующая одномерная задача имеет вид

∂θ

∂t
− a

∂2θ

∂x2
+ bκa(θ

4 − φ) = 0, ν
∂φ

∂t
− α

∂2φ

∂x2
+ κa(φ− θ4) = 0,

−a∂θ
∂x

+ β1(θ − θb1)

∣∣∣∣
x=0

= 0, a
∂θ

∂x
+ β2(θ − θb2)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

−α∂φ
∂x

+ γ1(φ− θ4b1)

∣∣∣∣
x=0

= 0, α
∂φ

∂x
+ γ2(φ− θ4b2)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

θ|t=0 = θ0, φ|t=0 = φ0.

Значения физических параметров соответствуют данным из [19]. Пусть L = 5, α =
3.(3), κa = 0.01, c = 3 · 108. Все термодинамические характеристики соответствуют
воздуху при нормальном атмосферном давлении и температуре 400◦C, так что
a = 0.0001356, b = 0.184. Положим β1 = β2 = 10, рассмотрим 3 случая:

1) γ1 = γ2 = 0.01, θb1 = 0.1, θb2 = 1;

2) γ1 = γ2 = 0.01, θb1 = 0.1, θb2 = 1.2;

3) γ1 = γ2 = 0.5, θb1 = 0.2, θb2 = 1.

Все значения указаны в единицах СИ.

Для численного решения системы используется метод прямых, реализованный
в пакете MATLAB [25], который заключается в сведении дифференциальных урав-
нений в частных производных к обыкновенным дифференциальным уравнениям.
Полученная система ОДУ решается при помощи неявного многошагового метода
для жестких систем.

Для проверки достаточного условия устойчивости (27) используем следующие
оценки постоянных k1, k2:

(
2Lmax

{
2

β
,
2L

a

})−1

≤ k1 ≤ min

{
β

L
,
aπ2

L2

}
,(

2Lmax

{
1

γ
,
2L

α

})−1

≤ k2 ≤ min

{
2γ

L
,
απ2

L2

}
.

Оказывается, что в случаях 1) и 2) для стационарного температурного поля θs,
график которого представлен на рис. 1, условие (27) не выполняется, а в случае
3) условие (27) выполняется.

Однако представленные на рис. 2, 3 графики временных зависимостей отклоне-
ний температуры (ζ) и усредненной интенсивности излучения (ξ) от стационарных
распределений в центральном сечении слоя демонстрируют стабилизацию решения
эволюционной задачи.
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Рис. 1. Стационарное распределение температуры θs

В качестве начальных условий использовались квадратичные функции с мак-
симумом 0.001 при x = L/2:

ζ0(x) = 0.001
x(L− x) + aL/β

L2/4 + aL/β
, ξ0(x) = 0.001

x(L− x) + αL/γ

L2/4 + αL/γ
.

Рис. 2. Отклонение температуры (ζ) от стационарного распределения при x = L/2
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Рис. 3. Отклонение интенсивности излучения (ξ) от стационарного распределения при
x = L/2
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ABSTRACT

The nonstationary model of radiative-convective-conductive heat transfer
in a three-dimensional domain within the diffusion P1 approximation of
radiative transfer is considered. The sufficient conditions of asymptotic
stability of steady states are established.
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