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Общие собственные числа двух матриц

В статье предлагается новый подход к нахождению общих собственных
чисел двух матриц. Алгоритм основан на свойствах решений уравнения
AX = XB и на критерии наличия общих собственных чисел матриц в
виде алгебраического уравнения относительно элементов этих матриц.
Приводится метод построения полинома, корнями которого являются
все общие собственные числа матриц A и B.

Ключевые слова: общие собственные числа матриц, кронекеровское про-
изведение.

1. Введение
Известны и хорошо развиты методы, позволяющие найти общие корни двух

полиномов. Эта задача решается в теории исключения [1, 2, 3]. Методы теории ис-
ключения применимы также и для систем алгебраических уравнений от несколь-
ких переменных.

Проблема нахождения общих собственных чисел двух матриц, которая возни-
кает в некоторых задачах обработки изображений, также разрешима с помощью
методов теории исключения. Достаточно построить характеристические полиномы
рассматриваемых матриц и найти общие корни этих полиномов. Однако вычисле-
ние коэффициентов характеристического полинома матрицы само по себе явля-
ется довольно трудоемкой вычислительной задачей. Поэтому возникает вопрос о
возможности нахождения общих собственных чисел двух матриц без построения
характеристических полиномов.

Известны результаты, позволяющие определить, имеют ли две матрицы общие
собственные числа [4, 5]. В книге [4] приводятся теоремы о разрешимости мат-
ричных уравнений, в статье [5] приведен результат, относящийся к матрицам Хес-
сенберга. В работе [6] предлагается численный алгоритм, основанный на теореме
Гершгорина и методе бисекций, с его помощью можно найти общие собственные
числа двух матриц.

В данной статье рассматривается метод, позволяющий построить полином, кор-
нями которого являются все общие собственные числа двух матриц.
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2. Постановка задачи и предварительные
результаты

Рассмотрим две квадратные матрицы A = [aij]
n
i,j=1 и B = [bij]

m
i,j=1 с веществен-

ными элементами. Требуется найти все (с учетом кратности) общие собственные
числа матриц A и B.

Обозначим через λ1, λ2, . . . , λn и µ1, µ2, . . . , µm собственные числа матриц A и B
соответственно.

В дальнейшем нам понадобятся понятия кронекеровского произведения матриц
и инвариантных множителей матрицы, элементы которой — полиномы (или λ-
матрицы).

Определение. Кронекеровским произведением матриц A и B называется мат-
рица

A⊗Bmn×mn =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
. . .
an1B an2B . . . annB

 .

Пусть ранг λ-матрицы M(λ) равен r. Обозначим через Dj(λ) (j = 1, 2, . . . , r)
наибольший общий делитель всех миноров порядка j матрицы M(λ).

Утверждение. [7] В ряду

D0(λ) ≡ 1, D1(λ), . . . , Dr−1(λ), Dr(λ)

каждый многочлен делится без остатка на предыдущий.
Обозначим, полученные в результате этого деления частные, через E1M(λ),

E2M(λ), . . ., ErM(λ):

E1M(λ) =
D1(λ)

D0(λ)
= D1(λ), E2M(λ) =

D2(λ)

D1(λ)
, . . . , ErM(λ) =

Dr(λ)

Dr−1(λ)
. (1)

Определение. [7] Многочлены E1M(λ), E2M(λ), . . . , ErM(λ), определяемые фор-
мулами (1), называются инвариантными множителями матрицы M(λ).

Теперь приведем известные результаты, которые будут использованы в даль-
нейшем.

Обозначим через C следующую квадратную матрицу порядка mn:

C = A⊗ Em×m − En×n ⊗B.

Здесь Em×m и En×n — единичные матрицы порядков m и n соответственно.

Теорема 1. [4] Матрицы A и B имеют хотя бы одно общее собственное число
тогда и только тогда, когда det C = 0.

Теорема 2. [4] Собственные числа матрицы C равны λj−µk, где j = 1, 2, . . . , n,
k = 1, 2, . . . ,m.
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Далее мы будем предполагать, что матрицы A и B имеют по крайней мере одно
общее собственное число. Рассмотрим собственные векторы матрицы C, соответ-
ствующие собственному числу 0. Каждый из этих векторов имеет mn компонент.
Если его координаты разбить на m частей, в каждой из которых n компонент,
и последовательно поставить по столбцам, то получится матрица X размерности
n×m, удовлетворяющая уравнению AX = XB.

Данное уравнение было исследовано Ф. Чечиони и Ф. Г. Фробениусом. Известны
следующие теоремы.

Теорема 3. [4] Уравнение AX = XB имеет ненулевое решение тогда и только
тогда, когда матрицы A и B имеют хотя бы одно общее собственное число.

Теорема 4. [4] Число линейно независимых решений уравнения AX = XB
равно

∑
ejk, где ejk — степень наибольшего общего делителя инвариантного мно-

жителя EjA(λ) матрицы A−λE и инвариантного множителя EkB(λ) матрицы
B − λE.

Замечание. Сумма берется по всем парам инвариантных множителей EjA(λ)
и EkB(λ) (j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . ,m).

3. Обоснование алгоритма

Приведем здесь результаты, на которых основан рассматриваемый алгоритм
нахождения общих собственных чисел двух матриц.

Лемма. Если ненулевая матрица Xn×m одновременно удовлетворяет уравне-
ниям

AX = XB и AX = λX, (2)

то ее ненулевые столбцы являются собственными векторами матрицы A, соот-
ветствующими собственному числу λ, а ненулевые строки (транспонированные)
— собственными векторами матрицы BT , соответствующими этому же соб-
ственному числу.

Замечание. Матрица X может иметь нулевые строки или столбцы.

Доказательство. Действительно, поскольку AX = XB, то заменим в равенстве
AX = λX матрицу AX на равную ей матрицу XB. Получим

AX = XB = λX,

откуда и следует требуемое. Лемма доказана.

Пусть Xi (i = 1, 2, . . . , p) — векторы, образующие базис собственного простран-
ства матрицы A, соответствующего собственному числу λ, Yj (j = 1, 2, . . . , q) —
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векторы, образующие базис собственного пространства матрицы BT , соответству-
ющего этому же собственному числу, s = pq.

Следствие. Любая ненулевая матрица Xn×m, являющаяся решением системы
уравнений (2) для данного λ, имеет вид

X = γ1X1 + γ2X2 + . . .+ γsXs, (3)

где Xk = XiY
T
j , γ1, . . . , γs — некоторые вещественные числа.

Доказательство. Представление любого решения системы уравнений (2) в ви-
де (3) получается разложением собственных векторов матриц A и BT , соответ-
ствующих данному собственному числу λ, по базисам, состоящим из собственных
векторов этих матриц.

Каждый столбец X(j) матрицы X представим в виде линейной комбинации
p линейно независимых собственных векторов матрицы A, соответствующих соб-
ственному числу λ:

X(j) = α1jX1 + α2jX2 + . . .+ αpjXp, j = 1, 2, . . . ,m.

Тогда матрицу X можно представить в виде

X = (X1, X2, . . . , Xp)A, где A =


α11 α12 . . . α1m

α21 α22 . . . α2m

. . .
αp1 αp2 . . . αpm

 .

Поскольку AX = λX = XB, то получаем, что

(X1, X2, . . . , Xp)(λA− AB) = On×m,

где On×m — нулевая матрица размерности n×m.
Так как векторы X1, X2, . . . , Xp линейно независимы, отсюда следует, что

λA = AB,

т.е. транспонированные строки матрицы A являются собственными векторами мат-
рицы BT . Раскладывая их по базису Y T

1 , . . . , Y T
q , получаем новое выражение для

X:

X = (X1, . . . , Xp)B


Y T
1

Y T
2

. . .
Y T
q

 ,

где элементы матрицы B = [bkj] (k = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q) — коэффициенты
разложения:

(αk1, αk2, . . . , αkm) = bk1Y
T
1 + bk2Y

T
2 + . . .+ bkqY

T
q .
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Теперь представим матрицу B в виде суммы матриц bkjIkj, где Ikj — матрица
размерности p× q, у которой элемент, стоящий в k-й строке j-м столбце равен 1, а
все остальные элементы нулевые.

Таким образом, требуемое разложение получено.
В том, что любая матрица вида (3) является решением системы уравнений (2),

легко убедиться подстановкой матрицы в систему уравнений. Тем самым утвер-
ждение доказано.

Теорема 5. Для каждого общего собственного числа λ матриц A и B суще-
ствует матрица D ранга 1 такая, что AD = DB, столбцы которой являются
собственными векторами матрицы A, соответствующими собственному чис-
лу λ, а строки (транспонированные) — собственными векторами матрицы BT ,
соответствующими тому же собственному числу.

Доказательство. Пусть X — собственный вектор матрицы A, соответствующий
собственному числу λ. Пусть Y — собственный вектор матрицы BT , соответству-
ющий собственному числу λ. Рассмотрим матрицу D = XY T . Для этой матрицы
имеем

AD = AXY T = λXY T = λD,DB = XY TB = XλY T = λXY T = λD.

Теорема доказана.

Следствие. Для каждого общего собственного числа двух матриц λ имеется
ровно s линейно независимых матриц ранга 1 рассмотренного вида (см. теоре-
му 5).

Доказательство. Рассмотрим s матриц Xk (k = 1, 2, . . . , s). Все они удовлетворяют
условию теоремы 5. Докажем, что эти матрицы линейно независимы.

Предположим, что какая-то линейная комбинация этих матриц равна нулю:

β11X1Y
T
1 + β12X1Y

T
2 + . . .+ βpqXpY

T
q = On×m.

Перепишем левую часть равенства, сгруппировав слагаемые с X1, X2, . . . , Xp:

X1(β11Y
T
1 + β12Y

T
2 + . . .+ β1qY

T
q )+

+X2(β21Y
T
1 + β22Y

T
2 + . . .+ β2qY

T
q )+

+ . . .+

+Xp(βp1Y
T
1 + βp2Y

T
2 + . . .+ βpqY

T
q ) = On×m.

Поскольку векторы X1, . . . , Xp линейно независимы, то каждый из векторов, запи-
санных в скобках, равен нулю. Отсюда, вследствие линейной независимости векто-
ров Y1, . . . , Yq, получаем равенство нулю всех коэффициентов βjk (j = 1, 2, . . . , p; k =
1, 2, . . . , q). Тем самым утверждение доказано.
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Пусть матрица C имеет l линейно независимых собственных векторов, соот-
ветствующих собственному числу 0. Обозначим эти векторы через C1,C2, . . . ,Cl.
Составим из них матрицу Cmn×l = (C1,C2, . . . ,Cl).

Теорема 6. Общие собственные числа матриц A и B являются корнями по-
линома

detX(λ) = det(CT (A⊗ Em×m)C− λCTC) = 0. (4)

Доказательство. Поскольку матрица D, столбцы которой являются собственны-
ми векторами матрицы A, соответствующими собственному числу λ, а строки
(транспонированные) — собственными векторами матрицы BT , соответствующими
λ, удовлетворяет уравнению AX = XB, то она является линейной комбинацией
l матриц, составленных из координат векторов C1,C2, . . . ,Cl. Иначе говоря, для
каждого общего собственного числа λ существует матрица D, соответствующая
вектору

α1C1 + α2C2 + . . .+ αlCl,

такая, что AD = λD. Перепишем это уравнение иначе, записав матрицу D как
вектор:

(A⊗ Em×m)C


α1

α2
...
αl

 = λC


α1

α2
...
αl

 .

Каждое решение данной системы уравнений является решением системы ли-
нейных уравнений

(CT (A⊗ Em×m)C− λCTC)


α1

α2
...
αl

 = Ol×l,

где Ol×l — нулевая матрица порядка l.
Других решений эта система не имеет, поскольку общих собственных чисел

у матриц A и B больше, чем l, быть не может (ранг матрицы C равен l). Для
того чтобы данная система имела ненулевое решение, необходимо и достаточно,
чтобы определитель ее матрицы был равен нулю, откуда и получаем утверждение
теоремы.

Следствие. Кратность каждого корня полинома det(X(λ)) равна
∑

dij, где
dij — наименьший из показателей степеней, в которых линейный множитель,
соответствующий данному корню, входит в разложение инвариантных множи-
телей EiA(λ) матрицы A− λE и EjB(λ) матрицы B − λE.

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 4 и того факта, что корни каж-
дого инвариантного множителя матрицы A−λE являются собственными числами
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матрицы A (аналогично для матрицы B). Последнее следует из того, что все наи-
большие общие делители миноров матрицы A − λE имеют корнями собственные
числа матрицы A (характеристический полином матрицы A, являющийся наиболь-
шим общим делителем миноров порядка n матрицы A−λE, делится на наибольший
общий делитель миноров произвольного порядка этой матрицы).

Замечание. Мы находили уравнение для общих собственных чисел матриц A
и B, используя матрицу A. Можно составить аналогичное уравнение и с помощью
матрицы B. Оно будет иметь вид

detX(λ) = det(CT (En×n ⊗B)C− λCTC) = 0.

Однако это уравнение в точности совпадает с уравнением (4). Действительно, C =
A⊗Em×m−En×n⊗B, а матрица C удовлетворяет условию CC = Omn×l (по столбцам
матрицы C стоят собственные векторы матрицы C, соответствующие собственному
числу 0). Отсюда сразу следует, что

CT (En×n ⊗B)C = CT (A⊗ Em×m)C.

4. Алгоритм

Приведем теперь алгоритм построения многочлена, корнями которого являют-
ся общие собственные числа двух данных матриц An×n и Bm×m, не требующий
вычисления коэффициентов их характеристических полиномов.

1. Строим матрицу
C = A⊗ Em×m − En×n ⊗B

и вычисляем ее определитель. Если det C ̸= 0, то матрицы одинаковых собственных
чисел не имеют.

2. Находим собственные векторы матрицы C, соответствующие собственному
числу 0: C1,C2, . . . ,Cl.

3. Находим требуемый полином:

detX(λ) = det(CT (A⊗ Em×m)C− λCTC).

Корни данного полинома относительно λ можно найти любым численным ме-
тодом.

Замечание. Этот алгоритм применим также и в случае матриц A и B с ком-
плексными элементами. Единственное отличие состоит в том, что уравнение для
нахождения общих собственных чисел матриц A и B принимает следующий вид:

det(C
T
(A⊗ Em×m)C− λC

T
C) = 0,

где черта сверху означает комплексное сопряжение.
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5. Пример
Найдем общие собственные числа матриц

A =


0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

−1 4 −6 4 0
0 0 0 0 2

 и B =


0 1 −1 1

−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1

 .

Построим матрицу C = A⊗ E4×4 − E5×5 ⊗B и найдем ее определитель:

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 −2 1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 −1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 −1 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 −1 1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −2 1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −2 1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0

−1 0 0 0 4 0 0 0 −6 0 0 0 4 −1 1 −1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 4 0 0 0 −6 0 0 1 2 1 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 4 0 0 0 −6 0 1 −1 3 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 4 0 0 0 −6 1 −1 0 3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 −1 1 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Находим собственные векторы матрицы C, соответствующие собственному чис-
лу 0:

C1 = (4, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ,
C2 = (−3,−2,−3,−3,−2,−1,−2,−2,−1, 0,−1,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ,
C3 = (3, 3, 1, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)T ,
C4 = (−3,−3, 0, 1,−2,−2, 0, 1,−1,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)T .
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Составляем матрицу X(λ) и находим ее определитель:

|X(λ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

44− 72λ −28 + 56λ 24− 40λ −12 + 28

−36 + 56λ 28− 48λ −20 + 28λ 8− 16λ

24− 40λ −12 + 28λ 20− 32λ −16 + 28λ

−20 + 28λ 8− 16λ −16 + 28λ 20− 32λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 10496(1− λ)4.

Отсюда следует, что матрицы A и B имеют общее собственное число λ = 1.
Проверка. Собственные числа матрицы A равны 1 (кратности 4) и 2, матрица

B имеет единственное собственное число 1 кратности 4.

Автор благодарит рецензента за ценные замечания, способствовавшие улуч-
шению статьи.
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ABSTRACT

A new approach to determine common eigenvalues of two matrices is pro-
posed. The algorithm is based on the criteria for the existence of common
eigenvalues of matrices in the form of algebraic equation depending on
their elements and on the properties of solutions of the matrix equation
AX = XB. The method for constructing a polynomial whose roots equal
to the common eigenvalues of matrices A and B is presented.
Key words: common eigenvalues of two matrices, Kronecker product.


