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Вывод уравнений градиентной теории
в криволинейных координатах

Для градиентной теории получены уравнения равновесия в криволи-
нейных координатах.
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1. Введение

В начале 1960-х годов Toupin [1] и Mindlin [2] предложили градиентную теорию
деформации, в которой предполагается, что энергия зависит как от деформации,
так и градиента деформации. Последующее развитие теории было выполнено по
различным направлениям, при этом разработанные методы и подходы использо-
вались для разнообразных приложений (см., например, [3]–[7]). Дело в том, что
обычные теории континуума не в состоянии справиться со многими проблема-
ми механики сплошной среды из-за отсутствия в них параметров длины, которые
определяют масштаб микроструктуры. Применение прикладных вариантов гради-
ентной модели привело к решению ряда проблем в механике материалов. В част-
ности, были исследованы вопросы локализации деформаций, различные масштаб-
ные эффекты на микроуровне, включая изменение механических свойств наноком-
позитов (см., например, [8]–[15]) и др.. Возможности использования градиентной
теории для макроскопического описания материалов представлены в [16], а связь
кинематических параметров градиентной модели с внутренними геометрическими
характеристиками материала указана в [17], [18].

Однако модель [1, 2] была сформулирована в декартовых прямоугольных ко-
ординатах. Если для исследуемой задачи криволинейные координаты являются
естественными по геометрии, то уравнения градиентной теории не могут быть по-
лучены автоматически из [1, 2]. Поэтому для решения практических задач было бы
весьма желательно иметь набор общих формул для уравнений градиентной теории
деформации в криволинейных координатах. Насколько известно авторам, попытка
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выполнить такую работу была предпринята в [19]. Предложенный в этой статье
подход указан на стр. 3511 статьи [19]: “Eringen (1967) suggested that the translation
from rectangular coordinates to any curvilinear coordinates follows the following two
rules: (a) The partial differentiation symbol (,) must be replaced by the covariant
differentiation symbol (;), (b) The repeated indices must be on diagonal positions”.
Но знакомство с содержанием [20] показывает, что систематический вывод указан-
ного выше способа получения уравнений для градиентной теории в криволинейных
координатах отсутствует. Поэтому целью настоящей статьи является восполнение
данного пробела.

2. Основные соотношения
Уравнения градиентной теории деформации в прямоугольной системе коорди-

нат могут быть получены вариационным способом [1–3]. Уравнения равновесия
записываются в виде

∂

∂xj

[
σij +

∂

∂xk

Tijk

]
+ fi = 0, (1)

где подразумевается, что по любой паре повторяющихся индексов выполняется
суммирование, слагаемое fi обозначает компоненту объемной силы. Структура по-
ля внутренних напряжений складывается из поля упругих напряжений σij и до-
полнительного поля градиентных напряжений ∂Tijk/∂xk. Уравнения (1) представ-
лены в прямоугольной системе координат xi. Введем криволинейные координаты
zα, связанные с xi посредством гладкого невырожденного преобразования:

zα = zα(x1, x2, x3), z
α = zα(x). (2)

Предполагается, что соответствие между координатами {xi} и {zα} является вза-
имно однозначным, тогда существует единственное обратное отображение для (2):

xi = xi(z
1, z2, z3), xi = xi(z). (3)

В соотношениях (2), (3) координаты указаны с верхними и нижними индексами,
что в геометрической терминологии означает рассмотрение контравариантных и
ковариантных компонент вектора соответственно. Но в прямоугольной системе ко-
ординат между этими компонентами не существует различия, то есть xi = xi. Это
предположение является непротиворечивым, поскольку в криволинейной системе
координат переход от верхних к нижним индексам выполняется с помощью метри-
ческого тензора, который для декартовой системы является единичным gij(x) = δij.
Тогда справедлива цепочка соотношений, определяющих операцию поднятия и
опускания индексов:

σij(x)=gik(x)gjm(x)σkm(x)=σij(x)=gik(x)σj
k(x)=σj

i (x),
∂

∂xi

= gik(x)
∂

∂xk
=

∂

∂xi
,

где компоненты gik(x) ≡ (g−1)ik(x) = δik = δik = δik равны единице при совпадении
индексов и нулю – в противоположном случае (символ Кронекера).
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При переходе от прямоугольных координат к криволинейным координатам ком-
поненты тензоров fk(x), σij(x) и Tijk(x) преобразуются согласно правилу

fα(z) =
∂xi

∂zα
fi(x), σαβ(z) =

∂xi

∂zα
∂xk

∂zβ
σik(x), Tαβµ(z) =

∂xi

∂zα
∂xk

∂zβ
∂xn

∂zµ
Tikn(x),

fk(x) =
∂zα

∂xk
fα(z), σik(x) =

∂zα

∂xk

∂zβ

∂xk
σαβ(z), Tijk(x) =

∂zα

∂xi

∂zβ

∂xj

∂zµ

∂xk
Tαβµ(z).

(4)

Метрический тензор gij(z) в криволинейных координатах равен

gαβ(z) =
∂xk

∂zα
∂xk

∂zβ
. (5)

Он позволяет вычислить квадрат элемента длины (ds)2 = gαβ(z)dz
αdzβ и опреде-

ляет переход от ковариантных к контравариантным компонентам тензора, в част-
ности,

σα
β (z) = gαγ(z)σγβ(z), Tαν

β (z) = gαγ(z)gνµ(z)Tβγµ(z), gαβ(z) =
∂zα

∂xk

∂zβ

∂xk
. (6)

Величины gαβ(z) образуют обратный метрический тензор, то есть gαβ(z)gβγ(z) =
δαγ . Дальнейшая задача состоит в том, чтобы представить уравнение равновесия
(1) в терминах объектов (6).

3. Уравнения равновесия
в криволинейных координатах

Производные ∂/∂xi связаны с ∂/∂zα соотношением

∂

∂xi

=
∂zα

∂xi

∂

∂zα
. (7)

Используя (4), (7), запишем

∂

∂xj

σij(x) =
∂

∂xj
σij(x) =

∂zα

∂xj

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj
σβγ(z)

]
=

∂zα

∂xj

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
∂zγ

∂xj
σβγ(z)+

+
∂zα

∂xj

∂zβ

∂xi

∂

∂zα

[
∂zγ

∂xj

]
σβγ(z) +

∂zα

∂xj

∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj

∂σβγ(z)

∂zα
. (8)

В первом и последнем слагаемом соотношения (8) свертка по j дает компоненты
обратного метрического тензора (6), тогда

∂zα

∂xj

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
∂zγ

∂xj
σβγ(z) +

∂zα

∂xj

∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj

∂σβγ(z)

∂zα
=

= gαγ(z)
∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
σβγ(z) + gαγ(z)

∂zβ

∂xj

∂σβγ(z)

∂zα
. (9)
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Производную ∂ [...] /∂zα нетрудно получить дифференцированием из тождества
∂xi/∂zγ × ∂zβ/∂xi = δβγ :

∂2xi

∂zα∂zγ
∂zβ

∂xi
+

∂xi

∂zγ
∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
= 0,

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
= − ∂2xn

∂zα∂zγ
∂zβ

∂xn

∂zγ

∂xi
.

Последнее выражение записывается через символы Кристоффеля Γβ
αγ = Γβ

αγ(z) :

Γβ
αγ =

∂2xn

∂zα∂zγ
∂zβ

∂xn
, Γβ

αγ = Γβ
γα,

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
= −Γβ

αγ

∂zγ

∂xi
. (10)

Подставляя (9), (10) в (8), получаем

∂

∂xj

σij(x) =
∂zβ

∂xi
gαγ(z)

[
∂σβγ(z)

∂zα
− Γν

βασνγ(z)− Γν
γασβν(z)

]
≡ ∂zβ

∂xi
gαγ(z)∇ασβγ(z).

(11)
Выражение в квадратных скобках определяет ковариантную производную тен-

зора напряжений ∇ασβγ(z). Ясно, что

gαγ(z)∇ασβγ(z) =
∂gαγ(z)σβγ(z)

∂zα
− ∂gαγ(z)

∂zα
σβγ(z)−Γν

αβg
αγ(z)σνγ(z)−Γν

αγg
αγ(z)σβν(z).

(12)
Из (6) следует

∂gαγ(z)

∂zβ
=

∂

∂zβ

[
∂zα

∂xk

]
∂zγ

∂xk
+

∂zα

∂xk

∂

∂zβ

[
∂zγ

∂xk

]
.

Подставляя сюда (10), получаем

∂gαγ(z)

∂zβ
= −Γα

νβg
νγ(z)− Γγ

νβg
αν(z). (13)

Комбинирование (12), (13) дает

gαγ(z)∇ασβγ(z) =
∂gαγ(z)σβγ(z)

∂zα
+ Γα

ανg
νγ(z)σβγ(z)− Γν

αβg
αγ(z)σνγ(z). (14)

Используя операцию поднятия индекса (6), представим (14) в виде

gαγ(z)∇ασβγ(z) =
∂σα

β (z)

∂zα
+ Γα

νασ
ν
β(z)− Γν

αβσ
α
ν (z). (15)

Введем ковариантную производную тензора напряжений

∇ασ
γ
β(z) ≡

∂σγ
β(z)

∂zα
+ Γγ

νασ
ν
β(z)− Γν

βασ
γ
ν (z). (16)

Тогда соотношение (15) эквивалентно

gαγ(z)∇ασβγ(z) = ∇ασ
α
β (z). (17)
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Рассмотрим слагаемое ∂2Tijk/∂xj∂xk в (1). Тензор Tijk = Tijk(x) имеет третий
ранг и преобразуется согласно правилу (4). Переходя к криволинейным координа-
там, запишем производную от тензора Tijk(x) в виде

∂

∂xk

Tijk(x) =
∂zα

∂xk

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj

∂zµ

∂xk
Tβγµ(z)

]
=

∂zα

∂xk

∂

∂zα

[
∂zβ

∂xi

]
∂zγ

∂xj

∂zµ

∂xk
Tβγµ(z)+

+
∂zα

∂xk

∂zβ

∂xi

∂

∂zα

[
∂zγ

∂xj

]
∂zµ

∂xk
Tβγµ(z) +

∂zα

∂xk

∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj

∂

∂zα

[
∂zµ

∂xk

]
Tβγµ(z)+

+
∂zα

∂xk

∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj

∂zµ

∂xk

∂

∂zα
[Tβγµ(z)] .

(18)

Используя представление для коэффициента связности (10) и метрического тензо-
ра (6), получаем

∂Tijk(x)

∂xk

= gαµ(z)
∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj
×

×
[
∂Tβγµ(z)

∂zα
− Γν

βα(z)Tνγµ(z)− Γν
γα(z)Tβνµ(z)− Γν

µα(z)Tβγν(z)

]
. (19)

Выражение в квадратных скобках совпадает с ковариантной производной тензора
Tβγµ(z):

∇αTβγµ(z) ≡
∂Tβγµ(z)

∂zα
− Γν

βα(z)Tνγµ(z)− Γν
γα(z)Tβνµ(z)− Γν

µα(z)Tβγν(z).

Тогда (19) записывается в виде

∂

∂xk

Tijk(x) = gαµ(z)
∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj
∇αTβγµ(z). (20)

Дальнейшее дифференцирование (20) приводит к следующему результату:

∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) =
∂zν

∂xj

∂

∂zν

[
gαµ(z)

∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj
∇αTβγµ(z)

]
=

=
∂zν

∂xj

∂

∂zν
[gαµ(z)]

∂zβ

∂xi

∂zγ

∂xj
∇αTβγµ(z) +

∂zν

∂xj
gαµ(z)

∂

∂zν

[
∂zβ

∂xi

]
∂zγ

∂xj
∇αTβγµ(z)+

+
∂zν

∂xj
gαµ(z)

∂zβ

∂xi

∂

∂zν

[
∂zγ

∂xj

]
∇αTβγµ(z) +

∂zγ

∂xj
gαµ(z)

∂zβ

∂xi

∂zν

∂xj

∂

∂zν
[∇αTβγµ(z)] . (21)

Производная ∂gαµ/∂zγ определяется из (13), тогда, используя (10), перепишем (21)
в виде

∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) = gαµ(z)gνγ(z)
∂zβ

∂xi
×

×
[
∂∇αTβγµ(z)

∂zν
− Γκ

αν∇κTβγµ(z)− Γκ
βν∇αTκγµ(z)− Γκ

γν∇αTβκµ(z)− Γκ
µν∇αTβγκ(z)

]
.

(22)
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Выражение в квадратных скобках определяет ковариантную производную тензора
∇αTβγµ(z):

∇ν∇αTβγµ(z) =
∂∇αTβγµ(z)

∂zν
−

− Γκ
αν∇κTβγµ(z)− Γκ

βν∇αTκγµ(z)− Γκ
γν∇αTβκµ(z)− Γκ

µν∇αTβγκ(z).

Отсюда и из (22) получаем

∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) = gαµ(z)gνγ(z)
∂zβ

∂xi
∇ν∇αTβγµ(z). (23)

Свойство (13) позволяет «пронести» gαµ(z), gνγ(z) через операцию ковариантного
дифференцирования и записать выражение (23) в виде

∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) =
∂zβ

∂xi
∇ν∇α[g

αµ(z)gνγ(z)Tβγµ(z)]. (24)

Используя операцию поднятия индекса (6), представим (24) в виде

∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) =
∂zβ

∂xi
∇ν∇αT

να
β (z). (25)

Комбинирование (11), (17), (25) с (1) дает следующий результат:

∂

∂xj

σij(x) +
∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) + fi =
∂zβ

∂xi
[∇ασ

α
β (z) +∇α∇νT

να
β (z)] + fi = 0.

Переходя к компонентам fk(z) согласно (4), получаем

∂

∂xj

σij(x) +
∂

∂xj

∂

∂xk

Tijk(x) + fi = ∇ασ
α
β (z) +∇α∇νT

να
β (z) + fβ(z) = 0. (26)

Отсюда видно, что сформулированный во введении способ записи уравнений в
координатах полностью обоснован. Следует также отметить, что уравнения (26)
представлены для произвольной криволинейной системы координат, тогда как ав-
торы [18] рассмотрели случай ортогональной криволинейной системы координат.
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ABSTRACT

It is shown how to obtain the equilibrium equations of the strain gradient
theory in curvilinear coordinates.
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