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Î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ

öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê

Ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ öåëî-

÷èñëåííûõ ìíîãîìåðíûõ ðåøåòîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåøåòêà, ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ äðîáü.

Ââåäåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíîé öåëî÷èñëåííîé s-ìåðíîé ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

Γ =
{
k1a

(1) + . . .+ ksa
(s) : ki ∈ Z, i = 1, s

}
,

ãäå a(i) (i = 1, s) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû èç Rs (áàçèñ Γ). Ìàòðèöó M ñî ñòîëá-

öàìè m(i)T áóäåì íàçûâàòü áàçèñíîé. Âåëè÷èíà det Γ = |detM | íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì
ðåøåòêè Γ. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïîëíûå ðåøåòêè è íàçûâàåì èõ ïðîñòî

ðåøåòêàìè.

Ïóñòü Ξ � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rs, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ðàçîáüåì {1, . . . , s} íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I1, . . . , Ir (1 ≤ r ≤ s). Äëÿ ëþáîãî

t = (t1, . . . , tr) ∈ [0,+∞)r îïðåäåëèì

Ξ(t) = {(y1, . . . , ys) : yi = tlxi, i ∈ Il, l = 1, r; (x1, . . . , xs) ∈ Ξ}.

Ïîëîæèì I = (I1, . . . , Ir).

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé óçåë γ s-ìåðíîé ðåøåòêè Γ áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì (Ξ, I)-

ìèíèìóìîì, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð t ∈ [0,+∞)r òàêîé, ÷òî

1) γ ïðèíàäëåæèò Ξ(t);

2) äëÿ ëþáîãî t′ ∈ [0,+∞)r, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì

t′i ≤ ti, i = 1, r;

r∑
i=1

t′i <

r∑
i=1

ti,
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ìíîæåñòâî Ξ(t′) íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ óçëîâ ðåøåòêè Γ.

Äàëåå âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî

I1 = (s0 + 1, . . . , s1), I2 = (s1 + 1, . . . , s2), . . . , Ir = (sr−1 + 1, . . . , s),

Ξ = {x ∈ Rs : Φl(x) ≤ 1, l = 1, r},

ãäå

0 = s0 < s1 < . . . < sr−1 < sr = s;

Φ1(x) = ϕ1(x1, . . . , xs1), . . . ,Φl(x) = ϕl(xsl−1+1, . . . , xsl), . . . ,Φr(x) = ϕl(xsr−1+1, . . . , s),

à ϕl : Rtl → R (tl = sl−sl−1, l = 1, r)� ëó÷åâûå, íåïðåðûâíûå, êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûå

ôóíêöèè.

Â ýòîì ñëó÷àå íåíóëåâîé óçåë γ s-ìåðíîé ðåøåòêè Γ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì (Ξ, I)-ìèíèìóìîì,

åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà η ∈ Γ òàêîãî, ÷òî

Φl(η) ≤ Φl(γ), l = 1, r,

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå.

Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì Φ = (Φ1, . . . ,Φr) : Rs → [0,+∞)r è ëîêàëüíûå (Ξ, I)-ìèíèìóìû

áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûìè Φ-ìèíèìóìàìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â òåîðèè ÷èñåë.

Ïóñòü

r = s1 + s2, s = s1 + 2s2,

Φi(x) = |xi|, i = 1, s1,

Φs1+l(x) =
√

x2s1+2l−1 + x2s1+2l, l = 1, s2.

Òîãäà (ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 1, ðàçäåë 4]) ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå åäèíèöû ÷èñ-

ëîâîãî ïîëÿ K ñòåïåíè s = s1 + 2s2 (s1 � êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ, à 2s2 � êîëè÷åñòâî

êîìïëåêñíûõ èçîìîðôèçìîâ K â C) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì Φ-ìèíèìóìîì ñîîòâåòñòâóþùåé

s-ìåðíîé ðåøåòêè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ëåãëî â îñíîâó àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ åäèíèö â

êóáè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëÿõ, ðàçðàáîòàííûõ Ã.Ô. Âîðîíûì [2] è Ã. Ìèíêîâñêèì [3] (ñì.

òàêæå [4, 5] è ññûëêè òàì).

Ïóñòü r = s. Â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíûìè. Â.À.

Áûêîâñêèì äîêàçàíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë [6, 7], à

òàêæå îòêëîíåíèå ñåòîê îò ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [8] âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî

îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïðè r = 2 çàäà÷à î íàõîæäåíèè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê ñïåöèàëüíîãî âèäà ýê-

âèâàëåíòíà ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé. Ïóñòü f � íîðìà

â Rm, à g � íîðìà â Rn. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ôîðìû Li : Rn → R, i = 1,m.

Íåíóëåâîé âåêòîð (u, v) ∈ Zn × Zm áóäåì íàçûâàòü (f, g)-íàèëó÷øèì ñîâìåñòíûì ïðè-

áëèæåíèåì ôîðì L1, . . . , Lm, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà (u′, v′) ∈ Zn × Zm

202



òàêîãî, ÷òî

f(Lu′ − v′) ≤ f(Lu− v), g(u′) ≤ g(u),

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Çäåñü Lx = (L1x, . . . , Lmx). Ïóñòü

Φ = (Φ1,Φ2), s = n+m, Φ1(x) = g(x1, . . . , xn), Φ2(x) = f(xn+1, . . . , xs).

Îïðåäåëèì (n+m)-ìåðíóþ ðåøåòêó

Γ = {(Lp− q, q) : (p, q) ∈ Zn × Zm}.

Òîãäà óçåë γ = (Lu − v, v) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì Φ-ìèíèìóìîì Γ, åñëè è òîëüêî åñëè (u, v)

ÿâëÿåòñÿ (f, g)-íàèëó÷øèì ñîâìåñòíûì ïðèáëèæåíèåì ëèíåéíûõ ôîðì L1, . . . , Lm.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ls(Q) � ìíîæåñòâî s-ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïîëíûõ ðåøåòîê èç Qs (Q � íåêîòîðîå

÷èñëîâîå ìíîæåñòâî);

Ls(Z;N) = {Γ ∈ Ls(Z) : det Γ = N};

Ls(Z; [1, R]) = {Γ ∈ Ls(Z) : det Γ ∈ [1, R]}.

Rs[1, R] = #Ls(Z; [1, R]) � êîëè÷åñòâî ðåøåòîê èç Ls(Z; [1, R]).

Çäåñü è äàëåå #Q � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Q.

Ïóñòü MΦ(Γ) � ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ Φ-ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ. Äëÿ ëþáîãî R > 1

îïðåäåëèì

EΦ[1, R] =
1

Rs[1, R]

∑
Γ∈Ls(Z;[1,R])

#MΦ(Γ)

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ Φ-ìèíèìóìîâ ðåøåòîê èç Ls(Z; [1, R]).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé àñèìï-

òîòè÷åñêîé ôîðìóëû:

EΦ[1, R] = CΦ · lnr−1R+OΦ(ln
r−2R), (0.1)

ãäå CΦ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò Φ, ôîðìóëà äëÿ êî-

òîðîé áóäåò ïðèâåäåíà â ïîñëåäíåì ðàçäåëå (ñì. ñëåäñòâèå 5.2).

Ðàíåå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (0.1) áûëà äîêàçàíà â ñëó÷àÿõ r = 2, t1 = s− 1, t2 = 1

(ñì. [9, 10]) è r = s (ñì. [11, 12]).

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ðàçäåëå 1 ìû äîêàæåì îöåíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ

max
Γ∈Ls(Z;[1,R])

#MΦ(Γ) ≪
Φ

lnr−1R ïðè R > 1. (0.2)

Ïðè r = s íåðàâåíñòâî (0.2) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì [6]. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (0.1)

max
Γ∈Ls(Z;[1,R])

#MΦ(Γ) ≫
Φ

lnr−1R ïðè R > 1,
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òî åñòü îöåíêà (0.2) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû,

çàâèñÿùåé îò Φ).

Â ðàçäåëå 2 ìû âûâåäåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ

ìàòðèö, êîòîðûå ëåæàò â ìíîæåñòâå ñïåöèàëüíîãî âèäà è èìåþò îïðåäåëèòåëü èç çàäàííîãî

îòðåçêà.

Â ðàçäåëàõ 3, 4, 5 ìû ïîñòðîèì è èññëåäóåì ñïåöèàëüíóþ ïðîöåäóðó äîïîëíåíèÿ ëî-

êàëüíîãî ìèíèìóìà äî áàçèñà ðåøåòêè. Â ðåçóëüòàòå, âû÷èñëåíèå ñóììû∑
Γ∈Ls(Z;[1,R])

#MΦ(Γ)

áóäåò ñâåäåíî ê íàõîæäåíèþ êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö M (áàçèñíûõ ìàòðèöû)

òàêèõ, ÷òî M ∈ ΩΦ, |detM | ∈ [1, R], ãäå ΩΦ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

êîëè÷åñòâà òàêèõ ìàòðèö ïðèìåíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.

Îáîçíà÷åíèÿ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

mes � ìåðà Ëåáåãà;

R+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;

ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà;

|x| =

(
s∑

i=1

|xi|2
)1/2

; |x|∞ = max
1≤i≤s

|xi|;

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi ïðè x, y ∈ Rn;

Ms(Q) � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà s× s ñ ýëåìåíòàìè èç ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà Q;

GLs(R) � ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö èç Ms(R).

Ïóñòü aij , a
(j)
i ∈ R, i, j = 1, s � íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Òîãäà ïîëàãàåì

((aij)) =


a11 . . . a1s
...

...

as1 . . . ass

 , ((a
(j)
i )) =


a
(1)
1 . . . a

(s)
1

...
...

a
(1)
s . . . a

(s)
s

 .

Åñëè X ∈ Ms(R), k ∈ Il, l ∈ {1, . . . , r}, òî

Tk(X) = max

{
max
1≤j≤s

|xkj |,max
i∈Il

|xik|
}
.

Çàïèñü

f(x) = O(g(x)) (ëèáî f(x) ≪ g(x)) ïðè x ∈ X
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îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, òàêàÿ ÷òî |f(x)| ≤ C · g(x) ïðè
âñåõ x ∈ X. Åñëè C çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, òî ïèøåì f(x) = O(g(x)) (ëèáî f(x) ≪

θ
g(x)).

Çàïèñü f ≍ g îçíà÷àåò ÷òî f ≪ g ≪ f .

Ïîâåðõíîñòü S ⊂ Rs íàçûâàåì êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç ôèêñè-

ðîâàííîãî ÷èñëà ïîâåðõíîñòåé êëàññà C1.

1. Îöåíêà êîëè÷åñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îöåíêó (0.2).

Òàê êàê ôóíêöèè ϕl íåïðåðûâíûå, ëó÷åâûå è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûå, òî ñóùåñòâó-

åò ïîñòîÿííàÿ κ ≥ 1 òàêàÿ, ÷òî

κ−1|x| ≤ ϕl(x) ≤ κ|x|, (1.1)

|ϕl(x)− ϕl(y)| ≤ κ|x− y| (1.2)

ïðè âñåõ x, y ∈ Rtl , l ∈ {1, . . . , r}. Èç (1.2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

ϕl(x− y) ≤ ϕl(x) + κ · |y|. (1.3)

Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ϕ = ϕl, n = tl äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ {1, . . . , r};

á) α è ε � òàêèå ïîñòîÿííûå, ÷òî

0 < ε <
(
2κ4
)−1

, 0 < α <
√

1− 2ε+ κ−4 − 1; (1.4)

â) K � êîíóñ èç Rn (ò.å. λx ∈ K ïðè λ ∈ R+, x ∈ K), ïðè÷åì

(x, y) ≥ (1− ε) · |x| · |y| ïðè âñåõ x, y ∈ K. (1.5)

Òîãäà

i) åñëè x, y ∈ K \ {0}, |x| ≤ |y|, òî ϕ(x− y) < ϕ(y);

ii) åñëè x, y ∈ K\{0}, ïðè÷åì (1+α)−1·|x| ≤ |y| ≤ (1+α)·|x|, òî ϕ(x−y) < min{ϕ(x), ϕ(y)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′, y′ ∈ K, |x′| = |y′| = 1. Òîãäà ñîãëàñíî (1.5)

|x′ − y′| ≤
√
2ε. (1.6)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå i). Èñïîëüçóÿ (1.3), ïîëó÷àåì

ϕ(x− y) = ϕ

((
x− y · |x|

|y|

)
+ y

(
|x|
|y|

− 1

))
≤
(
1− |x|

|y|

)
· ϕ(y) + κ ·

∣∣∣∣x− y · |x|
|y|

∣∣∣∣ . (1.7)
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Ïðèìåíÿÿ (1.1), (1.6), ïðèõîäèì ê îöåíêå∣∣∣∣x− y · |x|
|y|

∣∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣ ≤ |x| ·
√
2ε ≤ κ ·

√
2ε · |x|

|y|
· ϕ(y),

ïîäñòàâëÿÿ êîòîðóþ â (1.7), çàêëþ÷àåì

ϕ(x− y) ≤ ϕ(y) ·
(
1− |x|

|y|
·
(
1− κ2 ·

√
2ε
))

< ϕ(y),

òàê êàê 1 > κ2 ·
√
2ε. Óòâåðæäåíèå i) äîêàçàíî.

Äîêàæåì ii). Ïóñòü, íàïðèìåð, |x| ≤ |y|. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.1) è (1.5),

ïîëó÷àåì

ϕ(x− y) ≤ κ · |x− y| ≤ κ ·
(
|x|2 + |y|2 − 2 · (1− ε) · |x| · |y|

)1/2 ≤
≤ κ · |x| ·

(
1 + (1 + α)2 − 2(1− ε)

)1/2
= κ · |x| ·

(
α2 + 2α+ 2ε)

)1/2
.

Òàê êàê

|x| ≤ κ · ϕ(x), |x| ≤ |y| ≤ κ · ϕ(y), κ2 · (α2 + 2α+ 2ε)1/2 < 1,

òî ϕ(x− y) < min{ϕ(x), ϕ(y)}. Óòâåðæäåíèå ii) äîêàçàíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.1. Óñëîâèå (1.5) îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y íå áîëüøå,

÷åì arccos(1− ε). Ïîýòîìó, äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1), ïðîñòðàíñòâî Rn ìîæíî ðàçáèòü íà ôèê-

ñèðîâàííîå (çàâèñÿùåå òîëüêî îò n è ε) ÷èñëî ÷àñòåé K, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì â) ëåììû 1.1.

Ïóñòü

ql(x) =

∑
i∈Il

x2i

1/2

ïðè x ∈ Rs, l ∈ {1, . . . , r};

⌈x⌉ = min{n ∈ Z : n ≥ x} ïðè x ∈ R.

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ P = (P1, . . . , Pr−1) è p = (p1, . . . , pr−1) ∈ Rr−1
+ ñ Pi > pi îïðåäåëèì

MΦ(Γ;P,p) = {γ ∈ MΦ(Γ) : pl ≤ ql(γ) < Pl, l = 1, r − 1}.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) K = K1 × . . . × Kr, ãäå Kl � êîíóñ èç Rtl (l = 1, r), è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ ε < (2κ4)−1 òàêàÿ, ÷òî

(x, y) ≥ (1− ε) · |x| · |y| ïðè x, y ∈ Kl, l = 1, r;

á) Γ ∈ Ls(R), P,p ∈ Rr−1
+ è Pl > pl > 0, l = 1, r − 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî α, óäîâëåòâîðÿþùåãî (1.4), ñïðàâåäëèâà îöåíêà

#(K ∩MΦ(Γ;P,p)) ≤
r−1∏
l=1

⌈
log1+α(Pl/pl)

⌉
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé ìèíèìóì γ ∈ K ∩MΦ(Γ;P,p). Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð

(k1, . . . , kr−1) ∈ Nr−1 òàêîé, ÷òî

pl(1 + α)kl−1 ≤ ql(γ) < pl · (1 + α)kl , l = 1, r − 1, (1.8)

1 ≤ kl ≤
⌈
log1+α(Pl/pl)

⌉
.

Äîêàæåì, ÷òî åùå îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî (1.8) è ïðèíàäëå-

æàùåãî K, íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéäåòñÿ η ∈ K ∩MΦ(Γ) òàêîé, ÷òî

pl(1 + α)kl−1 ≤ ql(η) < pl · (1 + α)kl , l = 1, r − 1.

Ïóñòü, íàïðèìåð, qr(η) ≥ qr(γ). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1.1 i),

ϕr(η − γ) < ϕr(η).

Êðîìå òîãî, (1 + α)−1 · ql(η) ≤ ql(γ) ≤ (1 + α) · ql(η), l = 1, r − 1. Ïîýòîìó ïî ëåììå 1.1 ii)

ϕl(η − γ) < min{ϕl(η), ϕl(γ)}, l = 1, r − 1.

Çíà÷èò, óçåë (η − γ) ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ η ∈ MΦ(Γ).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà γ ∈ K, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî (1.8), ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå (k1, . . . , kr−1). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷å-

ñòâî âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ k îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
∏r−1

l=1

⌈
log1+α(Pl/pl)

⌉
. Ëåììà äîêà-

çàíà.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü P,p ∈ Rr−1
+ , ïðè÷åì Pl > pl > 0, l = 1, r − 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé

ðåøåòêè Γ ∈ Ls(R) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

#MΦ(Γ;P,p) ≪
Φ

r−1∏
l=1

⌈log2(Pl/pl)⌉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1.1 ïðîñòðàíñòâî Rs ìîæíî ðàçáèòü íà ôèê-

ñèðîâàííîå (çàâèñÿùåå òîëüêî îò I è κ) ÷èñëî ìíîæåñòâ K, êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ à) ëåììû 1.2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2 äëÿ îöåíêè êîëè÷åñòâà ìèíèìóìîâ,

ïîïàäàþùèõ â êàæäóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü γ ∈ MΦ(Γ), ïðè÷åì ql(γ) ̸= 0, l = 1, r. Òîãäà, ñîãëàñíî (1.1) è îïðåäåëåíèþ

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ìíîæåñòâî

U(γ) =
{
x ∈ Rs : ql(x) < κ−2 · ql(γ), l = 1, r

}
íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ óçëîâ ðåøåòêè Γ. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì

òåëå, mesU(γ) ≤ 2s · det Γ. Òàê êàê

mesU(γ) =

r∏
l=1

(
κ−2 · ql(γ)

)tl · ωl = κ−2s ·
r∏

l=1

ωl · (ql(γ))tl ,
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ãäå ωl � îáúåì øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â Rtl , òî

r∏
l=1

ωl · (ql(γ))tl ≤ 2s · κ2s · det Γ. (1.9)

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü Γ ∈ Ls(Z;N). Òîãäà #MΦ(Γ) ≪
Φ

lnr−1N + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî MΦ(Γ) íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè:

M′
Φ(Γ) = {γ ∈ MΦ(Γ) : ql(γ) ̸= 0, l = 1, r},

M′′
Φ(Γ) = MΦ(Γ) \M′

Φ(Γ).

Ñîãëàñíî (1.9) äëÿ âñåõ γ ∈ M′(Γ) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ql(γ) ≪
Φ

N , l = 1, r. Ïîýòîìó,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.1, â êîòîðîé Pl = OΦ(N), pl = 1, l = 1, r − 1, ïîëó÷àåì

#M′
Φ(Γ) ≪

Φ
lnr−1N. (1.10)

Îñòàëîñü îöåíèòü #M′′
Φ(Γ). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ðàññìàòðèâàåì ìèíèìóìû γ, êîòîðûå

äëÿ íåêîòîðîãî k < r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

ql(γ) ̸= 0, l = 1, k; qi(γ) = 0, i = k + 1, r (1.11)

Óçåë γ′ = (γ1, . . . , γsk) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì (Φ1, . . . ,Φk)-ìèíèìóìîì ðåøåòêè

Γ′ = {(x1, . . . , xsk) : (x1, . . . , xsk , 0, . . . , 0) ∈ Γ}.

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (1.10), êîëè÷åñòâî ìèíèìóìîâ γ ∈ MΦ(Γ), óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.11), íå

áîëüøå, ÷åì OΦ(ln
k−1N ′ + 1), ãäå N ′ = det Γ′. ×èñëî N ′ äåëèò N . Ýòî âûòåêàåò èç êëàñ-

ñè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèè ó öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè áàçèñà òðåóãîëüíîãî âèäà

(ñì., íàïðèìåð, [13, ãëàâà I, ñëåäñòâèå 2]). Çíà÷èò, N ′ ≤ N ,

#M′′
Φ(Γ) ≪

Φ
lnr−2N. (1.12)

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

2. Êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö â çàäàííîé îáëàñòè

Íàïîìíèì, ÷òî DI(R+) ñîñòîèò èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöX ∈ GLs(R) ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: åñëè i, j ïðèíàäëåæàò

îäíîìó è òîìó æå íàáîðó Il, òî xii = xjj .

Ïóñòü Ω � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî èç GLs(R), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

À) Ω èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû DI(R+);

Á) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(Ω) òàêàÿ, ÷òî

s∏
i=1

Ti(X) ≤ C · | detX| äëÿ âñåõ X ∈ Ω;
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Â) ãðàíèöà Ω ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ êîëè÷å-

ñòâà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö M ∈ Ω ñ |detM | ∈ [1, R]).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü P,C1 ∈ [1;+∞). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî VP , ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö

X = ((xij)) ∈ GLs(R) òàêèõ, ÷òî
s∏

i=1

Ti(X) ≤ P ; (2.1)

1 ≤ T (l)(X) = max
i∈Il

Ti(X), l = 1, r; (2.2)

Ti(X) ≤ C1|xii|, i = 1, s. (2.3)

Òîãäà mesVP = OI,C1(P
s lnr−1 P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòðèöû X ∈ VP óäîâëåòâîðÿþò ñëå-

äóþùåìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ:

max
i∈Il

|xii| = |xslsl |, l = 1, r. (2.4)

Âîçüìåì ëþáóþ X ∈ VP . Òîãäà äëÿ âñåõ l ∈ {1, . . . , r}, i ∈ Il \ {sl}

|xij | ≤ C1 · yi, j ∈ {1, . . . , s} \ {i};

|xsli| ≤ C1 · yi;

|xslj | ≤ C1 · ysl , j ∈ {1, . . . , s} \ Il,

ãäå yi = |xii|, i = 1, s. Èíòåãðèðóÿ ïî xij ñ i ̸= j, ïîëó÷àåì

mesVP =

∫
VP

dX ≤ (2C1)
s(s−1)

∫
Y
f(y) dy,

f(y) =

r∏
l=1

ys−tl
sl

·
∏

i∈Il\{sl}

ysi

 ,

Y =

{
y ∈ Rs

+ : C−1
1 ≤ ysl = max

i∈Il
yi, l = 1, r;

s∏
i=1

yi ≤ P

}
.

Íàïîìíèì, ÷òî tl = sl − sl−1. Ñäåëàåì çàìåíó:

yi = zi · zsl ïðè i ∈ Il \ {sl}, ysl = zsl , l = 1, r.

Òîãäà

dy =

(
r∏

l=1

ztl−1
sl

)
dz, f(y) =

r∏
l=1

zstl−tl
sl

·
∏

i∈Il\{sl}

zsi

 ,

f(y) dy = g(z) dz, g(z) =

r∏
l=1

zstl−1
sl

·
∏

i∈Il\{sl}

zsi

 ,

∫
Y
f(y) dy =

∫
Z
g(z) dz,
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ãäå Z ñîñòîèò èç òî÷åê z ∈ Rs
+ òàêèõ, ÷òî

zi ≤ 1 ïðè i ∈ {1, . . . , s} \ {s1, . . . , sr},

C−1
1 ≤ zsl , l = 1, r,(
r∏

l=1

ztlsl

)
·

∏
1≤i≤s,

i ̸∈{s1,...,sr}

zi ≤ P.

Èíòåãðèðóÿ ïî zsr , ïîëó÷àåì∫
Z
g(z) dz ≪

I,C1

P s

∫
Z′

dz1 . . . dzsl−1

zs1 · . . . · zsr−1

,

ãäå Z ′ ñîñòîèò èç z ∈ Rs−1
+ òàêèõ, ÷òî

zi ≤ 1 ïðè i ∈ {1, . . . , s− 1} \ {s1, . . . , sr−1},

C−1
1 ≤ zsl , l = 1, r − 1,

s−1∏
i=1

zi ≤ P.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî∫
Z′

dz1 . . . dzsl−1

zs1 · . . . · zsl−1

≪
s,r,C1

r−1∏
l=1

(
lnP +

∫ 1

0
| ln τ | dτ

)
≪
r
lnr−1 P.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü P,C1 ∈ [1,+∞), ε ∈ R+. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî VP,ε, ñîñòîÿùåå

èç ìàòðèö X ∈ Ms(R) òàêèõ, ÷òî∏
i∈J

Ti(X) ≤ P ïðè âñåõ J ⊂ {1, . . . , s}, (2.5)

Ti(X) ≤ C1|xii|, i = 1, s, (2.6)

∃(i, j) : |xij | ≤ ε. (2.7)

Òîãäà mesVP,ε ≪
C1,I

ε · P s · lnr−2 P .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè îáîñíîâà-

íèè ëåììû 2.1.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå PGLI(R) = DI(R+)\GLs(R), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçà-

öèåé GLs(R) îòíîñèòåëüíî ëåâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû DI(R+). ×åðåç PI(Ω) îáîçíà÷àåì îáðàç

Ω ⊂ GLs(R) ïðè ïðîåêòèâèçàöèè GLs(R) → PGLI(R).
Ïóñòü k = ((k′1, k

′′
1), . . . , (k

′
r, k

′′
r )) � íàáîð ïàð íîìåðîâ òàêèõ, ÷òî

k′i ∈ Il ïðè i ∈ Il; k′′i ∈ {1, . . . , s}, k′′i ̸= k′′j ïðè i ̸= j.

Ïóñòü θ = (θ1, . . . , θr), θi = ±1. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

GLI(R; k; θ) = {X ∈ GLs(R) : xk′ik′′i = θi, i = 1, r}, PGLI(R; k; θ) = PI(GLI(R; k; θ)).
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Ìíîæåñòâî PGLI(R) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè âñåõ PGLI(R, k, θ). Êðîìå òîãî, êàæäûé

ýëåìåíò èç PGLs(R, k, θ) èìååò åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç ïðè ïðîåêòèðîâàíèè

GLI(R, k, θ) → PGLI(R, k, θ). (2.8)

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî âñåõ PGLI(R, k, θ) îáðàçóåò àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ PGLI(R), à ìàòðèöû èç

GLI(R, k, θ) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ PGLI(R, k, θ).
Îïðåäåëèì ìåðó µI íà (ôèêñèðîâàííîé) êàðòå PGLI(R; k; θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µI(w) =

∫
W

dL(X)

|detX|s
ïðè w ⊂ PGLI(R; k; θ),

ãäå W � ïðîîáðàç w ïðè ïðîåêòèðîâàíèè (2.8), dL(X) � äèôôåðåíöèàë (s2 − r)-ìåðíîé

ìåðû Ëåáåãà ïëîñêîñòè L = GLI(R; k; θ) â òî÷êå X. Ìåðà µI íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû è

ïîýòîìó îïðåäåëåíà íà âñåì ìíîãîîáðàçèè PGLI(R). Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå µI -èçìåðèìîñòè

ìíîæåñòâà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü W � îãðàíè÷åííîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî, ëåæàùåå íà

ïîâåðõíîñòè L = {X ∈ GLs(R) : xslsl = 1, l = 1, r}, ïðè÷åì

Ti(X) ≪
W

xii, i = 1, s;

s∏
i=1

xii ≪
W

|detX|.

Òîãäà èíòåãðàë Ëåáåãà

ν(W ) =

∫
W

| ln |detX||
|detX|

dL(X)

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé X ∈ W

Tsl(X) ≍ 1, l = 1, r; |detX| ≍
∏

i∈Υ(I)

xii,

ãäåΥ(I) = {1, . . . , s}\{s1, . . . , sr}. Çäåñü è äàëåå â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ

O(. . .) è ≪ çàâèñÿò òîëüêî îò W . Çíà÷èò,

ν(W ) ≪
∫
W

∑
i∈Υ(I) lnxii∏
i∈Υ(I) x

s
ii

dL(X).

Èíòåãðèðóÿ ïî âñåì xij ñ i ̸= j, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì l ∈ {1, . . . , r}

max

{
|xsli|,max

j ̸=i
|xij |

}
≪ xii, i ∈ Il \ {sl};

max
j ̸=sl

|xslj | ≪ 1,

ïîëó÷àåì

ν(W ) ≪
∫ 1

0
| ln t| dt = 1.
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Ïóñòü

ΩR =

{
X ∈ Ω : |detX| ∈ [1, R], T (l)(X) = max

i∈Il
Ti(X) ≥ 1, l = 1, r

}
. (2.9)

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω ⊂ GLs(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì À), Á), Â) è (2.3).

Òîãäà ìíîæåñòâî PI(Ω) ÿâëÿåòñÿ µI-èçìåðèìûì è äëÿ ëþáîãî R ≥ 2 ñïðàâåäëèâà àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

mesΩR =
1

s · t1 · . . . · tr
· Rs

(r − 1)!
· lnr−1R ·

(
µI(PI(Ω)) +OΩ,I

(
ln−1R

)
.
)
. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2 ìíîæåñòâî PI(Ω) ÿâëÿåòñÿ µI -èçìåðèìûì . Íå óìà-

ëÿÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

max
i∈Il

|xii| = xslsl , l = 1, r. (2.11)

Ñäåëàåì â èíòåãðàëå mesΩR =
∫
ΩR

dX çàìåíó

xslsl = yl, xij = yij · yl, j = 1, s, j ̸= sl, i ∈ Il, l = 1, r. (2.12)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ (2.12) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

X = S · Y,

ãäå S � ìàòðèöà èç DI(R) ñ sii = yl ïðè i ∈ Il, à Y � ìàòðèöà èç L, ãäå L � ïîâåðõíîñòü èç

ëåììû 2.2. Òîãäà

dX =
(
yt1s−1
1 · . . . · ytrr−1

r

)
dy1 · . . . · dyr

∏
1≤i,j≤s,

(i,j) ̸=(sl,sl)

dyij , (2.13)

ïðè÷åì

1 ≤ |detX| ≤ R ⇐⇒ 1

|detY |
≤ yt11 · . . . · ytrr ≤ R

|detY |
. (2.14)

Ñîãëàñíî (2.3), (2.11) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî W ⊂ L òàêîå, ÷òî PI(Ω) =

PI(W ). Ïóñòü

H(R, Y ) =

{
y ∈ Rr :

1

|detY |
≤ yt11 · . . . · ytrr ≤ R

|detY |
,

1

C1
≤ yl, l = 1, r

}
.

Èñïîëüçóÿ (2.13), (2.14), ïîëó÷àåì∫
ΩR

dX =

∫
W

(∫
H(R,Y )

yt1s−1
1 · . . . · ytrs−1

r dy

)
dL(Y ). (2.15)

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó: zl = ytlsl , l = 1, r. Òîãäà∫
H(R,Y )

yt1s−1
1 · . . . · ytrs−1

r dy =

(
sr ·

r∏
l=1

tl

)−1 ∫
H′(R,Y )

dz, (2.16)

H ′(R, Y ) =

{
z ∈ Rr :

1

|detY |s
≤ z1 · . . . · zr ≤

Rs

|detY |s
, C−tls

1 ≤ zl, l = 1, r

}
.

212



Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî∫
H′(R,Y )

dz =
Rs

|detY |s
· ln

r−1Rs

(r − 1)!
+Or,C,C1

(
Rs lnr−2R+ | ln |detY ||

|detY |s

)
.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû, à òàêæå (2.15), (2.16) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

mesΩR =
1

s · t1 · . . . · tr
· Rs

(r − 1)!
· lnr−1R ·

(∫
W

dL(Y )

|detY |s
+

+Or,C,C1

(
ln−1R ·

∫
W

1 + | ln |detY ||
|detY |s

dL(Y )

))
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî∫
W

dL(Y )

|detY |s
= µI(PI(Ω)),

∫
W

1 + | ln |detY ||
|detY |s

dL(Y ) < ∞.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè S � ïîâåðõíîñòü â Rn, òî

Uε(S) = {x ∈ Rn : ρ∞(S, x) < ε}, ρ∞(S, x) = inf
y∈S

max
1≤i≤n

|xi − yi|.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê èç ΩR ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü G � ñâÿçíîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî èç Rn. Òîãäà

#(G ∩ Rn) = mesG+O(mesU1(∂G)).

Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [11, ëåììà 14].

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïóñòü S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rn, R ∈ Rs
+, ε ∈ R+,

Sε(R) = Uε(S) ∩
{
x ∈ Rs : |xi| ≤ Ri, i = 1, n

}
.

Òîãäà mesSε(R) ≪
S

ε ·
n∑

j=1

∏
i̸=j

Ri.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïóñòü L ∈ N, m0 ∈ Z+. Ïóñòü

S(L,m0) =
∑(

1

2m1

r∏
l=1

2mltls

)

� ñóììà ïî âñåì (m1, . . . ,mr) ∈ Zr
+ òàêèì, ÷òî m1t1 + . . . + mrtr ≤ L, m1 ≥ m0. Òîãäà,

ñóììèðóÿ ñíà÷àëà ïî tr, à ïîòîì ïî îñòàâøèìñÿ ti, ïîëó÷àåì

mesSε(R) ≪
S

2Ls
∑

m1≥m0
mi≤L

1

2m1
≪ 2Ls

2m0
· Lr−2.

Ïóñòü P, p ∈ R+, P > p. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G(P, p), ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö X ∈ Ms(R),
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.1) è p ≤ Ti(X), i = 1, s.
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Ëåììà 2.5. Ïóñòü S � êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü èç Ms(R). Ïóñòü P, p ∈
R+, P > ps; ε ∈ R+. Òîãäà

mes (Uε(S) ∩G(P, p)) ≪
S,I

ε · P
s

p
· lnr−2(P/ps).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

Tsl(X) = max
i∈Il

Ti(X), l = 1, r, X ∈ G(P, p).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî K, ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ k = (k1, . . . , ks) ∈ Zs
+ òàêèõ, ÷òî

max
i∈Il

ki = ksl , l = 1, r;

k1 + . . .+ ks ≤ s+ log2 (P/p
s) .

Äëÿ êàæäîãî k ∈ K ïîëîæèì

Gk =
{
X ∈ Ms(R) : Ti(X) ≤ p · 2ki , i = 1, s

}
.

Òîãäà G(P, p) ⊂
∪

k∈K Gk è ïîýòîìó

mes (Uε(S) ∩G(P, p)) ≤
∑
k∈K

mes (Uε(S) ∩Gk) .

Êàæäîå Gk ñîäåðæèòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå Πk, ñîñòîÿùåì èç X ∈ Ms(R) òàêèõ, ÷òî

max

{
max
1≤j≤s

|xij |, |xsli|
}

≤ p · 2kj ïðè i ∈ Il \ {sl},

|xslj | ≤ p · 2ksl ïðè j ∈ {1, . . . , s} \ (Il \ {sl}), l ∈ {1, . . . , r}.

Î÷åâèäíî, ÷òî

mesΠk =
I
(2p)s

2 ·
r∏

l=1

(2ksl)s−tl+1
·
∏

i∈Il\{sl}

(
2ki
)s+1

 .

Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 2.1, ïîëó÷àåì

mes (Uε(S) ∩Gk) ≪
S

mes (Uε(S) ∩Πk) ≤ ε ·mesΠk ·
s∑

j=1

1

p · 2kj
.

mes (Uε(S) ∩G(P, p)) ≪
S

ε · ps2−1 ·
s∑

j=1

θj ,

θj =
∑
k∈K

1

2kj
·

r∏
l=1

(2ksl)s−tl+1
·
∏

i∈Il\{sl}

(
2ki
)s+1

 .

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

θj ≪
I

P s

ps2
· lnr−2(P/ps). (2.17)
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Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé j = 1. Ïîëîæèì

ni = ksl − ki, i ∈ Il \ {sl},

nsl = ksl ,

Υ(I) = {1, . . . , s} \ {s1, . . . , sr}.

Òîãäà

θ1 =
∑
n∈K′

 2n1

2ns1

r∏
l=1

2nsl
tls ·

∏
i∈Υ(I)

1

2ni(s+1)

 ,

K ′ =

n ∈ Zs
+ :

nsl ≥ ni ïðè i ∈ Il, l ∈ {1, . . . , r},
r∑

l=1

tslnsl ≤ log2(P/p
s) + s+

∑
i∈Υ(I)

ni.


Ñóììèðóÿ ïî ns1 , . . . , nsr , èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 2.2, â êîòîðîì

mi = nsi , i = 1, s; m0 = n1; L = log2(P/p
s) + s+

∑
i∈Υ(I)

ni,

ïîëó÷àåì

θ1 ≪
I

(
P

ps

)s

·
∑

ni∈Z+,

i∈Υ(I)

log2(P/p
s) + s+

∑
i∈Υ(I)

ni

r−2

·
∏

i∈Υ(I)

1

2ni
≪
I

P s

ps2
· logr−2

2 (P/ps).

Íåðàâåíñòâî (2.17) äîêàçàíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω ⊂ GLs(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì À), Á), Â) è (2.3).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî R ≥ 2 êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö M ∈ Ω ñ |detM | ∈ [1, R] ðàâíî

1

s · t1 · . . . · tr
· Rs

(r − 1)!
· lnr−1R ·

(
µI(PI(Ω)) +OΩ(ln

−1R)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììàì 2.3, 2.4 èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî

1

s · t1 · . . . · tr
· Rs

(r − 1)!
· µI(PI(Ω)) · lnr−1R+O(Rs · lnr−2R+ ξ),

ãäå ξ = mesU1(∂ΩR). Çäåñü è äàëåå â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ ≪ è O(. . .)

çàâèñÿò òîëüêî îò Ω è I. Îñòàëîñü îöåíèòü ξ.

Ëþáàÿ ìàòðèöà X ∈ U1(∂ΩR) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∏
i∈J

Ti(X) ≪ R ïðè âñåõ J ⊂ {1, . . . , s}. (2.18)

Î÷åâèäíî, ÷òî U1(∂ΩR) ⊂ U (1) ∪ U (2) ∪ U (3), ãäå

U (1) ñîñòîèò èç ìàòðèö X ∈ Ms(R), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ (2.3), (2.18) è ñóùåñòâóåò

íîìåð l ∈ {1, . . . , r} òàêîé, ÷òî T (l)(X) ≤ 1;
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U (2) ñîñòîèò èç ìàòðèö X ∈ U1(S), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ (2.3), (2.18) è Ti(X) ≥ 1,

i = 1, s;

U (3) ñîñòîèò èç ìàòðèö X ∈ U1(SR), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ (2.3), (2.18) è Ti(X) ≥ 1,

i = 1, s.

Çäåñü SR = {X ∈ Ms(R) : |detX| = R}, à S � ãðàíèöà ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ìàòðèö

X ∈ Ω òàêèõ, ÷òî |detX| ≥ 1, Ti(X) ≥ 1, i = 1, s}.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1

mesU (1) ≪ Rs · lnr−2R.

Äëÿ îöåíêè mesU (2) èñïîëüçóåì ëåììó 2.5, â êîòîðîé P = O(R), p = 1, ε = 1. Ïîëó÷àåì

mesU (2) ≪ Rs · lnr−2R.

Îöåíèì mesU (3). Ìíîæåñòâî U ′ = R−1/s · U (3) ñîñòîèò èç ìàòðèö X ∈ Uε(S1) (ε = R−1/s) ñ

R−1/s ≤ Ti(X), i = 1, s;
s∏

i=1

Ti(X) ≪ 1.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.5, â êîòîðîé P = O(1), p = ε = R−1/s, ïîëó÷àåì

mesU ′ ≪ lnr−2R =⇒ mesU (3) = Rs ·mesU ′ ≪ Rs · lnr−2R.

Òàêèì îáðàçîì, ξ ≪ Rs · lnr−2R.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü X ∈ GLs(R), ïðè÷åì
s∏

i=1

Ti(X) ≤ C · |detX|.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (n1, . . . , ns) èç {1, . . . , s} òàêàÿ, ÷òî

Ti(X) ≤ (C · s!) · |xini |, i = 1, s.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç [12, lemma 13].

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî èç GLs(R), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì À), Á),

Â) ((2.3) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî R ≥ 2 êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ

ìàòðèö M ∈ Ω ñ |detM | ∈ [1, R] ðàâíî

1

s · t1 · . . . · tr
· Rs

(r − 1)!
· lnr−1R ·

(
µI(PI(Ω)) +OΩ,I(ln

−1R)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.7 ìíîæåñòâî Ω ìîæíî ðàçáèòü íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé òàê, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòü ïîñëå äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ìåíÿþùåãî íóìåðàöèþ ñòîëáöîâ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì À), Á), Â), (2.3) c C1 = C ·s!.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.6 äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê â êàæäîé ÷àñòè, ïîëó-

÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó.
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3. Äîïîëíåíèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé

ñèñòåìû: ÷àñòíûå ñëó÷àè

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü Γ ∈ Ls(R) è b(1), . . . , b(s) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå óçëû Γ. Òîãäà

ñóùåñòâóåò áàçèñ a(1), . . . , a(s) ðåøåòêè Γ òàêîé, ÷òî [13, ãëàâà 1, ñëåäñòâèå 2]

b(j) =

j∑
i=1

vjia
(i), (3.1)

0 < vji ≤ vjj , i = 1, j − 1, j = 1, s. (3.2)

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî b(1) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì óçëîì Γ. Òîãäà v11 = 1, a(1) = b(1). Èç

(3.1), (3.2) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ∈ {2, . . . , s}, i ∈ {1, . . . , s}∣∣∣a(k)i

∣∣∣ ≤ ∣∣∣b(k)i

∣∣∣+ k−1∑
j=1

∣∣∣a(j)i

∣∣∣ .
Ïîýòîìó ∣∣∣a(k)i

∣∣∣ ≤ ∣∣∣b(k)i

∣∣∣+ 2k−2 ·
k−1∑
j=1

1

2j
·
∣∣∣b(j)i

∣∣∣ . (3.3)

Êîíåö çàìå÷àíèÿ.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ïðîöåäóðó ¾ïî÷òè âñåãäà¿ åäèíñòâåííîãî äîïîëíå-

íèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äî íåêîòîðîãî áàçèñà, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåêîòîðîìó àíàëîãó

íåðàâåíñòâà (1.9). Îíà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:

1) äîïîëíÿåì ëîêàëüíûé ìèíèìóì a ¾ïî÷òè âñåãäà¿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî ëèíåéíî

íåçàâèñèìîé ñèñòåìû óçëîâ b(1) = a, b(2), . . . , b(s), óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðîìó àíà-

ëîãó íåðàâåíñòâà (1.9);

2) èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3.1, ïîëó÷àåì áàçèñ a(1) = a, a(2), . . . , a(s); âûïîëíåíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò èç (3.3).

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîäõîäÿùåé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû.

Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåìàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêîé. Ïîýòîìó, äëÿ íàãëÿäíîñòè

èçëîæåíèÿ, â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:

r = s, Φi(x) = xi, i = 1, s;

r = 1, Φ1(x) = |x|∞ = max
1≤i≤s

|xi|;

r = 2, Φ1(x) = max
i∈I1

|xi|, Φ2(x) = max
i∈I2

|xi|.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ¾âûðîæäåííûì¿ (ëîêàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ ïåð-

âûì ïîñëåäîâàòåëüíûì ìèíèìóìîì ðåøåòêè Γ îòíîñèòåëüíî íîðìû | · |∞).

Äàëåå âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ñ÷èòàåì, ÷òî

ε ∈ (0, 1/s!); Γ ∈ Ls(R); a ∈ MΦ(Γ); Φl(a) ̸= 0, l = 1, r.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïóñòü Γ ∈ Ls(R), k ∈ {1, . . . , s}. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î

ëèíåéíûõ ôîðìàõ, ∀ε > 0 ∃γ ∈ Γ \ {0} : |γi| ≤ ε, i ̸= k.
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Ïðèìåð 1: r = s, Φi(x) = |xi|

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå a ∈ MΦ(Γ) îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà a′ ∈ Γ

òàêîãî, ÷òî

|a′i| ≤ |ai|, i = 1, s,

s∑
i=1

|a′i| <
s∑

i=1

|ai|.

Ïîëîæèì b(1) = a. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

H2 =
{
γ ∈ Γ \ {0} : |γ1| ≤ ε|a1|, |γi| ≤ |ai| ïðè i ≥ 3

}
.

Îíî íåïóñòî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2. Âûáåðåì óçåë b(2) ∈ H2 èç óñëîâèé

0 ≤ b
(2)
2 = min

γ∈H2

|γ2|.

Òîãäà b
(2)
2 > |a2|, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå b(2) íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü a.

Îïðåäåëèì

H3 =

γ ∈ Γ \ {0} :

|γ1| ≤ ε|a1|,
|γ2| ≤ ε|b(2)2 |,
|γi| ≤ |ai|, i ≥ 4.


è âîçüìåì â êà÷åñòâå b(3) òàêîé óçåë èç H3, ÷òî

0 ≤ b
(3)
3 = min

γ∈H3

|γ3|.

Òîãäà b
(2)
3 > |b(2)3 |, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå b(3) ∈ H2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó b(2).

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó b(1), b(2), . . . , b(s) òàêóþ, ÷òî

b(k) ∈ Hk =

{
γ ∈ Γ \ {0} :

|γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i < k,

|γi| ≤ |ai| ïðè i > k

}
,

0 ≤ b
(k)
k = min

γ∈Hk

|γk|, k = 2, s.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B = ((b
(j)
i )). Ìàêñèìàëüíûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíò êàæ-

äîé ñòðîêè ìàòðèöû íàõîäèòñÿ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî åñòü

max
1≤j≤s

|b(j)i | = b
(i)
i , i = 1, s. (3.4)

Êðîìå òîãî, ýëåìåíòû, ëåæàùèå âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ìàëû, à èìåííî

|b(j)i | ≤ ε · b(i)i ïðè j > i. (3.5)

Ïîýòîìó detB ̸= 0, ñèñòåìà
{
b(j)
}s
j=1

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Áîëåå òîãî,

s∏
i=1

b
(i)
i <

1

εs−1
· det Γ. (3.6)

Åñëè (3.6) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î ëèíåéíûõ ôîðìàõ íàéäåòñÿ óçåë

γ ∈ Γ \ {0} ñ |γi| ≤ ε|b(i)i | (i = 1, s− 1), |γs| < b
(s)
s . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó b(s).
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Èç (3.6) âûòåêàåò, ÷òî
s∏

i=1

max
1≤j≤s

|b(j)i | ≪
s
det Γ.

Ýòó îöåíêó ìû è íàçûâàåì àíàëîãîì (1.9). Áàçèñ {a(j)}sj=1 èç çàìå÷àíèÿ 3.1 òàêæå óäîâëå-

òâîðÿåò òàêîé îöåíêå â ñèëó (3.3).

Ïðèìåð 2: r = 1, Φ1(x) = |x|∞

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå a ∈ MΦ(Γ) îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà a′ ∈ Γ

òàêîãî, ÷òî |a′|∞ < |a|∞, òî åñòü a ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïîñëåäîâàòåëüíûì ìèíèìóìîì Γ. Íå

óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî |a1| = |a|∞.

Ïîëîæèì b(1) = a.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî H2 = {γ ∈ Γ \ {0} : |γ1| ≤ ε|a1|} è âûáåðåì b(2) ∈ H2 òàê, ÷òî

|b(2)|∞ = min
γ∈H2

|γ|∞.

Òàêèõ óçëîâ êàê ìèíèìóì äâà (ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè). Ïîýòîìó íàëîæèì äîïîë-

íèòåëüíîå óñëîâèå

∃q ∈ {1, . . . , s} : b(2)q = |b(2)|∞.

Îòìåòèì, ÷òî |b(2)|∞ ≥ |a|∞, ïîýòîìó q ̸= 1. Ïóñòü, íàïðèìåð, q = 2.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

H3 =

{
γ ∈ Γ \ {0} :

|γ1| ≤ ε|a1|,
|γ2| ≤ ε · |b(2)2 |

}
= {γ ∈ H2 : |γ2| ≤ ε · |b(2)2 |}

è âîçüìåì â êà÷åñòâå b(3) òàêîé óçåë èç H3, ÷òî

|b(3)|∞ = min
γ∈H3

|γ|∞; ∃q ∈ {1, . . . , s} : b(3)q = |b(3)|∞.

Òàê êàê H3 ⊂ H2, òî |b(3)|∞ ≥ |b(2)|, è çíà÷èò, q ̸= 1, 2. Ïóñòü, íàïðèìåð, q = 3.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó b(1) = a, b(2), . . . , b(s), êîòîðàÿ (âîçìîæíî, ïîñëå

èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè êîîðäèíàò) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîãî k ∈ {2, . . . , s} óñëîâèÿì

b(k) ∈ Hk =
{
γ ∈ Γ \ {0} : |γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i < k

}
,

b
(k)
k = |b(k)|∞ = min

γ∈Hk

|γ|∞.

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (3.4), (3.5). Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

(3.6). Èç (3.6) è ñîîòíîøåíèé b
(k)
k = |b(k)|∞ âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

s∏
i=1

Ti(B) ≪
s
det Γ, Ti(B) = max

{
max
1≤j≤i

|b(j)i |, max
1≤j≤s

|b(i)j |
}
,

êîòîðîå ìû è ðàññìàòðèâàåì, êàê àíàëîã (1.9). Òàêàÿ æå îöåíêà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ

áàçèñà {a(j)}sj=1 èç çàìå÷àíèÿ 3.1.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëó÷åâîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Φ1 : Rs → R ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè, ìîæíî

ïîñòðîèòü òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì, åñëè âçÿòü ε < 1/(c · s!), ãäå

c =
c∗

c∗
, c∗ = min

|x|∞=1
Φ1(x), c∗ = max

|x|∞=1
Φ1(x).

Ïðèìåð 3: r = 2, Φ1(x) = max
i∈I1

|xi|, Φ2(x) = max
i∈I2

|xi|

Ïóñòü I1 = (1, . . . , s1), I2 = (s1+1, . . . , s). ×òîáû îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùåãî ðàçäåëà áûëè

áîëåå ïîíÿòíûìè, îïðåäåëèì

pl(x) = max
i∈Il

|xi|, l = 1, 2

(â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ ñëó÷àå Φl(x) = pl(x)).

Ïîëîæèì b(1) = a. Ïóñòü, íàïðèìåð, p1(a) = |a1|
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

H2 = {γ ∈ Γ \ {0} : |γ1| ≤ ε|a1|, p2(γ) ≤ p2(a)}

è âûáåðåì ê êà÷åñòâå b(2) òàêîé óçåë èç H2, ÷òî

p1(b
(2)) = min

γ∈H2

p1(γ),

ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà q ∈ I1 b
(2)
q = p1(b

(2)). Òîãäà p1(b
(2)) ≥ p1(a) è ïîýòîìó q ̸= 1.

Ïóñòü q = 2.

Îïðåäåëèì H3 =
{
γ ∈ H2 : |γ2| ≤ ε|b(2)2 |

}
è âûáåðåì òàêîé b(3) ∈ H3, ÷òî

p1(b
(3)) = min

γ∈H3

p1(γ); ∃q ∈ I1 : b(3)q = p1(b
(3)).

Òàê êàê H3 ⊂ H2, òî p1(b
(3)) ≥ p1(b

(2)), è çíà÷èò, q ̸= 1, q ̸= 2.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó b(1) = a, b(2), . . . , b(s1), êîòîðàÿ (âîçìîæíî, ïîñëå

èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè êîîðäèíàò) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîãî k ∈ {2, . . . , s1} óñëîâèÿì

b(k) ∈ Hk =

{
γ ∈ Γ \ {0} :

|γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i < k,

p2(γ) ≤ p2(a)

}
,

b
(k)
k = p1(b

(k)
k ) = min

γ∈Hk

p1(γk).

Òàê êàê Hk ⊂ Hk−1, òî

b
(k)
k ≥ b

(i)
k ïðè i < k.

Óçëû b(s1+1), . . . , b(s) âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì

Hs1+1 =
{
γ ∈ Γ \ {0} : |γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i ≤ s1

}
è âîçüìåì â êà÷åñòâå b(s1+1) òàêîé óçåë èç Hs1+1, ÷òî

p2(b
(s1+1)) = min

γ∈Hs1+1

p2(γ),
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ïðè÷åì ñóùåñòâóåò íîìåð q ∈ I2 äëÿ êîòîðîãî b
(s1+1)
q = p2(b

(s1+1)). Òàê æå, êàê è ðàíåå,

ïîëó÷àåì, ÷òî p2(b
(s1+1)) ≥ p2(b

(s1)). Ïóñòü q = s1 + 1.

Îïðåäåëèì

Hs1+2 =
{
γ ∈ Γ \ {0} : |γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i ≤ s1 + 1

}
è âûáåðåì b(s1+2) ∈ Hs1+2 òàê, ÷òî

p2(b
(s1+2)) = min

γ∈Hs1+2

p2(γ),

∃q ∈ I2 : b(s1+2)
q = p2(b

(s1+2)).

Òàê êàê Hs1+2 ⊂ Hs1+1, òî p2(b
(s1+2)) ≥ p2(b

(s1+1)), ïîýòîìó q ̸= s1 + 1. Ïóñòü q = s1 + 2.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì óçëû b(s1+1), . . . , b(s), êîòîðûå (âîçìîæíî, ïîñëå èçìåíå-

íèÿ íóìåðàöèè êîîðäèíàò) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

b(k) ∈ Hk =
{
γ ∈ Γ \ {0} : |γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i < k

}
,

b
(k)
k = p2(b

(k)) = min
γ∈Hk

p2(γ), k = s1 + 1, s.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà b(1), . . . , b(s) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (3.4), (3.5). Òàê æå, êàê

è â ïðèìåðå 1, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî {b(j)}sj=1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé è âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà (3.6). Èç (3.6) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

s∏
i=1

Ti(B) ≪
s
det Γ, Ti(B) = max

{
max
1≤j≤s

|b(j)i |,max
j∈Il

|b(i)j |
}

ïðè i ∈ Il, l = 1, 2,

êîòîðîå ìû è ðàññìàòðèâàåì êàê àíàëîã (1.9). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

è äëÿ áàçèñà {a(j)}sj=1 èç çàìå÷àíèÿ 3.1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé Φ1,Φ2 (óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ââåäåíèÿ) ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè, ìîæíî ïîñòðî-

èòü òàêèì æå îáðàçîì, åñëè âçÿòü ε < 1/(c · s!), ãäå

c =
c∗

c∗
, c∗ = min

|x|∞=1
min
l=1,2

Φl(x), c∗ = max
|x|∞=1

max
l=1,2

Φl(x),

è ìíîæåñòâà Hk ïðè k = 2, . . . , s1 îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hk =

{
γ ∈ Γ \ {0} :

|γi| ≤ ε|b(i)i | ïðè i < k,

p2(γ) ≤ c · p2(a)

}
.

4. Äîïîëíåíèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äî áàçèñà

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

pl(x) = max
i∈Il

|xi| ïðè x ∈ Rs, l ∈ {1, . . . , r},

Òàêæå, êàê è â ðàçäåëå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cΦ ≥ 1 òàêàÿ, ÷òî

c
−1/2
Φ · pl(x) ≤ Φl(x) ≤ c

1/2
Φ · pl(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rs, l ∈ {1, . . . , r}.

221



Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè pl(x) ≤ c−1
Φ · pl(y), òî Φl(x) ≤ Φl(y). Åñëè Φl(x) ≤ c−1

Φ · Φl(y), òî

pl(x) ≤ pl(y). Ïîýòîìó, åñëè a ∈ MΦ(Γ), òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà γ ∈ Γ, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì

pl(γ) ≤ c−1
Φ · pl(a), l ∈ J ; Φl(γ) ≤ Φl(a), l ̸∈ J ; J ⊂ {1, . . . , r},

õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Âîçüìåì ëþáóþ ïîñòîÿííóþ ε òàêóþ, ÷òî

0 < ε <
1

s! · cΦ
.

Ïóñòü Γ ∈ Ls(R) è a � ìèíèìóì èçM′
Φ(Γ). Íàïîìíèì, ÷òîM

′
Φ(Γ) ñîñòîèò èç a ∈ MΦ(Γ)

ñ pl(a) ̸= 0, l = 1, r.

Ïîñòðîèì íàáîð íîìåðîâ n = (n1, . . . , ns) ∈ Ns ∩ [1, s]s è óçëîâ b(1), . . . , b(s) ∈ Γ \ {0}
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ïîëàãàåì b(1) = a; n1 � ëþáîé íîìåð èç I1 äëÿ êîòîðîãî |an1 | = p1(a).

2. Ïóñòü (b
(1)
1 , . . . , b(k−1)) è (n1, . . . , nk−1) âûáðàíû. Ïóñòü l ∈ {1, . . . , r} � òàêîé íîìåð,

÷òî k ∈ Il. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Hk = Hk(Γ; b
(1), . . . , b(k−1);n1, . . . , nk−1) ïî ôîðìóëå

Hk =

{
γ ∈ Γ \ {0} :

|γni | ≤ ε · |b(i)ni |, i = 1, k − 1;

pj(γ) ≤ c−1
Φ · pj(a), j = l + 1, r.

}

Ìíîæåñòâî Hk íå ïóñòî (ñì. çàìå÷àíèå 3.2). Óçåë b(k) âûáåðåì èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

b(k) ∈ Hk, pl

(
b(k)
)
= min

γ∈Hk

pl(γ), (4.1)

∃q ∈ Il : pl(b
(k)) = b(k)q .

Ïîëîæèì nk = q.

Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó b(1), . . . , b(s) áóäåì íàçûâàòü (Φ;n)-ïîäõîäÿùåé

(äëÿ ïàðû (Γ, a)). Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîäÿùèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.

Ïóñòü k−1 è k ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå íàáîðó Il, ïðè÷åì k > 2. ÒîãäàHk ⊂ Hk−1,

è ïîýòîìó

pl

(
b(k−1)

)
≤ pl

(
b(k)
)
ïðè (k − 1), k ∈ Il; k > 2. (4.2)

Ëåììà 4.1. Ïóñòü b(1), . . . , b(s) � (Φ;n)-ïîäõîäÿùàÿ ñèñòåìà äëÿ ìèíèìóìà a. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ l ∈ {1, . . . , r}, k ∈ Il

pl(a) < cΦ · pl(b(k)), (4.3)

pl(b
(i)) ≤ pl(b

(k)), i = 2, k − 1, (4.4)(
nsl−1+1, . . . , nsl

)
� ïåðåñòàíîâêà èç Il. (4.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì (4.3), èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî k = 2, 3, . . ..

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü k = 2. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü I1 ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîãî íîìåðà, òî åñòü 2 ∈ I1, l = 1. Òîãäà pj
(
b(2)
)
≤

c−1
Φ · pj(a) ïðè j ≥ 2 è, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.1, p1

(
b(2)
)
> c−1

Φ · p1(a).
2. Ïóñòü I1 = {1}. Òîãäà l = 2, Φ1(b

(2)) < Φ1(a). Êðîìå òîãî, pj
(
b(2)
)
≤ c−1

Φ · pj(a)
(j = 3, r), è, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 4.1, ïîëó÷àåì p2(a) < cΦ · p2

(
b(2)
)
.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò (k − 1) ê k. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü k = sl−1 + 1 (ò.å. íàáîð Il íà÷èíàåòñÿ ñ íîìåðà k). Òàê êàê b(k) ∈ Hk, òî

pl−1

(
b(k)
)
< pl−1

(
b(k−1)

)
. Çíà÷èò, b(k) ̸∈ Hk−1 (èíà÷å âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì

b(k−1)), è ïîýòîìó pl
(
b(k)
)
> c−1

Φ · pl (a).
2. Ïóñòü k > sl−1 + 1. Òîãäà íóæíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç (4.2) è ïðåäïîëîæåíèÿ

èíäóêöèè. Íåðàâåíñòâà (4.3) äîêàçàíû.

Îöåíêè(4.4) âûòåêàþò èç (4.2) ïðè i ∈ Il; è èç (4.3), à òàêæå èç óñëîâèÿ pl(b
(i)) ≤ c−1

Φ ·pl(a)
ïðè i ̸∈ Il.

Äîêàæåì (4.5). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ni ̸= nk ïðè i < k, i, k ∈ Il. (4.6)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñëåäóþùåå

åñëè i = 1, òî, èñïîëüçóÿ (4.3) è óñëîâèå b(k) ∈ Hk, ïîëó÷àåì∣∣∣b(k)n1

∣∣∣ ≤ ε · |an1 | < c−1
Φ · |an1 | = c−1

Φ · p1(a) < p1

(
b(k)
)
= b(k)nk

;

åñëè i > 1, òî, ó÷èòûâàÿ (4.2) è óñëîâèå b(k) ∈ Hk, èìååì∣∣∣b(k)ni

∣∣∣ ≤ ε ·
∣∣∣b(i)ni

∣∣∣ < pl

(
b(i)
)
≤ pl

(
b(k)
)
= b(k)nk

.

Íåðàâåíñòâà (4.6) äîêàçàíû. Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè k = (1, 2, . . . , s), òî (Φ, k)-ïîäõîäÿùèå ñèñòåìû íàçûâàåì Φ-ïîäõîäÿùèìè.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ìèíèìóì a ìîæíî äîïîëíèòü äî Φ-ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû.

Ïóñòü b(1), b(2), . . . , b(s) � Φ-ïîäõîäÿùàÿ ñèñòåìà äëÿ ìèíèìóìà a. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

k ∈ Il, l ∈ {1, . . . , r} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣b(k)i

∣∣∣ ≤ ε ·
∣∣∣b(i)i

∣∣∣ , i = 1, k − 1, (4.7)

pj

(
b(k)
)
≤ c−1

Φ · pj (a) , j = l + 1, r, (4.8)

b
(k)
k = pl

(
b(k)
)
= min

γ∈Hk

pl(γ), (4.9)

Hk =

{
γ ∈ Γ \ {0} :

|γi| ≤ ε · |b(i)i |, i = 1, k − 1,

pj(γ) ≤ cΦ · pj(a), j = l + 1, r

}
.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü
(
b(1), b(2), . . . , b(s)

)
� Φ-ïîäõîäÿùàÿ ñèñòåìà äëÿ ïàðû (Γ, a). Òîãäà
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à) ñèñòåìà b(1), . . . , b(s) ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ;

á) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∣∣∣∣∣
s∏

k=1

b
(k)
k

∣∣∣∣∣ ≤ 1

εs−1
· det Γ. (4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå à). Ñîãëàñíî (4.3), (4.4), (4.7)

|b(1)i | ≤ cΦ|b
(i)
i |, i = 1, s;

max
2≤j<i

∣∣∣b(j)i

∣∣∣ ≤ ∣∣∣b(i)i

∣∣∣ , i = 3, s;

max
i<j≤s

∣∣∣b(j)i

∣∣∣ ≤ ε
∣∣∣b(i)i

∣∣∣ , i = 1, s− 1.

(4.11)

Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣
s∏

i=1

b
(mi)
i

∣∣∣∣∣ ≤ ε · cΦ ·

∣∣∣∣∣
s∏

i=1

b
(i)
i

∣∣∣∣∣
äëÿ ëþáîé íåòîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè (m1, . . . ,ms) èç {1, . . . , s}. Çíà÷èò,∣∣∣det((b(j)i ))

∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∣
s∏

i=1

b
(i)
i

∣∣∣∣∣ · (1− (s!− 1) · ε · cΦ
)
>

∣∣∣∣∣
s∏

i=1

b
(i)
i

∣∣∣∣∣ · 1s! . (4.12)

Óòâåðæäåíèå à) äîêàçàíî.

Äîêàæåì (á). Åñëè (4.10) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î ëèíåéíûõ ôîð-

ìàõ íàéäåòñÿ íåíóëåâîé óçåë γ ∈ Γ òàêîé, ÷òî

|γi| ≤ ε
∣∣∣b(i)i

∣∣∣ , i = 1, s− 1; |γs| < b(s)s ,

òî åñòü γ ∈ Hs è |γs| < b
(s)
s . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó b(s). Óòâåðæäåíèå á) äîêàçàíî.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé áàçèñ a(1), . . . , a(s) ðåøåòêè Γ, óäî-

âëåòâîðÿþùèé (3.1), (3.2). Ýòîò áàçèñ áóäåì íàçûâàòü Φ-ïîäõîäÿùèì (äëÿ ïàðû (Γ, a)).

Îïðåäåëèì ìàòðèöû B = ((b
(j)
i )), A = ((a

(j)
i )), V = ((vij)) (ýëåìåíòû V , ëåæàùèå íèæå ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè, ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ). Òîãäà

B = A · V. (4.13)

Íàïîìíèì, ÷òî

Tk(A) = max

{
max
1≤j≤s

∣∣∣a(j)k

∣∣∣ , pl (a(k))} ïðè k ∈ Il, l ∈ {1, . . . , r}.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü (b(1), . . . , b(s)) � Φ-ïîäõîäÿùàÿ ñèñòåìà äëÿ ïàðû (Γ, a); (a(1), . . . , a(s))

� Φ-ïîäõîäÿùèé áàçèñ, óäîâëåòâîðÿþùèé (3.1), (3.2). Òîãäà

s∏
i=1

vii ≤ C1 =
s! · cΦ
εs−1

, (4.14)

Tk(A) ≤ (2s−1cΦ) · |b
(k)
k |, k = 1, s, (4.15)

s∏
k=1

Tk(A) ≤ C2 · det Γ, C2 =
2s(s−1) · csΦ

εs−1
. (4.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.13), (4.10), (4.11) è èç ðàâåíñòâà |detA| = det Γ âûòåêàåò

s∏
i=1

vii = detV =
detB

detA
≤ s! · cΦ

det Γ
·

∣∣∣∣∣
s∏

i=1

b
(i)
i

∣∣∣∣∣ ≤ s! · cΦ
εs−1

= C1.

Èñïîëüçóÿ (3.3), (4.11) è (4.9), ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , s}

max
1≤j≤s

∣∣∣a(j)k

∣∣∣ ≤ ∣∣∣b(s)k

∣∣∣+ 2s−2 ·
s−1∑
j=1

1

2j
·
∣∣∣b(j)k

∣∣∣ ≤ cΦ ·
∣∣∣b(k)k

∣∣∣ ·
1 + 2s−2 ·

s−1∑
j=1

1

2j

 .

pl

(
a(k)

)
≤ pl

(
b(s)
)
+ 2s−2 ·

s−1∑
j=1

1

2j
· pl
(
b(j)
)
≤ cΦ · pl

(
b(k)
)
·

1 + 2s−2 ·
s−1∑
j=1

1

2j

 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1 + 2s−2 ·
s−1∑
j=1

1

2j
= 1 + (1 + 2 + . . .+ 2s−2) = 2s−1,

ïîëó÷àåì (4.15). Èç (4.15) è (4.10) âûòåêàåò (4.16).

Ïóñòü Γ ∈ Ls(R), a ∈ M′
Φ(Γ), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò Φ-ïîäõîäÿùèé áàçèñ a(1), . . . , a(s) äëÿ

ïàðû (Γ, a). Òîãäà ìàòðèöó A = ((a
(j)
i )) áóäåì íàçûâàòü Φ-ïîäõîäÿùåé ìàòðèöåé (äëÿ ïàðû

(Γ, a)).

Ïóñòü ìíîæåñòâî ΩΦ ñîñòîèò èç âñåõΦ-ïîäõîäÿùèõ ìàòðèö äëÿ ïàð (Γ, a), ãäå a ∈ Ls(R),
a ∈ M′

Φ(Γ).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ΩΦ.

1) Äëÿ âñåõ X ∈ ΩΦ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

s∏
i=1

Ti(X) ≪
Φ

|detX|.

2) Ìíîæåñòâî ΩΦ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîãî ëåâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû DI(R+).

Ïåðâîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç (4.16), à âòîðîå � èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà ΩΦ, Φ-

ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû è ëîêàëüíîãî Φ-ìèíèìóìà.

Ñâîéñòâî 2 ìîæíî óñèëèòü. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé

ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü áàçèñ {a(j)}sj=1 ðåøåòêè Γ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4.16). Ïóñòü

C ∈ R+, A = ((a
(j)
i )). Òîãäà, åñëè γ = k1a

(1) + . . .+ ksa
(s) òàêîé óçåë Γ, ÷òî

|γi| ≤ C · Ti(A), i = 1, s, (4.17)

òî |kj | ≤ s! · C · C3, j = 1, s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì Êðàìåðà kj = Dj/ detA, ãäå Dj � îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A çàìåíîé j-ãî ñòîëáöà íà γ. Èñïîëüçóÿ (4.16), (4.17), ïîëó÷àåì

|Dj | ≤ s! · C ·
s∏

i=1

Ti(A) ≤ s! · C · C3 · det Γ.

Çíà÷èò, |kj | = |Dj |/|detA| ≤ s! · C · C3 · det Γ/|detA| = s! · C · C3.
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Åñëè X ∈ Ms(R), l ∈ {1, . . . , r} òî ÷åðåç X(Il) îáîçíà÷àåì ìàòðèöó ñîñòàâëåííóþ èç

ñòðîêX ñ íîìåðàìè èç Il; ÏóñòüMt,s(R) � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà t×s ñ âåùåñòâåííûìè

ýëåìåíòàìè.

Ëåììà 4.4. Ìíîæåñòâî ΩΦ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ΩΦ = {X ∈ GLs(R) : X(Il) ∈ VΦ,l, l = 1, r}, (4.18)

ãäå êàæäîå VΦ,l ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì â Mtl,s(R) ñ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé ãðàíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ⊂ Ms(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*),

åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ω = {X ∈ GLs(R) : X(Il) ∈ Vl, l = 1, r},

ãäå êàæäîå Vl ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì (íå îáÿçàòåëüíî êîíóñîì) â Mtl,s(R) ñ êóñî÷íî-äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ãðàíèöåé.

Òàê êàê ΩΦ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû DI(R+), òî íàì äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ΩΦ óäîâëåòâîðÿåò (*).

Âîçüìåì ëþáóþ A = ((a
(j)
i )) ∈ GLs(R) è îïðåäåëèì ðåøåòêó Γ = Γ(A) ñ áàçèñîì {a(j)}sj=1.

Ìàòðèöà A ïðèíàäëåæèò ΩΦ, åñëè è òîëüêî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ñóùåñòâóåò âåðõíåòðåóãîëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà V = ((vij)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

îöåíêàì (3.2), (4.14) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ {b(j)}sj=1, îïðåäåëåííîé ôîðìó-

ëàìè (3.1), â êîòîðûõ v11 = 1, âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (4.7), (4.8), (4.11) è b
(k)
k = pl(b

(k))

ïðè k ∈ Il, l ∈ {1, . . . , r};

á) ñðåäè ñèñòåì {b(j)}sj=1 èç óñëîâèÿ à) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.9);

â) âåêòîð a(1) ïðèíàäëåæèò M′
Φ(Γ).

Ïóñòü Ω1 ñîñòîèò èç ìàòðèö A ∈ GLs(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ à). Î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ Ω1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (*), òàê êàê ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ

ìàòðèö V , óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêàì (3.2), (4.14), êîíå÷íîå. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé A ∈ Ω1

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
s∏

k=1

Tk(A) ≪
Φ

|detA|. (4.19)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü ñëåäóþùåå:

Tk(A) ≤ 2s−1 · cΦ · |b(k)k | (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è (4.15));

|detB| ≥ 1

s!

s∏
k=1

|b(k)k | (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è (4.12));

|detB| = |detA| · detV = |detA| ·
s∏

i=1

vii ≤ C1 · |detA|.
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Âîçüìåì ëþáóþ ìàòðèöó A = ((a
(j)
i )) ∈ Ω1. Ïóñòü {b(j)}sj=1 � ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç

óñëîâèÿ à). Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.3, ìû âèäèì, ÷òî ëþáîé óçåë γ = n1a
(1)+. . .+nsa

(s), êîòîðûé

ìîæåò íàðóøàòü óñëîâèå (4.9), óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå: |nj | ≪
s,cΦ

1. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

Ω2 = {A ∈ GLs(R) : âûïîëíÿþòñÿ à), á)}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî

ΩΦ = {A ∈ GLs(R) : âûïîëíÿþòñÿ à), á), â)}

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (*).

Çàìå÷àíèå 4.2. Ãëàäêîñòü ãðàíèöû ∂ΩΦ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Φ. Åñëè, íàïðèìåð,

Φ ∈ Cn(Rs), òî ∂ΩΦ ñîñòîèò èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ïîâåðõíîñòåé êëàññà Cn.

5. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ψ : GLs(R) → Ls(R) × Rs, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: Ψ(X) =

(Γ(X), a(X)), ãäå

Γ(X) � ðåøåòêà ñ áàçèñíîé ìàòðèöåé X (ñòîëáöû X îáðàçóþò áàçèñ Γ(X));

a(X) = (x11, . . . , xs1) � óçåë Γ(X) (ïåðâûé ñòîëáåö X).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïàð ¾ðåøåòêà-ìèíèìóì¿ UΦ, ñîñòîÿùåå èç (Γ, a), ãäå Γ ∈ Ls(R),
a ∈ M′

Φ(Γ) è åãî ïîäìíîæåñòâî UΦ, ñîñòîÿùåå èç (Γ, a) ∈ UΦ òàêèõ, ÷òî ìèíèìóì a ìîæíî

äîïîëíèòü äî Φ-ïîäõîäÿùåãî áàçèñà.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

10. Îïåðàòîð Ψ îòîáðàæàåò ΩΦ íà âñå UΦ (âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ΩΦ).

20. Ïóñòü X ∈ Ω′
Φ, ãäå Ω′

Φ � âíóòðåííîñòü ΩΦ. Òîãäà óçåë a(X) ðåøåòêè Γ(X) ìîæíî

åäèíñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíèòü äî Φ-ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû è íåëüçÿ äîïîëíèòü äî

êàêîé-òî äðóãîé (Φ, n)-ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû (òàê êàê âñå íåðàâåíñòâà äëÿ X, âõîäÿ-

ùèå â îïðåäåëåíèå ΩΦ, áóäóò ñòðîãèìè).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðû (Γ, a), ïðèíàäëåæàùèå UΦ \ UΦ. Ïóñòü J(I) � ìíîæåñòâî

íàáîðîâ n = (n1, . . . , ns), óäîâëåòâîðÿþùèõ (4.5). Äëÿ ëþáîãî n ∈ J(I) îïðåäåëèì îïå-

ðàòîð (n)·, ìåíÿþùèé íóìåðàöèþ êîîðäèíàò ó âåêòîðîâ è ñòðîê ó ìàòðèö ïî ïðàâèëó

(1, 2, . . . , s) → (n1, n2, . . . , ns). Òî åñòü

åñëè x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs, òî (n)x = (xn1 , . . . , xns);

åñëè Γ ∈ Ls(R), òî (n)Γ = {(n)γ : γ ∈ Γ};

åñëè X ∈ Ms(R), òî (n)X � ìàòðèöà, i-ÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ni-é ñòðîêîé X, i = 1, s.

227



Èç îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé 10, 20 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

30. Ïóñòü (n)UΦ =
{(

(n)Γ, (n)a
)
: (Γ, a) ∈ UΦ

}
. Òîãäà UΦ =

∪
n∈J(I)

(n)UΦ.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà (n)UΦ ìîãóò ïîïàðíî ïåðåñåêàòüñÿ.

40. Îïåðàòîð Ψ îòîáðàæàåò (n)ΩΦ íà âñå (n)UΦ. Åñëè X ∈ (n)Ω′
Φ, òî óçåë a(X) ðåøåò-

êè Γ(X) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíèòü äî (n,Φ)-ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû è

íåëüçÿ äîïîëíèòü äî êàêîé-òî äðóãîé (Φ, k)-ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû.

Îïðåäåëèì

Ω̃Φ =
∪

n∈J(I)

(n)Ω′
Φ � îáúåäèíåíèå âíóòðåííîñòåé âñåõ (n)ΩΦ,

∂Ω̃Φ =
∪

n∈J(I)

(n)∂ΩΦ � ãðàíèöà Ω̃Φ (îáúåäèíåíèå ãðàíèö âñåõ (n)ΩΦ).

Òîãäà èç óòâåðæäåíèé 30, 40 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

50. Îïåðàòîð Ψ îòîáðàæàåò çàìûêàíèå Ω̃Φ íà âñå UΦ è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæà-

åò Ω̃Φ íà íåêîòîðóþ ÷àñòü UΦ.

Ïðèìåíèì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìó-

ìîâ.

Ïóñòü L∗ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Ls(R). Îïðåäåëèì

M∗ = {X ∈ GLs(R) : Γ(X) ∈ L∗} � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ áàçèñíûõ ìàòðèö

ðåøåòîê èç L∗;

Ω̃∗
Φ = M∗ ∩ Ω̃Φ � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö èç Ω̃Φ, êîòîðûå ïîðîæäàþò ðåøåòêè èç L∗;

∂Ω̃∗
Φ = M∗ ∩ ∂Ω̃Φ.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü L∗ � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Ls(R), ïðè÷åì ëþáàÿ ðåøåòêà èç L∗

èìååò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ Φ-ìèíèìóìîâ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

0 ≤
∑
Γ∈L∗

#M′
Φ(Γ)−#Ω̃∗

Φ ≤ #∂Ω̃∗
Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ∑
Γ∈L∗

#M′
Φ(Γ) = #U∗

Φ,

ãäå U∗
Φ = {(Γ, a) : Γ ∈ L∗, a ∈ M′

Φ(Γ)}.
Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 50 îïåðàòîð Ψ îòîáðàæàåì Ω̃∗

Φ ∪ ∂Ω̃∗
Φ íà âñå U∗

Φ. Çíà÷èò,

#U∗
Φ ≤ #Ω̃∗

Φ +#∂Ω̃∗
Φ.
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Ñîãëàñíî ýòîìó æå ñâîéñòâó îïåðàòîð Ψ âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò Ω̃∗
Φ íà íåêîòîðóþ

÷àñòü U∗
Φ. Ïîýòîìó

#Ω̃∗
Φ ≤ #U∗

Φ.

Èç òðåõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü ìíîæåñòâî L∗ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè êîîðäèíàò

âèäà: (1, 2, . . . , s) → n, ãäå n ∈ J(I), òî åñòü

åñëè Γ ∈ L∗, n ∈ J(I), òî (n)Γ ∈ L∗. (5.1)

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1 è (5.1). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà ∑
Γ∈L∗

#M′
Φ(Γ) =

(
r∏

l=1

tl!

)
·#Ω∗

Φ +OI(#∂Ω∗
Φ),

ãäå Ω∗
Φ = M∗ ∩ ΩΦ, ∂Ω

∗
Φ = M∗ ∩ ∂ΩΦ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîå n ∈ J(I). Èç îïðåäåëåíèÿ (n)ΩΦ è óñëîâèÿ (5.1) ñëåäóåò,

÷òî îòîáðàæåíèå (n)· îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ Ω∗
Φ íà (n)Ω∗

Φ = M∗ ∩ (n)ΩΦ è ∂Ω∗
Φ íà (n)∂Ω∗

Φ =

M∗ ∩ (n)∂ΩΦ. Çíà÷èò,

#Ω̃∗
Φ =

∑
n∈J(I)

#
(
(n)Ω∗

Φ \ (n)∂Ω∗
Φ

)
= #J(I) ·#Ω∗

Φ +OI(#∂Ω∗
Φ),

#∂Ω̃∗
Φ = #J(I) ·#∂Ω∗

Φ = OI(#∂Ω∗
Φ).

Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî #J(I) = t1! · . . . · tr! è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 5.1.

Ñëåäñòâèå 5.2. Äëÿ ëþáîãî R ≥ 2 èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (0.1), â êî-

òîðîé

CΦ =
µI(PI(ΩΦ))

ζ(2) · . . . · ζ(s)
· 1

(r − 1)!
·

r∏
l=1

(tl − 1)!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 5.1, â êîòîðîì ïîëàãàåì L∗ = Ls(Z; [1, R]). Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü (ñì, íàïðèìåð, [11]), ÷òî

Rs[1, R] = Rs · ζ(2) · . . . · ζ(s)
s

+Os(R
s−1 · lnR).

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (1.12), ïîëó÷àåì

EΦ[1, R] =
1

Rs[1, R]
·

∑
Γ∈Ls(Z;[1,R])

#M′(Γ) +OΦ(ln
r−2R) =

=
t1! · . . . · tr!
Rs[1, R]

·#ΩΦ(Z; [1, R]) +OΦ

(
#∂ΩΦ(Z; [1, R])

Rs
+ lnr−2R

)
,

ãäå ΩΦ(Z; [1, R]) (∂ΩΦ(Z; [1, R])) � ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö M ∈ ΩΦ (M ∈ ∂ΩΦ)

ñ |detM | ∈ [1, R].
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Ìíîæåñòâî ΩΦ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì À), Á), Â). Ïîýòîìó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2

#ΩΦ(Z; [1, R]) =
1

s · t1 · . . . · tr
· Rs

(r − 1)!
·
(
µI(PI(ΩΦ)) · lnr−1R+OΦ(ln

r−2R)

)
#∂ΩΦ(Z; [1, R]) = OΦ

(
Rs · lnr−2R

)
.

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà.
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ABSTRACT
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sional lattices is proved.
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