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Ìîäóëè Áåéêåðà � Àõèåçåðà, ïó÷êè Êðè÷åâåðà è

êîììóòàòèâíûå êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ê 50-ëåòèþ Èñêàíäåðà Àñàíîâè÷à Òàéìàíîâà

Â ðàáîòå äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî n-ìåðíîìó êîì-
ìóòàòèâíîìó êîëüöó äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
(ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè) îòâå÷àåò ìîäóëü Áåéêåðà � Àõèåçåðà íà ñïåêòðàëüíîì
àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Â ðàáîòå òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî íà ñïåêòðàëüíîì ìíîãî-
îáðàçèè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ áåç êðó÷åíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Íàëè÷èå òàêèõ ïó÷êîâ � ýòî ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó ñïåêòðàëüíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå òàêèõ ïó÷êîâ ïîçâîëÿåò íàéòè èíäåêñ n-êðàòíîãî ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ �áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî� äèâèçîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîììóòèðóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ñïåêòðàëüíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ, ìîäóëè Áåéêåðà � Àõèåçåðà.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåøåíà Êðè÷åâåðîì [1, 2]. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êîëåö
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà 1 ñîâìåñòíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
îïåðàòîðîâ (ôóíêöèÿ Áåéêåðà � Àõèåçåðà) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Êðè÷åâåðà è êîýôôèöèåí-
òû îïåðàòîðîâ íàõîäÿòñÿ ïî ýòîé ôîðìóëå ýôôåêòèâíî. Äëÿ êîëåö îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà l > 1 Ñ.Ï. Íîâèêîâ è È.Ì. Êðè÷åâåð [3] ïðåäëîæèëè
ìåòîä äåôîðìàöèé ïàðàìåòðîâ Òþðèíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî íàõîäèòü êîýôôèöè-
åíòû îïåðàòîðîâ áåç ôóíêöèè Áåéêåðà � Àõèåçåðà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà áûëè íàéäåíû
âñå îïåðàòîðû ðàíãà 2 è 3, îòâå÷àþùèå ýëëèïòè÷åñêèì ñïåêòðàëüíûì êðèâûì [3, 4], à òàê-
æå ïðèìåðû îïåðàòîðîâ ðàíãà 2 è 3, îòâå÷àþùèå ñïåêòðàëüíûì êðèâûì ðîäà g = 2, 3, 4.
[5, 6, 7]. Îïåðàòîðû ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè èññëåäîâàëèñü â [8, 9, 10].

Äëÿ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ È.Ì. Êðè÷åâåðîì
[11] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü

Li =
∑

|α|≤mi

fiα(x)
∂α

∂xα
, x = (x1, . . . , xn), α = (α1, . . . , αn), i = 0, . . . , n,
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� äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, ãäå

|α| = α1 + · · ·+ αn,
∂α

∂xα
=

∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ ïîñòîÿííû. Ìû òàêæå áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòàðøèå ñèìâîëû îïåðàòîðîâ L1, . . . , Ln àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû è
÷òî ìíîæåñòâî èõ íóëåé â Pn−1 ïóñòî. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ýòèõ îãðàíè÷åíèé, òî ñóùåñòâóþò
íå êîíå÷íîïîðîæäåííûå êîììóòàòèâíûå êîëüöà îïåðàòîðîâ (ñì. íàïðèìåð, [12]), êîòîðûå
ìû íå ðàññìàòðèâàåì â ýòîé ðàáîòå.

Òåîðåìà 1.1. (Êðè÷åâåð [11]) Ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïîëèíîì Q(λ0, . . . , λn) òàêîé,
÷òî

Q(L0, . . . , Ln) = 0.

Ìíîãîîáðàçèå Γ ⊂ Cn+1, çàäàííîå óðàâíåíèåì

Q(λ0, . . . , λn) = 0,

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì îïåðàòîðîâ L0, . . . , Ln. Ñïåêòðàëüíîå ìíîãîîáðà-
çèå ïàðàìåòðèçóåò ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Li:

Li(x, λ)ψ(x, λ) = λiψ(x, λ), λ = (λ0, . . . , λn) ∈ Γ.

Â äàëüíåéøåì ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû ðàíãà 1, òî åñòü ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ òî÷êè λ ∈ Γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîâìåñòíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ îïåðàòîðîâ Li.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi(k), k = (k1, . . . , kn) ñòàðøèå ñèìâîëû îïåðàòîðîâ Li, i = 1, . . . , n.
Òåîðåìà 1.2. (Êðè÷åâåð [11]) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Liψ(x, k) = Pi(k)ψ(x, k), (i = 1, . . . , n),

èìåþùåå âèä

ψ(x, k) = ek1x1+···+knxn(

∞∑
s=0

ξs(x, k)),

ãäå ξs(x, k) � îäíîðîäíûå ïî k ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ñòåïåíè −s. Êîëüöî îïåðàòîðîâ,
êîììóòèðóþùèõ ñ Li, 1 ≤ i ≤ n, êîììóòàòèâíî. Ôóíêöèÿ ψ(x, k) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé
äëÿ âñåãî êîëüöà.

Â [11] ïîñòðîåíî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Γ âî âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,
÷òî äàåò åãî êîìïàêòèôèêàöèþ Γ̂. Îòìåòèì, ÷òî äèâèçîð D∞ = Γ̂\Γ ïðè òàêîé êîìïàêòè-
ôèêàöèè ðàöèîíàëåí.

Ñóùåñòâóþò èíòåðåñíûå ïðèìåðû n-ìåðíûõ êîììóòàòèâíûõ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè [13, 14, 15] (ñì. òàì æå ññûëêè íà äðóãèå ðà-
áîòû), íî ýôôåêòèâíîé êëàññèôèêàöèè òàêèõ êîëåö ïîêà íå ïîëó÷åíî. Áîëåå òîãî, íå ÿñíî,
êàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò îòâå÷àòü êîììóòàòèâíûì êîëüöàì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Äàëåå ìû ââåäåì ïó÷êè Êðè÷åâåðà íà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñâÿçàííûå ñ êîì-
ìóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåð-
íîñòè n, Y � Q-Êàðòüå äèâèçîð íà X. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî Q-Êàðòüå äèâèçîðà Y
íàéäåòñÿ ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d òàêîå, ÷òî Y ′ = dY � äèâèçîð Êàðòüå, òî åñòü
ëîêàëüíî Y ′ çàäàåòñÿ îäíèì íåïðèâîäèìûì óðàâíåíèåì â êàæäîé òî÷êå.
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Ïó÷îê F íà X íàçîâåì ïó÷êîì Êðè÷åâåðà (Ê-ïó÷êîì), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì
ïó÷êîì áåç êðó÷åíèÿ è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

dimCH
0(X,F(mY ′)) = dimC{C[x1, . . . , xn]/(x1, . . . xn)md+1}, (1)

òî åñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ïó÷êà F ⊗ [mY ′] äîëæíà ñîâïàäàòü
ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå ÷åì md îò n ïåðåìåííûõ.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð Ê-ïó÷êà � ýòî òðèâèàëüíûé ïó÷îê íà CPn, ïðè ýòîì Y � ãèïåð-
ïëîñêîñòü. Íàëè÷èå Ê-ïó÷êà � ýòî ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà X è Y . Ìîæíî, íàïðèìåð, ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè X è Y ãëàäêèå, òî ïó÷êè Êðè÷åâåðà ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñëó÷àå X = CPn

è Y � ãèïåðïëîñêîñòü.
Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ n-êðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà Êàðòüå C

íà X îïðåäåëÿåòñÿ êàê (n − 1)!a0, ãäå a0 � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ÷èñëîâîãî ìíîãî÷ëåíà
P (k) = χ(OX(kC)) (ñð. ñ [16] è [17]). Äëÿ íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç îáùåïðèíÿòûõ (ñì., íàïðèìåð, [18, App.A]).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X ñóùåñòâóåò ïó-

÷îê Êðè÷åâåðà ðàíãà 1. Òîãäà äëÿ èíäåêñà n-êðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðà Êàðòüå Y ′

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(Y ′, . . . , Y ′) = dn,

â ÷àñòíîñòè, åñëè Y ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå, òî èíäåêñ n-êðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
Y ðàâåí 1.

Íàïðèìåð, åñëè X = CPn, à Y � ãèïåðïëîñêîñòü, òî Y � äèâèçîð Êàðòüå, ïðè ýòîì
èíäåêñ n-êðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Y ðàâåí 1.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî n-ìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà 1 ñî
ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøèå ñèìâîëû êîòîðûõ èìåþò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåí-
òû. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ êîëüöà R ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X è íåïðèâîäèìûé
îáèëüíûé Q-Êàðòüå äèâèçîð Y ⊂ X òàêèå, ÷òî êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé AY íà X
ñ ïîëþñîì â Y èçîìîðôíî R.

Íà X ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ïó÷êîâ Êðè÷åâåðà. Áîëåå òî÷íî, íà X ×U , ãäå U ⊂ Cn �
íåêîòîðàÿ îáëàñòü, ñóùåñòâóåò ïó÷îê Fx òàêîé, ÷òî Fx|X×x ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì Êðè÷åâåðà
ðàíãà 1. Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíû îïåðàòîðû êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∇1, . . . ,∇n

∇i : H
0(X × U,Fx,m) → H0(X × U,Fx,m+1), ∇i∇j = ∇j∇i,

ãäå Fx,m = Fx(m(Y ′ × U)). Ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé

∪∞
m=0H

0(X × U,Fx,m)

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì ðàíãà 1 íàä C[∇1, . . . ,∇n].
Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå X ñòðîèòñÿ ïî êîëüöó R êàíîíè÷åñêèì îáðà-

çîì áåç âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé Li ∈ R. Â ñëó÷àå, êîãäà êîëüöî R ïîðîæäåíî îïåðàòîðàìè
L0, . . . , Ln, êàê â òåîðåìå 1.1, ìíîãîîáðàçèå X ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Γ̂. Ïðè ýòîì Y ,
êàê ïîêàçàíî â [11], � ðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Â îáùåì ñëó÷àå, êàê óêàçàë H. Kurke,
ýòîò äèâèçîð óíèðàöèîíàëåí (òàêèì îáðàçîì, â ðàçìåðíîñòè 1 è 2 îí ðàöèîíàëåí ïî òåîðå-
ìå Ëþðîòà). Ìû ñòðîèì êîìïàêòèôèêàöèþ àôôèííîé ÷àñòè X\Y ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîé
ôèëüòðàöèè íà êîëüöå R � ôèëüòðàöèè, çàäàííîé ïîðÿäêàìè îïåðàòîðîâ. Ñåìåéñòâî ïó÷-
êîâ Êðè÷åâåðà ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ψ, îïðåäåëåííîé â òåîðåìå 1.2.

Íàêàÿøèêè ââåë ìîäóëè Áåéêåðà � Àõèåçåðà (ÁÀ-ìîäóëè) íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ [19], [20]. ÁÀ-ìîäóëü M ñîñòîèò èç ôóíêöèé ψ(x, P ), x ∈ Cn, P ∈ X, ãäå X �
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n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ψ ÿâëÿåòñÿ ñå-
÷åíèåì ïó÷êà íà X, êðîìå òîãî, ψ èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü íà äèâèçîðå Y ⊂ X.
Ýëåìåíòû ψ ∈M îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ∂xjψ ∈M è f(x)ψ ∈M , ãäå f(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x0;

• λψ ∈M äëÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè λ íà X ñ ïîëþñîì â Y .

Ýòè ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ Dn = O[∂x1 , . . . , ∂xn ], ãäå O � êîëüöî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè x0, à
òàêæå ìîäóëåì íàä êîëüöîì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé AY íà X ñ ïîëþñîì â Y . Îñîáûé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîíå÷íîïîðîæäåííûå ñâîáîäíûå ÁÀ-ìîäóëè íàä Dn, ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êîììóòàòèâíûå êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Âûáåðåì áàçèñ ψ1(x, P ), . . . , ψN (x, P ) âM . Òîãäà äëÿ λ ∈ AY ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D(λ) ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî

D(λ)Ψ(x, P ) = λ(P )Ψ(x, P ),

ãäå Ψ(x, P ) = (ψ1(x, P ), . . . , ψN (x, P ))⊤. Äëÿ äðóãîé ôóíêöèè µ ∈ AY

D(µ)Ψ(x, P ) = µ(P )Ψ(x, P ),

îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (D(λ)D(µ) − D(µ)D(λ))Ψ = 0. Èç ñâîáîäíîñòè Dn-ìîäóëÿ M
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð D(λ)D(µ) − D(µ)D(λ) íóëåâîé, òî åñòü D(λ) è D(µ) êîììóòèðóþò.
Ïðèìåðû ñâîáîäíûõ ìîäóëåé Áåéêåðà � Àõèåçåðà ïðèâåäåíû íèæå.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, X � ñïåêòðàëüíîå
ìíîãîîáðàçèå èç òåîðåìû 1.4. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. Íà X ñóùåñòâóåò ñâîáîäíûé ìîäóëü Áåéêåðà � Àõèåçåðà ðàíãà 1, ïîðîæ-
äåííûé

ψ(x, k) = ξ(x, k)ex1k1+···+xnkn ,

ãäå ξ(x, k) � ñå÷åíèå ïó÷êà Êðè÷åâåðà íà X, òàêîé, ÷òî îáðàçîì ìîðôèçìà AY → Dn,
çàäàííîãî ôîðìóëîé D(λ)ψ = λψ, λ ∈ AY , ÿâëÿåòñÿ êîëüöî R.

Òåîðåìà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1.2. À èìåííî ïîëîæèì

M = Dnψ(x, k).

M � ìîäóëü Áåéêåðà � Àõèåçåðà, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà X ñ ïîëþñîì
â Y ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êîììóòàòèâíîãî êîëüöà îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ L1, . . . , Ln.
ßñíî, ÷òî ýòîò ìîäóëü ñâîáîäåí è ïîðîæäåí ψ(x, k) (ñð. òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2
è ñëåäñòâèå 1 â [11]).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëÿòü ñåìåéñòâà ïó÷êîâ Êðè÷åâå-
ðà. Òàê, â ñëó÷àå, êîãäà n = 2, ïî îïåðàòîðàì L1, L2 â ðàáîòå [21] ñòðîèòñÿ îáðàòèìûé
îïåðàòîð S â êîëüöå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (cð. ëåììû 2.9, 2.11 â [21]).
Ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìàëüíûé àíàëîã ôóíêöèè Áåéêåðà � Àõèåçåðà
ψ′(x, k) = Sex1k1+x2k2 , à ïî íåìó îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî ïó÷êîâ Êðè÷åâåðà Fx, êàê â òåî-
ðåìå 1.4 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íèæå). Ïðè ýòîì k−1

2 , k−1
1 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ïà-

ðàìåòðàìè â òî÷êå P , ãëàäêîé íà äèâèçîðå Y è íà ïîâåðõíîñòè X; k−1
2 çàäàåò ëîêàëüíîå

óðàâíåíèå äèâèçîðà, à k−1
1 çàäàåò ëîêàëüíîå óðàâíåíèå òî÷êè â îêðåñòíîñòè òî÷êè P .

Â ðàáîòå [21] ïîêàçàíî, ÷òî ïî ãåîìåòðè÷åñêèì äàííûì (ïîâåðõíîñòü, äèâèçîð, òî÷êà),
ïó÷êó F0, ïî âûáðàííûì ëîêàëüíûì ïàðàìåòðàì â òî÷êå è ïî ôèêñèðîâàííîé òðèâèàëè-
çàöèè ïó÷êà â òî÷êå P (ìîäèôèöèðîâàííûå äàííûå Ïàðøèíà, ñð. [22], [25], [26], [23], [24]),
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ìîæíî êîíñòðóêòèâíî âîññòàíîâèòü êîëüöî R äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (à çíà÷èò, è
ñåìåéñòâî ïó÷êîâ, è ôîðìàëüíóþ ôóíêöèþ Áåéêåðà � Àõèåçåðà), ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 3.3 â [21] (ïó÷êó F0 â òåîðåìå 3.3 ñîîòâåòñòâóåò ïó÷îê F). Ïðè ýòîì êîãîìîëîãèè
ïó÷êà F0 óäîâëåòâîðÿþò áîëåå ñèëüíûì óñëîâèÿì, ÷åì óñëîâèÿ êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
êîãîìîëîãèè ïó÷êîâ Êðè÷åâåðà (1), à èìåííî äëÿ ëþáîãî n êîìïîçèöèè íèæåñëåäóþùèõ
ãîìîìîðôèçìîâ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè:

H0(X,F(nY ′)) ↪→ F̂0P
ϕ
≃ k[[k−1

1 , k−1
2 ]] → k[[k−1

1 , k−1
2 ]]/(k−1

1 , k−1
2 )nd+1,

ãäå ϕ � òðèâèàëèçàöèÿ ïó÷êà F0 â òî÷êå P . Ïðè âûáîðå äðóãèõ îïåðàòîðîâ L1, L2 â êîëüöå
R ïîëó÷àåòñÿ ïó÷îê F ′

0, èçîìîðôíûé èñõîäíîìó.
Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü è ïðè n > 2, åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ôëàã íà X.
Àâòîðû íà÷àëè ðàáîòàòü íàä ýòîé ñòàòüåé âî âðåìÿ êîíôåðåíöèè ¾Òîðè÷åñêàÿ òîïî-

ëîãèÿ è àâòîìîðôíûå ôóíêöèè¿, ïðîøåäøåé â Õàáàðîâñêå 5�10 ñåíòÿáðÿ 2011 ã. Àâòîðû
áëàãîäàðíû îðãàíèçàòîðàì êîíôåðåíöèè çà ïðèãëàøåíèå.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.3 è 1.4

2.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3

Íàïîìíèì îäíó êîíñòðóêöèþ èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñâÿçàííóþ ñ ïðèâåäåííûì
ïåðåä òåîðåìîé îïðåäåëåíèåì èíäåêñà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. À èìåííî: åñëè Y � ýôôåêòèâ-
íûé äèâèçîð Êàðòüå, òî OX(−Y ) ≃ IY , ãäå IY � ïó÷îê èäåàëîâ ñâÿçàííîé ñ Y ëîêàëüíî
çàìêíóòîé ïîäñõåìû (ñì. [18, ch. II, prop. 6.18]). Ïîýòîìó åñòü åñòåñòâåííûé ìîðôèçì ïó÷-
êîâ OX(−Y ) → OX , è äëÿ ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F íà X ìîæíî íàïèñàòü òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (ñì. [18, ch. II, prop. 5.7]):

0 → R → F(−Y ) → F → Q → 0,

ãäå R,Q � ÿäðî è êîÿäðî ìîðôèçìà ïó÷êîâ F(−Y ) → F . Àíàëîãè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ n:

0 → R(nY ) → F((n− 1)Y ) → F(nY ) → Q(nY ) → 0.

Ïîýòîìó:

dim(Supp(Q(nY ))) < dim(Supp(F)), dim(Supp(R(nY ))) < dim(Supp(F))

è åñòü êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ

0 → F((n− 1)Y )/R(nY ) → F(nY ) → Q(nY ) → 0.

Èç íåå ïîëó÷àåì
χ(F(nY )) = χ(Q(nY )) + χ(F((n− 1)Y )/R(nY ))

è
χ(F((n− 1)Y )/R(nY )) = χ(F((n− 1)Y ))− χ(R(n)).

Îòñþäà
χ(F(nY ))− χ(F((n− 1)Y )) = χ(Q(nY ))− χ(R(nY )).

Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè íîñèòåëÿ êîãåðåíòíîãî ïó÷êà
F è ïðåäëîæåíèåì 7.3 ãë. 1 â [18]: ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóþò ÷èñëîâûå ìíî-
ãî÷ëåíû P1, P2 ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî P1(n) = χ(Q(nY )) è P2(n) =
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χ(R(nY )) äëÿ âñåõ n, è â ñèëó 7.3 òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé æå ìíîãî÷ëåí P (n) = χ(F(nY ))
(åñëè ðàçìåðíîñòü íîñèòåëÿ F ðàâíà 0, χ(F(nY )) = const). ×òîáû óâèäåòü ñâÿçü îïðåäåëå-
íèÿ èíäåêñà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà Y � êðèâàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí P (n) âîçíèêàåò èç òåîðåìû Ðèìàíà -
Ðîõà äëÿ ïó÷êà OY (nY ).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü F � ïó÷îê Êðè÷åâåðà ðàíãà 1. Ïðåæ-
äå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ m èìåþòñÿ âëîæåíèÿ F(mY ′) ↪→ F((m+1)Y ′). Äåéñòâèòåëü-
íî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî òîëüêî äëÿ m = −1; â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèÿ
ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëîêàëüíî ïó÷îê OX(−Y ′) ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì è F �
ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ m îïðåäåëåíû âëîæåíèÿ

H0(X,F(mY ′)) ↪→ H0(X,F((m+ 1)Y ′)).

Â ñèëó òåîðåìû 1.4 äèâèçîð Y îáèëåí, ïîýòîìó äëÿ áîëüøèõ m âûïîëíåíî (ñì. [18, ch.3,
prop.5.3] è ñð. ëåììó 2.1)

H0(Y ′,OY ′(mY ′)) = H0(X,OX(mY ′))/H0(X,OX((m− 1)Y ′)) ⊂

⊂ H0(X,F(mY ′))/H0(X,F((m− 1)Y ′)) = H0(Y ′,F|Y ′(mY ′)),

ãäå H0(X,OX(mY ′)) ⊂ H0(X,F(mY ′)), òàê êàê âëîæåíèå îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì
H0(X,OX(mY ′)) ∋ a 7→ aφ ∈ H0(X,F(mY ′)), ãäå φ ∈ H0(X,F) ≃ C � ïîðîæäàþùàÿ,
ïîñêîëüêó F � ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ. Ïîýòîìó

dimCH
0(Y ′,F|Y ′(mY ′)) = dimC((C[k1, . . . , kn])dm ⊕ (C[k1, . . . , kn])dm−1⊕

. . .⊕ (C[k1, . . . , kn])d(m−1)+1). (2)

Òàê êàê ïó÷îê F ðàíãà 1, òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ H0(Y ′,F|Y ′(mY ′))
è H0(Y ′,OY ′(mY ′)) äëÿ áîëüøèõ n âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè ìíîãî÷ëåíàìè P1(m) è P2(m)
ñ îäèíàêîâûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè (ïðè÷åì ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà P2

îòâå÷àåò çà èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ), êàê ýòî âèäíî èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå.
Íî äëÿ áîëüøèõ m

dimH0(Y ′,F|Y ′(mY ′)) = Cn−1
n+md−1 + Cn−1

n+md−2 + . . .+ Cn−1
n+(m−1)d,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ó P1 ðàâåí d
n/(n−1)! è èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ

ðàâåí dn.

2.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4

Íàïîìíèì ñíà÷àëà îäíî îáùåå ñâîéñòâî êîììóòàòèâíûõ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü L1, . . . , Ln � êîììóòèðóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà, ñòàðøèå ñèìâîëû Pi êîòîðûõ èìåþò ïîñòîÿííûå êîýôôè-
öèåíòû. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå äèâèçîðû ýòèõ îïåðàòîðîâ (ìíîæåñòâà íóëåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ Pi â Pn−1) íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Òîãäà âñÿêîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî B îïåðàòîðîâ, ñîäåðæàùåå L1, . . . , Ln, ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðîé íàä C áåç äåëèòåëåé íóëÿ ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì íà êîëüöå D ôèëüòðàöèþ {Dr} ïî ñòåïåíè îïåðà-
òîðîâ. Òîãäà gr(D) ≃ C[x1, . . . xn][ξ1, . . . , ξn] � êîììóòàòèâíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ C-àëãåáðà
ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà

{σi(L1), σj(L2)} = σi+j−1([L1, L2])
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(çäåñü σi(L1) îáîçíà÷àåò ñèìâîë îïåðàòîðà ñòåïåíè i, i = degL1, j = degL2). Òîãäà, åñëè
Q ∈ B ∩Dm, èìååì

0 = {Pi, σm(Q)} =

n∑
v=1

∂Pi

∂ξv
∂v(σm(Q)).

Íî (P1, . . . , Pn) : An → An � êîíå÷íûé ìîðôèçì â ñèëó óñëîâèé íàøåãî ïðåäëîæåíèÿ,
ïîýòîìó det(∂Pi/∂ξj) ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, σm(Q) èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì:

C[P1, . . . , Pn] ⊂ gr(B) ⊂ C[ξ1, . . . , ξn].

Íî C[ξ1, . . . , ξn] êîíå÷íî ïîðîæäåí êàê C[P1, . . . , Pn]-ìîäóëü, ïîýòîìó gr(B) òîæå êîíå÷íî
ïîðîæäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, gr(B) � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà (î÷åâèäíî, áåç äåëèòåëåé
íóëÿ) ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ n (ñì. [27, ch. 11]).

Äëÿ êîëüöà B òå æå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç [28, Ch.III, §2.9, prop.10].
�

Íàïîìíèì îäíó êîíñòðóêöèþ èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòîå ïîëå. Òîãäà ñóùåñòâóåò âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð t èç êàòåãîðèè ìíîãîîáðàçèé
íàä k â êàòåãîðèþ ñõåì íàä k (ñì. íàïðèìåð [18, ñh. II, §2]). Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ V ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó âñåõ çàìêíóòûõ òî÷åê èç òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñõåìû sp(t(V )), è ïó÷îê ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà ñõåìû t(V ) ïîñðåäñòâîì ýòîãî ãîìåîìîðôèçìà. Îáðàçîì
ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ýòîãî ôóíêòîðà ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûå ñõåìû ProjS, ãäå S �
ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ñ S0 = k, êîíå÷íî ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì S1 êàê S0-àëãåáðà (ñì.
ñëåäñòâèå 5.16 ãë. II òàì æå). Òàê, åñëè X ⊂ CPn � ïðîåêòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå, I(X) ⊂ C[x0, . . . xn] � îäíîðîäíûé èäåàë, ïîðîæäåííûé îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè,
îáðàùàþùèìèñÿ â 0 íà X, îïðåäåëèì ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî S = ⊕∞

d=0Sd ïî êîëüöó ìíîãî-
÷ëåíîâ C[x0, . . . xn], âçÿâ çà Sd ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè
d, è ïîëîæèì S(X) = S/I(X). Òîãäà t(X) = ProjS(X). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü ìíîãîîáðàçèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñõåìû.

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ôèëüòðàöèþ íà êîëüöå R, îïðåäåëåííóþ ïî ñòåïåíè îïåðàòî-
ðîâ. Îïðåäåëèì êîëüöî R̃ = ⊕d≥0Rd. Òîãäà ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñõåìà X = Proj R̃ ïðîåê-
òèâíà, èäåàë I = R̃(−1) ïðîñò â R̃ è îïðåäåëÿåò íåïðèâîäèìûé îáèëüíûé Q-Êàðòüå äèâèçîð
Y ⊂ X.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç i : I → R̃ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî I =
(i(1)), ãäå 1 ∈ I1 = R̃0 è i(1) ∈ R̃1. Ïóñòü a ∈ R̃k, b ∈ R̃l è a, b /∈ I. Òîãäà ord(a) = k,
ord(b) = l, è ñëåäîâàòåëüíî, ord(ab) = k + l (çäåñü ord îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê îïåðàòîðà â
êîëüöå R). Íî òîãäà ab ∈ R̃k+l íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü I, òî åñòü I � ïðîñòîé îäíîðîäíûé
èäåàë.

Â ñèëó [29, prop. 2.4.4] ñõåìû Proj R̃ è Proj R̃/I = Proj gr(R) � öåëûå. Òàêèì îáðàçîì,
èäåàë I îïðåäåëÿåò íåïðèâîäèìûé äèâèçîð Y íà X.

Òàê êàê R êîíå÷íî ïîðîæäåíî, R̃ òàêæå êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä C (ñì. ïðåäëîæåíèå
2.1). Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå d òàêîå, ÷òî ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî R̃(d) = ⊕∞

k=0R̃kd

êîíå÷íî ïîðîæäåíî ìíîæåñòâîì R̃
(d)
1 êàê C-àëãåáðà (ñì., íàïðèìåð, ëåììó â [30, ch. III,

§8]). Òàêèì îáðàçîì, Proj R̃(d) � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîêàæåì, ÷òî X ≃ Proj R̃(d) è
÷òî dY � äèâèçîð Êàðòüå íà X.

Äåéñòâèòåëüíî, dY îïðåäåëÿåòñÿ èäåàëîì Id = (i(1)d), è i(1)d ∈ R̃
(d)
1 . Â ñèëó [29, prop.

2.4.7] èìååì X = Proj R̃ ≃ Proj R̃(d) è Proj R̃/I ≃ Proj R̃(d)/I(d). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî èäåàë I(d) â R̃(d) îïðåäåëÿåò äèâèçîð Êàðòüå. Íî ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó

îòêðûòûå àôôèííûå ìíîæåñòâà D(xi), ãäå xi ∈ R̃
(d)
1 , îáðàçóþò ïîêðûòèå X è â êàæäîì

ìíîæåñòâå D(xi) èäåàë I
(d) ïîðîæäåí ýëåìåíòîì i(1)d/xi.
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Íàêîíåö, dY î÷åíü îáèëåí, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêèì ñå÷åíèåì âî âëîæåíèè

Proj R̃(d) ↪→ ProjC[R̃
(d)
1 ] ≃ PN .

Êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ïîëþñîì â Y AY = OX(X\Y ) ≃ R, ïîñêîëüêó
X\Y = Spec(R̃(i(1))) ≃ Spec(R).

Êðîìå òîãî, êàê ìû âèäåëè â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.1,

C[P1, . . . , Pn] ⊂ gr(R) ⊂ C[ξ1, . . . , ξn].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C(Y ) ⊂ C(ξ1, . . . , ξn) êîíå÷íî, à ïîòîìó äèâèçîð Y = Proj(gr(R))
óíèðàöèîíàëåí.

Îïðåäåëèì ïó÷îê Fx íà X × U ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì R ⊗C A-ìîäóëü, ãäå
A � êîëüöî àíàëèòè÷åñêèõ íà U ôóíêöèé:

M = Dn(ψ(x, k))e
−x1k1−...−xnkn ,

ãäå ψ � ôóíêöèÿ èç òåîðåìû 1.2. Êàê ñëåäóåò èç ýòîé òåîðåìû, M � ìîäóëü áåç êðó÷åíèÿ.
Íà íåì îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ {Mi} ïî ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî k, è î÷åâèäíî,
÷òîM ñ ýòîé ôèëüòðàöèåé � ôèëüòðîâàííûé R⊗CA-ìîäóëü. Òàêèì îáðàçîì, M̃ = ⊕∞

q=0Mi

� ãðàäóèðîâàííûé R̃⊗CA-ìîäóëü áåç êðó÷åíèÿ. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 2.1, gr(M) ≃ A[ξ1, . . . , ξn] ⊃ gr(R)⊗C A � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä
gr(R) ⊗C A. Òîãäà â ñèëó [28, Ch. III, §2.9, corol. 1] M̃ � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R̃ ⊗C A-
ìîäóëü, à ïîòîìó Fx := Proj(M̃) � êîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ íà X × U .

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíû ïó÷êè áåç êðó÷åíèÿ Fx,m := Proj(M̃(m)); äëÿ ëþáîãî m
Fx,m ↪→ Fx,m+1, ïîñêîëüêó M̃(m) ↪→ M̃(m + 1), è Fx,md ≃ Fx(mY

′), ïîñêîëüêó Fx(mY
′) ≃

Proj(M̃ (d)(m)) â ñèëó [18, ch.II, prop.5.12], è Proj(M̃ (d)(m)) ≃ Proj(M̃(md)) â ñèëó [29, prop.
2.4.7].

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî Fx çàäàåò ñåìåéñòâî ïó÷êîâ Êðè÷åâåðà ñëåäóåò èç áîëåå ñèëü-
íîãî óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 2.1. (ñð. [21, lemma 3.5]) Äëÿ âñåõ m H0(X × U,Fx,m) =Mm.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ, Mm ⊂ H0(X × U,Fx,m). Ïóñòü a ∈ H0(X ×

U,Fx,m), a /∈ Mm. Òîãäà a = (a1, . . . , ak), ãäå ai ∈ M̃(m)(bi), bi ∈ R̃d � ïîðîæäàþùèå

ïðîñòðàíñòâà R̃d (à òàêæå ïîðîæäàþùèå àëãåáðû R̃(d)), ïðè÷åì b1 = 1d1 (11 îáîçíà÷àåò
çäåñü i(1)) è ai = aj â R̃bibj .

Ïóñòü ai = ãi/b
ki
i , ãäå ãi ∈ Mkid+m, a1 = ã1/1

k1
1 . Çàìåòèì, ÷òî k1 > 0, òàê êàê a /∈ Mm.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ã1 ∈Mm, òî a = ã1, òàê êàê M̃(m) � R̃-ìîäóëü áåç êðó÷åíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ã1 ∈ (Mk1+m\Mk1+m−1). Òîãäà äëÿ bi ∈ R̃d\R̃d−1 (òàêèå ýëåìåíòû ñó-

ùåñòâóþò, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû èç R̃d−1 ⊂ R̃d ïðèíàäëåæàò èäåàëó, îïðåäåëÿþùåìó
äèâèçîð C) ïîëó÷àåì bkii ∈ R̃dki\R̃dki−1, è ñëåäîâàòåëüíî, ã1b

ki
i ∈ (Mk1+dki+m\Mk1+dki+m−1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ã1b
ki
i = ãi1

k1
1 , è ãi1

k1
1 ∈ Mk1+dki+m−1 ⊂ Mk1+dki+m, òî åñòü ã1b

ki
i /∈

(Mk1+dki+m\Mk1+dki+m−1) � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, a ∈Mm.
�

Ïó÷îê Fx èìååò ðàíã 1, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì êîëüöî R ðàíãà 1, òî åñòü â îáùåé
òî÷êå X ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ðàâíà 1 (ñð. [2, lemma 4.3]), à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã Fx â îáùåé òî÷êå ðàâåí 1.

Çàìåòèì, ÷òî èç ëåììû âûòåêàåò è ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèðîâàíèé ∇i: äëÿ m ∈Mi

îïðåäåëèì ∇i(m) = ∂i(me
x1k1+...+xnkn)e−x1k1−...−xnkn ∈Mi+1.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íàøåé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.

3. Ïðèìåðû ñâîáîäíûõ ìîäóëåé Áåéêåðà � Àõèåçåðà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû ñâîáîäíûõ D-ìîäóëåé Áåéêåðà � Àõèåçåðà íà
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
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3.1. Ìîäóëè Áåéêåðà � Àõèåçåðà íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ

Ïóñòü Γ � íåîñîáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, q ∈ Γ � âûäåëåííàÿ òî÷êà. Âûáåðåì â
îêðåñòíîñòè q ëîêàëüíûé ïàðàìåòð k−1 (k−1(q) = 0). Âûáåðåì òàêæå íåñïåöèàëüíûé äèâè-
çîð γ = γ1+ · · ·+γg, ãäå g � ðîä Γ. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, P ), íàçûâàåìàÿ
ôóíêöèåé Áåéêåðà � Àõèåçåðà, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè.

1. Â q ôóíêöèÿ ψ èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü âèäà

ψ = exk
(
1 +

ξ1(x)

k
+
ξ2(x)

k2
+ . . .

)
.

2. Íà Γ\{q} ôóíêöèÿ ψ ìåðîìîðôíà ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè â äèâèçîðå γ.
Ðàññìîòðèì D1-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé ψ:

M = D1ψ(x, P ) =
∞∑
n=0

O∂nxψ(x, P ).

ÍàM çàäàíà êàê ñòðóêòóðà D1-ìîäóëÿ, òàê è ñòðóêòóðà ìîäóëÿ íàä êîëüöîì ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé Aq íà Γ ñ ïîëþñîì â q. Òàêèì îáðàçîì M ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì Áåéêåðà � Àõèåçåðà
ðàíãà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L(λ)ψ = λψ, λ ∈ Aq.

Îïåðàòîðû L(λ), L(µ), µ ∈ Aq êîììóòèðóþò.

3.2. Ìîäóëè Áåéêåðà � Àõèåçåðà íà ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûõ

àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xg = Cg/{Zg + ΩZg} ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå êîìïëåêñíîå àáåëåâî
ìíîãîîáðàçèå, ãäå Ω � ñèììåòðè÷íàÿ g×g-ìàòðèöà ñ ImΩ > 0. Òýòà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ðÿäîì

θ(z) =
∑
n∈Zg

exp(πi⟨Ωn, n⟩+ 2πi⟨n, z⟩), z ∈ Cg,

ãäå ⟨n, z⟩ = n1z1 + · · ·+ ngzg. Ôóíêöèÿ θ(z) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïåðèîäè÷íîñòè

θ(z +Ωm+ n) = exp(−πi⟨Ωm,m⟩ − 2πi⟨m, z⟩)θ(z), m, n ∈ Zg.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òýòà-äèâèçîð (íóëè òýòà-ôóíêöèè) íåñèíãóëÿðåí. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Lc, c ∈ Cg, c /∈ Zg + ΩZg ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä Xg, ãëîáàëüíûå (ìåðîìîðôíûå)
ñå÷åíèÿ êîòîðîãî çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè f(z) íà Cg ñî ñâîéñòâîì

f(z +Ωm+ n) = exp(−2πi⟨m, c⟩)f(z),m, n ∈ Zg.

Íàïðèìåð, ìåðîìîðôíûì ñå÷åíèåì Lc ÿâëÿåòñÿ
θ(z+c)
θ(z) . Ïóñòü

Mc(n) =

f(z, x) exp
−

g∑
j=1

xj∂zj log θ(z)

 , f(z, x) ∈ H0(Xg,Lc+x(nΘ))

 ,

ãäå Θ � òýòà-äèâèçîð,
Mc = ∪∞

n=1Mc(n).

Òåîðåìà 3.1. (A. Íàêàÿøèêè) Åñëè òýòà-äèâèçîð íåñèíãóëÿðåí, òî Mc ÿâëÿåòñÿ ñâî-
áîäíûì Dg-ìîäóëåì ðàíãà g!

28



Ñëåäñòâèå 3.1. Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

L : AΘ →Mat(g!,Dg)

êîëüöà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà Xg ñ ïîëþñîì â Θ â êîëüöî (g! × g!)-ìàòðè÷íûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Íà ñàìîì äåëå òåîðåìà 3.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ:

grnMc =Mc(n)/Mc(n− 1), grMc =
⊕
n

grnMc,

Dg(n) = {
∑
|α|≤n

fα(x)∂
α
x ∈ Dg}, grDg =

⊕
n

Dg(n)/Dg(n− 1).

Òåîðåìà 3.2. (A. Íàêàÿøèêè) Åñëè òýòà-äèâèçîð íåñèíãóëÿðåí, òî grMc ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíûì grDg-ìîäóëåì ðàíãà g!

Ïðè g = 2 â Mc ìîæíî âûáðàòü áàçèñ ñëåäóþùåãî âèäà [31]:

ψ1 =
θ(z + c+ x)

θ(z)
exp(−x1∂z1 log θ(z)− x2∂z2 log θ(z)),

ψ2 =
θ(z + c+ c1 + x)θ(z − c1)

θ2(z)
exp(−x1∂z1 log θ(z)− x2∂z2 log θ(z)).

Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè θ(z+α)θ(z−α)
θ2(z)

ïî òåîðåìå Íàêàÿøèêè ñóùåñòâó-

þò åäèíñòâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Lα
ij ∈ D2 òàêèå, ÷òî

Lα
11ψ1 + Lα

12ψ2 =
θ(z + α)θ(z − α)

θ2(z)
ψ1,

Lα
21ψ1 + Lα

22ψ2 =
θ(z + α)θ(z − α)

θ2(z)
ψ2.

Ïðè ðàçëè÷íûõ α ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû ñ êîìïîíåíòàìè Lα
ij êîììóòèðóþò. Îïåðàòîðû Íà-

êàÿøèêè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [31, 32].

3.3. Ìîäóëè Áåéêåðà � Àõèåçåðà íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ

â ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó Xg � ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ñ íåñèíãóëÿð-
íûì òýòà-äèâèçîðîì. ×åðåç Θa îáîçíà÷èì ñäâèã òýòà-äèâèçîðà íà a ∈ Cg. Ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ

Y k = Θa1 ∩ · · · ∩Θak , k < g,

Qk = Y k ∩Θ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Y s ïåðåñåêàåòñÿ ñ Θas+1 è Θ òðàíñâåðñàëüíî è ÷òî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y k, Qk ⊂ Xg íåñèíãóëÿðíû. ×åðåç Lk

c îáîçíà÷èì îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ
Lc íà Y

k.
Ââåäåì ìîäóëü Áåéêåðà � Àõèåçåðà Mk

c = ∪∞
n=1M

k
c (n) íàä Dg−k:

Mk
c (n) =

f(z, x) exp
−

g∑
j=1

xj∂zj log ϑ(z)|Y k

 , f(z, x) ∈ H0(Y k,Lk
c+x(nQ

k))

 .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [33, 34].
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Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ai, c â îáùåì ïîëîæåíèè Mk
c ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì Dg−k-ìîäóëåì

ðàíãà g!.
Êðîìå òîãî grMk

c ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì grDg−k-ìîäóëåì ðàíãà g!.
Ñëåäñòâèå 3.2. Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

L : AQk →Mat(g!,Dg−k)

êîëüöà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà Y k ñ ïîëþñîì íà Qk â êîëüöî (g! × g!)-ìàòðè÷íûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

3.4. ÁÀ-ìîäóëè íà ðàöèîíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå â êà÷åñòâå ñïåêòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíî-
ãîîáðàçèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç CP 1 ×CPn−1 îòîæäåñòâëåíèåì äâóõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ôèêñèðóåì ÷åòûðå ÷èñëà a1, a2, b1, b2 ∈ C òàêèå, ÷òî ai è bi îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ
â íîëü è (a1 : b1) ̸= (a2 : b2). Ôèêñèðóåì òàêæå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
P : Cn → Cn. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èíäóöèðóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå CPn−1, êîòîðîå
áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì P. ×åðåç Γ îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå èç
CP 1 × CPn−1 îòîæäåñòâëåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé p1 × CPn−1 ∼
p2 × CPn−1 ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ P, ãäå pi = (ai : bi). À èìåííî: áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü òî÷êè

(a1 : b1, t) ∼ (a2 : b2,P(t)), t = (t1 : · · · : tn) ∈ CPn−1.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà Γ ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(P ) ñëåäóþùóþ ôîðìó íà Cn+2

f(z1, z2, t1, . . . , tn) =
n∑

i=1

(αiz1ti + βiz2ti), (2)

ãäå αi, βi ∈ C. Ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ t = (t1, . . . , tn) âûïîëíåíî òîæäå-
ñòâî

f(a1, b1, t)−Af(a2, b2,P(t)) = 0, A ∈ C∗, (3)

êîòîðîå äàåò îãðàíè÷åíèå íà âûáîð êîíñòàíò ai, bi, αi, βi. Â ñèëó ðàâåíñòâà (3) óðàâíåíèå

f(z1 : z2, t1 : · · · : tn) = 0

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ãèïåðïîâåðõíîñòü íà Γ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λj è wj ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðå-

îáðàçîâàíèÿ P. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

λj ̸= λk ïðè j ̸= k (4)

è ôîðìà f(P ) âûáðàíà òàê, ÷òî

f(a1, b1,wj) ̸= 0, j = 1, . . . , n. (5)

Íà Cn+2 ââåäåì äîïîëíèòåëüíî n ôîðì

fi(z1, z2, t1, . . . , tn) =
n∑

k=1

(αikz1tk + βikz2tk) .
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Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn âûïîëíåíî òîæäåñòâî

fi(a1, b1, t)

f(a1, b1, t)
− fi(a2, b2,P(t))

f(a2, b2,P(t))
− ci = 0, ci ∈ C. (6)

Â ñèëó (3) ýòî òîæäåñòâî ýêâèâàëåíòíî

fi(a1, b1, t)−Afi(a2, b2,P(t))− cif(a1, b1, t) = 0. (7)

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ôîðì ðàâíà (n+1). Âûáåðåì f1, . . . , fn òàê, ÷òîáû f1, . . . , fn
è f áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ëþáàÿ äðóãàÿ ôîðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (6), ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé f, f1, . . . , fn).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç MΓ(k) ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

ψ(x, P ) =
h(x1, . . . , xn, P )

fk(P )
exp

 n∑
j=1

fj(P )

f(P )
xj

 ,

äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ t = (t1 : · · · : tn) ∈ CPn−1 âûïîëíåíî òîæäåñòâî

ψ(x, a1 : b1, t)− Λψ(x, a2 : b2,P(t)) = 0, Λ ∈ C. (8)

Çäåñü P = (z1 : z2, t) ∈ CP 1 × CPn−1 è h(x, P ) � ôîðìà ñëåäóþùåãî âèäà:

h(x, P ) =
∑

0≤j≤k,|α|=k

hj α(x) z
j
1z

k−j
2 tα, (9)

ãäå α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, tα = tα1
1 · · · · · tαn

n .
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî Λ íå çàâèñèò îò x, òîæäåñòâî (8) ñîõðàíÿåò âèä ïðè

äèôôåðåíöèðîâàíèè ψ ïî xj . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì n îòîáðàæåíèé

∂xj :MΓ(k) →MΓ(k + 1), j = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì íà ìíîæåñòâå

MΓ =

∞∪
k=1

MΓ(k)

çàäàíà ñòðóêòóðà ìîäóëÿ Áåéêåðà � Àõèåçåðà íàä êîëüöîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
Dn.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà (ñì. [35]).
Òåîðåìà 3.4. Ìîäóëü Áåéêåðà � Àõèåçåðà MΓ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì Dn-ìîäóëåì ðàíãà

n, ïîðîæäåííûì n ôóíêöèÿìè èç MΓ(1).
Ñëåäñòâèå 3.2. Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

D : Af →Mat(n,Dn)

êîëüöà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà Γ ñ ïîëþñîì íà ãèïåðïîâåðõíîñòè f = 0 â êîëüöî äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn c ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàç-
ìåðíîñòè n× n.

Â ñèëó ðàöèîíàëüíîñòè Γ êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè (ñì. [35]).
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4. Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ êëàññèôèêàöèè êîììóòèðóþùèõ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, êàê ìû ïîëàãàåì, ÿâëÿåòñÿ âàæíûì.

1. Êëàññèôèöèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (ñèíãóëÿðíûå) X ñ ñèíãóëÿðíûì
óíèðàöèîíàëüíûì äèâèçîðîì Q-Êàðòüå Y , èíäåêñ n-êðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî
ðàâåí dn (ñì. òåîðåìó 1.3).

2. Êëàññèôèöèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ èç ï.1, äîïóñêàþùèå ïó÷êè Êðè÷å-
âåðà.

3. Íàéòè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãåîìåòðè÷åñêèå äàí-
íûå èç ï.1 è ïó÷êè Êðè÷åâåðà, ÷òîáû ìîæíî áûëî âîññòàíîâèòü ìîäóëü Áåéêåðà � Àõèåçåðà
èëè êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. òåîðåìó 1.5).

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [21] áûëà äàíà êëàññèôèêàöèÿ êîììóòàòèâíûõ ïîäêîëåö â êîëüöå
D̂ (ïîïîëíåííîì êîëüöå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ) â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ äàí-
íûõ è ïó÷êîâ áåç êðó÷åíèÿ (ñì. ââåäåíèå), ïðè÷åì òàêèå ïîäêîëüöà âêëþ÷àþò â ñåáÿ, êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé, è êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé
ðàáîòå. Ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè, ðàññìàòðèâàâøèéñÿ â ðàáîòå [21], îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà,
ñâÿçàííîãî ñ èçó÷åíèåì ìîäóëåé Áåéêåðà � Àõèåçåðà, è îñíîâàí íà îáîáùåíèè òåîðèè Ñàòî.
Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 1 îáà ïîäõîäà ñîãëàñîâàíû è ïðèâîäÿò ê èçâåñòíîé
êëàññèôèêàöèè êîëåö îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå ìíîãîîáðà-
çèé ðàçìåðíîñòè 2 ïîëåçíî ñðàâíèòü ýòè äâà ïîäõîäà.

Âîïðîñ î äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïó÷îê, îòíîñèòñÿ è
ê ïó÷êàì èç ðàáîòû [21]: êàêîâû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
ïó÷îê, ÷òîáû êîëüöî îïåðàòîðîâ â ïîïîëíåííîì êîëüöå D̂, ïîñòðîåííîå ïî ýòèì äàííûì,
ÿâëÿëîñü êîëüöîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ? Êàê ìû äóìàåì, îáà âîïðîñà ñîãëàñî-
âàíû.
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ABSTRACT

In this work we give a review of several results about commutative subrings of par-
tial di�erential operators. We show that n-dimensional commutative ring of partial
di�erential operators with scalar (not matrix) coe�cients (with certain mild condi-
tions) corresponds to a Baker � Akhiezer module on the spectral algebraic variety.
We also show that there is a family of coherent torsion free sheaves of special type.
The existence of such sheaves gives a strong restriction on the structure of the spec-
tral variety, in particular, it is possible to �nd the sel�ntersection index of a divisor
at in�nity.
Key words: commuting partial di�erential operators, spectral varieties, Baker-
Akhieser modules
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