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×èñëåííîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è òåîðèè

óïðóãîñòè ñ êðèâîëèíåéíûì èíòåðôåéñîì

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè ñ êðèâîëèíåéíûì èíòåð-
ôåéñîì ìåæäó ìàòåðèàëàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëà-
ñòè â ñî÷åòàíèè ñ àïïðîêñèìàöèåé çàäà÷è ïðè ïîìîùè íåêîíôîðìíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîñòðîåí ýô-
ôåêòèâíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ áëî÷íûì ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì ìàòðèöû ñèñòåìû.
Ïðîâåäåí àíàëèç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èòåðàöèîííûå ìåòîäû, ïåðåîáóñëîâëèâàòåëè, çàäà÷à ñ ñåäëîâîé òî÷-

êîé, äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè, êðèâîëèíåéíûé èíòåðôåéñ, ðàçðûâíûå ïàðàìåòðû Ëàìå.

Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) íà äåêîìïîçèöèîííîé îáëàñòè â ñî-
÷åòàíèè ñ ìîðòàðíûìè ñêëåéêàìè ðåøåíèÿ íà èíòåðôåéñå ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè ìîæåò áûòü
ýôôåêòèâíûì äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ.

Ìåòîä ìîðòàðíûõ ýëåìåíòîâ âïåðâûå áûë ïðåäñòàâëåí â [1] äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà. Îñíîâíûå èäåè ìåòîäà çàêëþ÷åíû â ñëåäóþùåì: (1) â êà÷åñòâå óñëîâèé ñîãëà-
ñîâàíèÿ íà èíòåðôåéñå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè; (2) ïðàâèëüíî âûáè-
ðàþòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà íà îáùåé ãðàíèöå ïîäîáëàñòåé. Îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó äëÿ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ èíòåð-
ôåéñîì, ïðåäñòàâëÿþùèì îòðåçîê, ïðåäñòàâëåíû â [2]. Îòìåòèì ðàáîòû [3] è [4], â êîòîðûõ
ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ïóàññîíà ñ êðèâîëèíåéíûì èíòåðôåéñîì.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè ñ ðàçðûâíûìè (êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè)
ïàðàìåòðàìè Ëàìå. Âòîðîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷è, ïîìèìî ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëèíèÿ ðàçäåëà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êðèâóþ.

Èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè òàê, ÷òîáû íà êàæäîé èç íèõ êîýôôèöè-
åíòû çàäà÷è áûëè ïîñòîÿííû. Äëÿ òàêîé äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ïðåäëîæåíà âàðèàöèîííàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ó÷èòûâàþùàÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ: (1)
óñëîâèå ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé; (2) óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé íà ôóíêöèîíàëàõ. Ïîäõîä íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïî ñðàâíå-
íèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ñïîñîáàìè íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí íåêîíôîðìíûé ÌÊÝ, îñíîâàí-
íûé íà òîì, ÷òî èíòåðôåéñ ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè èíòåðïîëèðóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûì îá-
ðàçîì, à íå ó÷èòûâàåòñÿ òî÷íî. Îòìåòèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ èíòåðôåéñà ïðîâåäåíà íåçà-
âèñèìûìè ñïîñîáàìè íà êàæäîé ïîäîáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñåòî÷íûå óçëû íå ñòûêóþòñÿ
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íà èíòåðôåéñå. Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äèñêðåòíîãî ñêà÷êà ôóíêöèè íà ëèíèè ðàçäåëà ñðåä.
Ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ áëî÷íûì ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì åå ìàòðèöû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîäåëüíîé çàäà÷è.

Ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå ìåòîäèêó, à èìåííî: 1) ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, íà êî-
òîðûõ êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû; 2) èñïîëüçîâàíèå ñåòîê íà ïîäîáëàñòÿõ, íå ñòûêóþùèõñÿ
íà îáùåì èíòåðôåéñå, â ñî÷åòàíèè ñ ìîðòàðíîé ñêëåéêîé ðåøåíèÿ; 3) ïîñòðîåíèå áëî÷íîãî
ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû � ìîæíî ïåðåíåñòè íà çàäà÷ó òå÷åíèÿ äâóõôàç-
íîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áåç ïåðåìåøèâàíèÿ, êîãäà èíòåðôåéñ ìåæäó ôàçàìè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ. Ðàáîòû ïî äàííîé òåìàòèêå, âêëþ÷àþùèå òåîðåòè÷åñêîå îáîñ-
íîâàíèå ìåòîäà, ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó
â ðàçëè÷íûì íîðìàõ ñåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ ïîäõîäà íà ÝÂÌ áóäóò
îïóáëèêîâàíû â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ è çàêëþ÷åíèÿ. Â ïåðâîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ñ ðàçðûâíûìè ïàðàìåòðàìè Ëàìå. Âòîðîé
ðàçäåë ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà äåêîìïîçèöèîííîé îáëàñòè;
ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîñòðîåí íåêîí-
ôîðìíûé ÌÊÝ, îïðåäåëåíà ïðèáëèæåííàÿ îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èòåðàöèîííûé
ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ÑËÀÓ ñ áëî÷íûì ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì ìàòðèöû ñèñòåìû îïè-
ñàí â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå. Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìî-
äåëüíîé çàäà÷è. Â çàêëþ÷åíèè ñäåëàíû âûâîäû îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω ⊂ R2 = {x̄ : x̄ = (x1, x2)} � âûïóêëàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
∂Ω(Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω). Îäíîñâÿçíûå îáëàñòè Ω1 è Ω2 òàêîâû, ÷òî Ω̄1 ∪ Ω̄2 = Ω̄, Ω̄1 ∩ Ω̄2 = Γ,
ãäå Γ � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (íåçàìêíóòàÿ, áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) êðèâàÿ, êîíöû êîòîðîé
ïðèíàäëåæàò ∂Ω. Êðèâóþ Γ áóäåì íàçûâàòü èíòåôåéñîì ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè Ω1 è Ω2.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âåêòîð ïåðåìåùåíèé u = (u1, u2), óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ, ãðàíè÷íûì è èíòåðôåéñíûì óñëîâèÿì:

− div σ(u) = F, â Ω, u = 0 íà ∂Ω,
[u] = 0, [σ(u) · n] = g íà Γ,

(1.1)

ãäå F = (F 1, F 2),g = (g1, g2) � çàäàííûå âåêòîð-ôóíêöèè â Ω è íà Γ ñîîòâåòñòâåííî, σ(u) =
{σij(u)}i,j=1,2 = {2µ εij(u)+λ(divu)δij}i,j=1,2 � òåíçîð íàïðÿæåíèé, ε(u) = {εij(u)}i,j=1,2 =

{1
2(

∂uj

∂xi
+ ∂ui

∂xj
)}i,j=1,2 � òåíçîð äåôîðìàöèé, δij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j,
n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γ.

Ïîëàãàåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû Ëàìå µ è λ çàäà÷è (1.1) êóñî÷íî-ïîñòîÿííû: µ ={
µ1, x̄ ∈ Ω1,

µ2, x̄ ∈ Ω2;
λ =

{
λ1, x̄ ∈ Ω1,

λ2, x̄ ∈ Ω2.
×åðåç zk îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò â Ωk

ñ îïðåäåëåííîé â Ω ôóíêöèåé z (zk = z|Ωk
), k = 1, 2, òîãäà [z] � ñêà÷îê ôóíêöèè z íà

Γ : [z] = z1|Γ∩Ω1
− z2|Γ∩Ω2

, ãäå z1|Γ∩Ω1
è z2|Γ∩Ω2

� ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäû ôóíêöèé z1 è z2
íà Γ.

2. Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
×åðåç Lp(Ω0), 1 ≤ p < +∞, îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè
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Ω0 âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé s, àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ïî ëåáåãîâîé ìåðå dx̄ = dx1dx2,

ñ íîðìîé ∥s∥Lp(Ω0) =
(∫
Ω0

|s(x̄)|p dx̄
)1/p

. ×åðåç L∞(Ω0) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåí-

íî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ζ â Ω0 òàêèõ, ÷òî ∥ζ∥L∞(Ω0) = ess sup
Ω0

|ζ(x̄)| < ∞. Wm
p (Ω0) =

{s ∈ Lp(Ω0) : Dαs ∈ Lp(Ω0) ∀α, |α| ≤ m � öåëîå, 1 ≤ p ≤ +∞} ñ íîðìîé ∥s∥Wm
p (Ω0) =( ∑

|α|≤m

∥Dαs∥pLp(Ω0)

)1/p
, Dαs =

∂|α|s

∂xα1
1 ∂xα2

2

, α = (α1, α2), αi ≥ 0 (öåëûå) è |α| = α1 + α2. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Hm(Ω0) ïðîñòðàíñòâî W
m
2 (Ω0) ñ íîðìîé ∥ · ∥m,Ω0 ≡ ∥ · ∥Wm

2 (Ω0). Åñëè m = 0,

òî H0(Ω0) ≡ L2(Ω0) (∥ · ∥0,Ω0 ≡ ∥ · ∥L2(Ω0)). Ïóñòü Γ0 � ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè Ω0, òîãäà

H1/2(Γ0) = {r ∈ L2(Γ0) : ∃s ∈ H1(Ω0), s|Γ0 = r}, ||r||1/2,Γ0
= inf

s∈H1(Ω0)

s|Γ0
=r

||s||1,Ω0 .

Äàëåå,Hm
∗ (Ω) = {z ∈ L2(Ω) : zk = z|Ωk

∈ Hm(Ωk),m ∈ N, k = 1, 2}, ∥z∥∗m,Ω = (
2∑

k=1

∥zk∥2m,Ωk
)1/2;

Hm
∗ (Ω) = {v = (v1, v2) : vl ∈ Hm

∗ (Ω)}, ∥v∥∗m,Ω = (
2∑

l=1

(∥vl∥∗m,Ω)
2)1/2 = (

2∑
k=1

∥vk∥2m,Ωk
)1/2;

H
1/2
00 (Γ) = {ρ ∈ H1/2(Γ) : ρ̄ ∈ H1/2(∂Ωk), k = 1, 2}, ρ̄ =

{
ρ, íà Γ,

0, íà ∂Ωk\Γ,
ñ íîðìîé

∥ρ∥
H

1/2
00 (Γ)

= inf
z∈H1(Ωk)

z|Γ=ρ,z|∂Ωk\Γ=0

||z||1,Ωk
;

H
1/2
00 (Γ) = {ρ = (ρ1, ρ2) : ρl ∈ H

1/2
00 (Γ)} ñ íîðìîé ∥ρ∥

H
1/2
00 (Γ)

= (
2∑

l=1

∥ρl∥2
H

1/2
00 (Γ)

)1/2;

V(Ω) = {v ∈ H1
∗(Ω) : [v] ∈ H

1/2
00 (Γ),v = 0 íà ∂Ω}, ∥v∥V(Ω) = (

2∑
k=1

∥vk∥21,Ωk
+ ∥[v]∥2

H
1/2
00 (Γ)

)1/2;

M(Γ) � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê H
1/2
00 (Γ) ñ íîðìîé ∥ν∥M(Γ) = sup

µ∈H1/2
00 (Γ)

∫
Γ

ν·µ dΓ

∥µ∥
H

1/2
00 (Γ)

.

Ïóñòü F j
k ∈ L2(Ωk) � ëèïøèöåâû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (j, k = 1, 2), à g ∈ M(Γ).

Îïðåäåëèì îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è: íàéòè
(u, β) ∈ V(Ω)×M(Γ) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (φ,ν) ∈ V(Ω)×M(Γ) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

a(u, φ) + d(φ, β) = l(φ),
d(u, ν) = 0,

(2.1)

ãäå ëèíåéíàÿ è áèëèíåéíûå ôîðìû èìåþò âèä

l(φ) =

2∑
m=1

lm(φ), l1(φ) =

∫
Ω1

F1 ·φ1 dx̄−
∫
Γ

g ·φ1|Γ∩Ω̄1
dΓ, l2(φ) =

∫
Ω2

F2 ·φ2 dx̄;

a(u,φ) =

2∑
m=1

am(u,φ), am(u,φ) =

∫
Ωm

(
2µm ε(um) : ε(φm) + λm divum divφm

)
dx̄;

d(φ,β) =
2∑

m=1

dm(φ,β), dm(φ,β) =

∫
Γ

(−1)m+1 χ β ·φm|Γ∩Ω̄m
dΓ.

Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà Γ â (2.1) èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ∫
Γ

(σij(u1)(n1)
j)φidΓ−

∫
Γ

giφidΓ =

∫
Γ

−(σij(u2)(n2)
j)φidΓ ∀φ ∈ H

1/2
00 (Γ), (2.2)
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∫
Γ

χ (u1 − u2)
i νi dΓ = 0 ∀ν ∈ M(Γ),

ãäå (n2)
j = −(n1)

j è (nm)j � j-ÿ êîìïîíåíòà âíåøíåé íîðìàëè nm ê Γ îòíîñèòåëüíî Ωm,
m = 1, 2, χ ∈ C1(Γ) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì χ = 1

det(γ ′◦γ −1)
; γ �

ïàðàìåòðèçàöèÿ Γ òàêàÿ, ÷òî γ ∈ C 2(Î ,R2), |y1 − y2| ≤ C |γ(y1)− γ(y2)| ∀y1, y2 ∈ Î = [a, b].
Äëÿ çàìûêàíèÿ ñ ïîìîùüþ (2.2) ïîëó÷åííûõ â Ω1 è Ω2 óðàâíåíèé â (2.1) ââåäåíà âñïî-

ìîãàòåëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ β = (β1, β2), îïðåäåëåííàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ∫
Γ

βi φi dΓ =

∫
Γ

− 1

χ
(σij(u1)(n1)

j)φi dΓ. (2.3)

Êîììåíòàðèé. Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà (2.1) ïîëó÷åíà èç êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè
(1.1) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì. [5]), ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ãðèíà íà ïîäîáëàñòÿõ. Â
[1] ðàññìîòðåí ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ íà äåêîìïîçèöèîííîé îáëàñòè.

3. Ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Âûïîëíèì òðèàíãóëÿöèþ Υh îáëàñòè Ω. Äëÿ êàæäîé Ωj èìååì êâàçèðàâíîìåðíîå (ñì.
[6]) ðàçáèåíèå Ωjh íà òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè ïîðÿäêà hj . Òðåóãîëüíèêè îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç K è íàçîâåì êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Èõ ñîâîêóïíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Υ
(j)
h . Ðàçáèåíèå

Ωjh =
∪

K∈Υ(j)
h

K àïïðîêñèìèðóåò ïîäîáëàñòü Ωj òàê, ÷òî ∂Ωjh ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé

èíòåðïîëÿöèåé ∂Ωj . Êîíöû èíòåðôåéñà Γ âõîäÿò â ìíîæåñòâî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Γ ïîñòðîåíû äâå êóñî÷íî-ëèíåéíûå èíòåðïîëÿöèè Γ1h è Γ2h, êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ∂Ω1h è ∂Ω2h ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê Γjh êóñî÷íî-ëèíåéíû, òî ïà-

ðàìåòðèçóåì èõ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé γjh : Î → R2, Î = [a, b]
è ïðè ýòîì γ1h(a) = γ2h(a), γ

1
h(b) = γ2h(b). Â êà÷åñòâå óçëîâ àïïðîêñèìàöèè äëÿ êîìïîíåíò âåê-

òîðà ïåðåìåùåíèé âûáåðåì âåðøèíû è ñåðåäèíû ñòîðîí K. Ìíîæåñòâà âåðøèí è ñåðåäèí
ñòîðîí íà K, ïðèíàäëåæàùèõ Γ1h, îáîçíà÷èì ÷åðåç N è L ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâà N̂ = {y ∈ Î : γ1h(y) = r; r ∈ N íà Γh ≡ Γ1h} è L̂ = {y ∈ Î : γ1h(y) = r; r ∈ L íà Γh}.
Ïîñêîëüêó Υ

(1)
h � ðåãóëÿðíàÿ ïî ïîñòðîåíèþ, à ïàðàìåòðèçàöèÿ γ èíòåðôåéñà Γ óäîâëå-

òâîðÿåò ñâîéñòâó èíúåêòèâíîñòè, òî óçëû N̂ îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ñåòêó íà Î. Îòìåòèì, ÷òî
ïîäìíîæåñòâà óçëîâ àïïðîêñèìàöèé Ω1h è Ω2h íà Γ íå ñîâïàäàþò, ò.å. ñåòêè íå ñòûêóþòñÿ
íà Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωh ðàçáèåíèå Ω : Ωh = Ω1h∪Ω2h = (

∪
K∈Υ(1)

h

K)∪(
∪

K∈Υ(2)
h

K) =
∪

K∈Υh

K.

Ïàðàìåòð h òàêîâ, ÷òî h ∼= h1 ∼= h2.

Äàëåå ââåäåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî íà Ωjh: V
(j)
h (Ωjh) � ïîäïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ, êâàäðàòè÷íûõ íà K, êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé èç H1(Ωjh), îáðàùàþ-
ùèõñÿ â íóëü íà ∂Ω ∩ ∂Ωj , j = 1, 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̂h ïðîñòðàíñòâî ëàãðàíæåâûõ ìíîæèòåëåé (ìîðòàðíûõ ôóíêöèé) íà
Î, ïîñòðîåííîå íà ñåòêå ñ óçëàìè èç N̂ , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ϖ̂h ∈ M̂h âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
ϖ̂h � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà L2; ϖ̂h êâàäðàòè÷íà íà êàæäîì âíóòðåííåì îò-
ðåçêå è ëèíåéíà íà êîíöåâûõ îòðåçêàõ ðàçáèåíèÿ Î (âñïîìîãàòåëüíûé óçåë íà âíóòðåííåì
ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ Î ñîâïàäàåò ñ óçëîì èç L̂). Ñëåäîâàòåëüíî, íà Γh îïðåäåëèì ïðîñòðàí-
ñòâî Mh òàêîå, ÷òî Mh = M̂h ◦ γ−1. Ïðè ýòîì ñåòî÷íîå ðåøåíèå βmjh ∈ Mh,m, j = 1, 2,
èùåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì � â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé êîýôôèöèåíòîâ
íà áàçèñíûå ôóíêöèè Mh. Êàê è â [7], ïîëàãàåì βmh = βm1h = −βm2h, ãäå βh = (β1h, β

2
h) �

ñåòî÷íûé àíàëîã β, îïðåäåëåííîé â (2.3). Èç òåîðèè ìåòîäà ìîðòàðíûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò
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ñóùåñòâîâàíèå ïðîåêòîðà Θ̂h : L2 → Ŵh, äëÿ êîòîðîãî∫
Î

v̂ ν̂ dÎ =

∫
Î

(Θ̂hv̂) ν̂ dÎ ∀ν̂ ∈ M̂h, ∥Θ̂hv̂∥0,Î ≤ CΘ̂h
∥v̂∥0,Î . (3.1)

Çäåñü ïðîñòðàíñòâî Ŵh � ïîäïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ, êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé,

îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà êîíöàõ Î , òàêîå, ÷òî Ŵh = {ω|Γ1h
◦ γ1h : ω ∈ V

(1)
h } è dim Ŵh =

dim M̂h. Êîíñòàíòà CΘ̂h
> 0 íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ Î.

Îïðåäåëèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà íà Ωh è Γh :

Vh(Ωh) = {vh : vmh ∈ V
(m)
h (Ωmh),m = 1, 2} ñ íîðìîé ∥vh∥Vh

= (∥vh∥21,Ωh
+ ∥[vh]h∥21/2,h,Γ)

1/2,

∥vh∥1,Ωh
= (

2∑
m=1

∥vmh∥21,Ωmh
)1/2 = (

2∑
m=1

∑
K∈Υ(m)

h

∥vmh|K∥21,K)1/2, ∥[vh]h∥1/2,h,Γ = h−1/2 ∥[vh]h∥0,Γ,

[vh]h � äèñêðåòíûé ñêà÷îê ôóíêöèè vh íà Γ, [vh]h = v1h ◦ γ1h ◦ γ−1 − v2h ◦ γ2h ◦ γ−1;

Vh(Ωh) = {vh = (v1h, v
2
h) : v

j
h ∈ Vh(Ωh), j = 1, 2} ñ íîðìîé ∥vh∥Vh

= (
2∑

j=1
∥vjh∥

2
Vh
)1/2 =

= (
2∑

j=1
(

2∑
m=1

∥vjmh∥
2
1,Ωmh

+ ∥[vjh]h∥
2
1/2,h,Γ))

1/2 = (∥vh∥21,Ωh
+ ∥[vh]h∥21/2,h,Γ)

1/2;

Mh(Γh) = {νh = (ν1h, ν
2
h) : ν

j
h ∈Mh(Γh), j = 1, 2} c íîðìîé ∥νh∥−1/2,h,Γ = h1/2 ∥νh∥0,Γ.

Ðèñ. 1. Îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî ñêà÷êà ôóíêöèè.
Çàìå÷àíèå 3.1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîñòðàíñòâà Vh è óòâåðæäåíèåì

òåîðåìû 4.2.1 èç [6] ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ôàêò: Vh ̸⊂ V. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íåêîíôîðìíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëèì ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) íà Ωh: ïðèáëèæåííûì ðå-
øåíèåì çàäà÷è (1.1) ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçîâåì ïàðó (uh, βh) ∈ Vh × Mh,
óäîâëåòâîðÿþùóþ � äëÿ ëþáûõ (φh,νh) ∈ Vh ×Mh � ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ah(uh, φh) + dh(φh, βh) = lh(φh),
dh(uh, νh) = 0,

(3.2)

lh(φh) =
2∑

m=1

lmh(φh), ah(uh,φh) =
2∑

m=1

amh(uh,φh),

l1h(φh) =

∫
Ω1h

F
ïðîä
1 ·φ1h dx̄−

∫
Î

ĝ · φ̂1h dÎ, l2h(φh) =

∫
Ω2h

F
ïðîä
2 ·φ2h dx̄;

amh(uh,φh) =
∑

K∈Υ(m)
h

∫
K

(
2µm ε(umh) : ε(φmh) + λm divumh divφmh

)
dK;
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dh(uh,νh) =

2∑
m=1

dmh(uh,νh) =

∫
Γ

χ[uh]h · νh dΓ,

âåêòîð φ̂1h = (φ̂1
1h, φ̂

2
1h) íà Î òàêîâ, ÷òî φ̂

i
1h = φi

1h|Γ1
h
◦γ1h ∈ Ŵh; F

ïðîä
m = ( (F 1

m)ïðîä, (F 2
m)ïðîä )

� ëèïøèöåâû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà Ωm ∪ Ωmh òàêèå, ÷òî F
ïðîä
m = Fm â Ωm ∩ Ωmh è

∥(F j
m)ïðîä∥W1

∞(Ωm∪Ωmh) ≤ C
F j
m
, C

F j
m
> 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò F j

m, m, j = 1, 2, à âåêòîð

ĝ = (ĝ1, ĝ2) óñòðîåí òàê, ÷òî ĝi ñîâïàäàåò ñ èíòåðïîëÿíòîì ôóíêöèè gi ◦ γ1h íà M̂h, i = 1, 2.

Îñòàëîñü ïåðåéòè â áèëèíåéíîé ôîðìå dh(·, ·) îò èíòåãðàëà ïî Γ ê èíòåãðàëó ïî Î∫
Γ

χ[uh]h · νh dΓ =

∫
Î

(u1h ◦ γ1h − u2h ◦ γ2h)i ν̂ih dÎ, ν̂ih = νih ◦ γ ∈ M̂h.

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ çàäà÷à (3.2) ïîðîæäàåò ÑËÀÓ, èìåþùóþ ñåäëîâóþ ìàòðèöó[
A D

DT 0

] [
ζ
η

]
=

[
ω
z

]
, (3.3)

A =

[
A1h 0
0 A2h

]
, D =

[
D1h

D2h

]
, ζ =

[
u1h

u2h

]
, η = βh, ω =

[
F1h

F2h

]
, z = 0. (3.4)

Îòìåòèì, ÷òî A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à D � ïðÿìîóãîëü-
íàÿ (íåêâàäðàòíàÿ) ìàòðèöà, ïðè÷åì íåíóëåâûå ìíîæèòåëè ïîëó÷åíû òîëüêî â òåõ óðàâíå-
íèÿõ ñèñòåìû (ñòðîêàõ ìàòðèöû), êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê óçëàì íà èíòåðôåéñå.

4. Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3), (3.4) ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (ñì. [8],
[9]) ñ ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì ìàòðèöû ñèñòåìû, óñòðîåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûå η0 è ζ0;
2) ïðîèçâîäèì èòåðàöèè k = 0, 1, 2, . . . , äàëåå âûïîëíÿåì øàãè 3) è 4), ïîêà íå áóäåò âûïîë-
íåíî óñëîâèå îñòàíîâêè (ñì. (4.4));
3) íàõîäèì âåêòîð ζk+1 :

ζk+1 = ζk + αk
1Â

−1(ω −Aζk −Dηk); (4.1)

4) âû÷èñëÿåì âåêòîð ηk+1 :

ηk+1 = ηk + αk
2Ŝ

−1(DT ζk+1 − z). (4.2)

Çäåñü ζ k, η k è ζ k+1, η k+1 � çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ íà k-é è (k+1)-é èòåðàöèÿõ (4.1), (4.2)
ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà αk

1 , α
k
2 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðîöåññîâ (4.1), (4.2). Ìàòðèöû Â è

Ŝ � ïåðåîáóñëîâëèâàþùèå ìàòðèöû äëÿ A è S = DTA−1D ñîîòâåòñòâåííî.
Íà êàæäîé èòåðàöèè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð íåâÿçêè r n è âåêòîð K̂−1 r n. Âåêòîð

íåâÿçêè r n äëÿ àáñòðàêòíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

q n+1 = q n + αn K̂
−1 r n, (4.3)

ðåøåíèÿ ñèñòåìû Kq = χ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì r n = χ−Kq n. Âåêòîð K̂−1 r n � ðåçóëüòàò
óìíîæåíèÿ îáðàòíîé ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû ñèñòåìû íà r n.

Äëÿ ýêîíîìè÷íîãî íàõîæäåíèÿ q n+1 â (4.3) (äëÿ (4.1)) èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà
K̂−1 r n â m-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà (ñì. [10], [11]). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàõî-
äèì ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES(m)-ìåòîä) (ñì. [10]).
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Àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèè ñ ïåðåîáóñëîâëèâàíèåì ìàòðèöû K èìååò âèä:
1) èçâåñòåí âåêòîð q n;
2) âû÷èñëÿåì âåêòîð íåâÿçêè r n = χ−Kq n è âåêòîð r n1 = K̂−1 r n;
3) íàõîäèì åâêëèäîâó íîðìó ϱ = ||r n1 ||;
4) â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì íîâûé âåêòîð θ1 = r n1 /ϱ;
5) äëÿ j = 1, ...,m;
6) íàõîäèì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð ρ : ρ ′ = Kθj , ρ = K̂−1 ρ ′;
7) äëÿ i = 1, ..., j;
8) âû÷èñëÿåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ψi j = (ρ, θi);
9) èùåì ïîïðàâêó âåêòîðà ρ = ρ− ψi jθi;
10) îêîí÷àíèå öèêëà ïî i 7);
11) âû÷èñëÿåì íîðìó ψj+1 j = ||ρ||, åñëè ψj+1 j = 0, òî âûõîä èç öèêëà ïî j 5);
12) åñëè ψj+1 j ̸= 0, òî âû÷èñëÿåì íîâûé âåêòîð θj+1 = ρ/ψj+1 j ;
13) îêîí÷àíèå öèêëà ïî j- 5);
14) â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàòðèöó Θm, ñîñòàâëåííóþ èç âåêòîðîâ θi, i = 1, ...,m (ñòîëá-
öîâ), è ìàòðèöó Ψm = {ψij}, êîòîðàÿ èìååò "ïî÷òè"âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä, äèàãîíàëü
ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ íåíóëåâàÿ, áîëåå òîãî, îíà íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, êðîìå,
ìîæåò áûòü, ïîñëåäíåãî;
15) íàõîäèì q n : q n+1 = q n + (ς1 θ1 + ... + ςm θm), ãäå âåêòîð ς = [ς1, ..., ςm]T :
ς = argmin ||ϱ e1 − Σm ς0||, e1 = [1, 0, ..., 0]T , ϱ � íîðìà èç ïóíêòà 3).

Ìîìåíòîì îñòàíîâêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.1), (4.2) ñëóæèò âûïîëíåíèå îöåíêè

∥rk∥ ≤ ε∥r0∥ (4.4)

äëÿ ïðîöåññà (4.1), ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû Â èñïîëüçóåì èäåþ (ñì. [11]) íåïîëíîãî

ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû íà òðåóãîëüíûå ìíîæèòåëè ILU(0), ò. å. Â = L̂ ·Û , ãäå L̂ è Û � âåðõíÿÿ
è íèæíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà A áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ, Â èìååò âèä

Â =

[
L̂1h 0

0 L̂2h

] [
Û1h 0

0 Û2h

]
.

Â àëãîðèòìå 1)�15), åãî ïóíêòàõ 2) è 6), íàõîäèì r n = Â r n1 , ρ
′ = Â ρ. Äëÿ òîãî ÷òîáû

âû÷èñëèòü âåêòîðû r n1 è ρ, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà íàéòè âåêòîðû r nU , ρ
′
U : r nU = Û r n1 , ρ

′
U =

Û ρ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåì r n = L̂ r nU , ρ
′ = L̂ ρ ′

U . Ýòè ÑËÀÓ ëåãêî ðàçðåøèìû áëàãîäàðÿ

òîìó, ÷òî ìàòðèöû L̂ è Û èìåþò òðåóãîëüíûé âèä.
Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïåðåîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû Ŝ â (4.2) è ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû ñ íåé íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó S̃ :

S̃ = DT Â−1D = (DT (Û)−1) · (L̂−1D) = ((ÛT )
−1
D)T · (L̂−1D) = Ỹ T · X̃.

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Ỹ T è X̃ èçëîæåí â [12]. Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà
X̃ ( Ỹ T ) íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
ìàòðèöû D. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðè-
öåé S̃ íåâîçìîæíî, â îòëè÷èå îò ýôôåêòèâíîãî óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó. Òàêèì îáðàçîì, S̃
ñëóæèò âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöåé ïðè ïîñòðîåíèè ïåðåîáóñëîâëèâàòåëÿ Ŝ.

Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ x ′ = H y ′ ïîñòðîåíà ïåðåîáóñëîâëèâàþùàÿ ìàòðèöà H̃, íî
îíà îáëàäàåò ïëîõèì ñâîéñòâîì: ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé H̃ (íàõîæäå-
íèå îáðàòíîé � H̃−1) íåâîçìîæíî. Òîãäà ñëåäóåò ïîñòðîèòü òàêóþ ïåðåîáóñëîâëèâàþùóþ
ìàòðèöó ê H � Ĥ, äëÿ êîòîðîé H̃ áóäåò âñïîìîãàòåëüíîé ñ òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî åå
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ìîæíî ëåãêî óìíîæèòü íà âåêòîð. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Ĥ áóäåò âû-
ãëÿäåòü êàê âíóòðåííÿÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà. Îòìåòèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ èòåðàöèîííàÿ
ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ò. å. ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ íåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (ñì. [10]).

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð r∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû Ĥ r∗ = r̄, òîãäà âíóòðåííÿÿ èòå-
ðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà áóäåò ñëåäóþùåé:
1) ω0 = 0;
2) ωl = ωl−1 + ϑl (r̄ − H̃ ωl−1), l = 1, ..., L;
3) r∗ = ωL, ãäå ϑl� ïàðàìåòð ïðîöåññà (â [13] � ïàðàìåòð ÷åáûøåâñêîãî óñêîðåíèÿ).

Ó íàñ â êà÷åñòâå òàêîé ïðîöåäóðû èñïîëüçîâàí GMRES(m)-ìåòîä, äëÿ êîòîðîãî K̂ = Id.
Êîììåíòàðèé. Ïîñòðîåííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Â îáùåì

ñëó÷àå ýòîò ôàêò äëÿ çàäà÷ ñåäëîâîãî òèïà óñòàíîâëåí â ðàáîòàõ [8], [9].

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.1). Ïóñòü Ω̄ = [−π, π]× [−π, π]. Èíòåðôåéñ Γ çàäàäèì ïàðàìåòðè-

÷åñêè:

{
x = a sin t, a− ÷èñëî,

y = t, t ∈ [−π, π].
Ïàðàìåòðû Ëàìå µ è λ çàäà÷è (1.1) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû: E � ìîäóëü Þíãà è ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

µ =
E

2 (1 + ν)
, λ =

ν E

(1− 2 ν) (1 + ν)
, E > 0, ν ∈ ( 0,

1

2
].

Â òåñòîâîì ïðèìåðå ïîëîæèì E =

{
1, x̄ ∈ Ω1,

10, x̄ ∈ Ω2,
ν = 1

4 . Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1.1) âûáåðåì

u1(x1, x2) = sin(x1) · sin(x2), u2(x1, x2) = cos(0.5x1) · cos(0.5x2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N
(j)
X1

è N
(j)
X2

êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ Ωj ïî îñè Ox1 è Ox2 ñî-

îòâåòñòâåííî. Øàã h
(j)
X2

ïî íàïðàâëåíèþ Ox2 ðàâåí 2π

N
(j)
X2

. Äëÿ êàæäîãî (x2)
(j)
k = k ·h(j)X2

, k =

0, . . . , N
(j)
X2
, çàäàåì ñâîé ðàâíîìåðíûé øàã ðàçáèåíèÿ Ωj ïî íàïðàâëåíèþ îñè Ox1. Ðàññìîò-

ðèì ñëó÷àé, êîãäà N
(j)
X2

= 2N
(j)
X1

è N
(2)
X1

= 2N
(1)
X1

(ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Òðèàíãóëÿöèè Υ
(j)
h ïîäîáëàñòåé Ωj , j = 1, 2.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [14]), ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ zi ∈ H2(Ωi) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà
ïëîñêîñòü R2 ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà H2, ò. å. ñóùåñòâóåò îïåðàòîð E2

i òàêîé, ÷òî

E2
i : H2(Ωi) → H2(R2), E2

i zi = zi â Ωi, ∥E2
i zi∥2,R2 ≤ C ∥zi∥2,Ωi . (5.1)
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Ïóñòü z ∈ H2
∗ (Ω). Îïåðàòîð E2 äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ z (E2z), åñëè íà êàæäîå ñóæåíèå

zi = z|Ωi ∈ H2(Ωi), i = 1, 2, äåéñòâóåò îïåðàòîð E2
i òàê, êàê îïðåäåëåíî â (5.1). Àíàëîãè÷íî

ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå äëÿ âåêòîðîâ. Åñëè vj ∈ H2
∗ (Ω), v

j
h ∈ Vh, òî

∥E2vj − vjh∥
2
0,Ωh

:= ∥E2
1v

j
1 − vj1h∥

2
0,Ω1h

+ ∥E2
2v

j
2 − vj2h∥

2
0,Ω2h

,

∥E2vj − vjh∥
2
Vh

:= ∥E2
1v

j
1 − vj1h∥

2
1,Ω1h

+ ∥E2
2v

j
2 − vj2h∥

2
1,Ω2h

+ ∥[E2vj − vjh]h∥
2
1/2,h,Γ,

à åñëè v = (v1, v2) ∈ H2
∗(Ω), vh = (v1h, v

2
h) ∈ Vh, òî

∥E2v − vh∥20,Ωh
:= ∥E2

1v1 − v1h∥20,Ω1h
+ ∥E2

2v2 − v2h∥20,Ω2h
,

∥E2v − vh∥2Vh
:= ∥E2

1v1 − v1h∥21,Ω1h
+ ∥E2

2v2 − v2h∥21,Ω2h
+ ∥[E2v − vh]h∥21/2,h,Γ.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü (N
(1)
X1
, N

(1)
X2
, N

(2)
X1
, N

(2)
X2

) = (16, 32, 32,
64); (32, 64, 64, 128); (64, 128, 128, 256). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1 è
2 äëÿ ñëó÷àåâ a = 0.1 è a = 0.5 ñîîòâåòñòâåííî. Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû âåëè÷èíû ïî-
ãðåøíîñòåé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå ïðîñòðàíñòâ Vh(Ωh), L2(Ωh) �
∆j

Vh
= ∥E2uj − ujh∥Vh

,∆j
L2

= ∥E2uj − ujh∥0,Ωjh
, j = 1, 2, è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå

ïðîñòðàíñòâ Vh(Ωh),L2(Ωh) � ∆Vh
= ∥E2u − uh∥Vh

,∆L2 = ∥E2u − uh∥0,Ωh
. Ìîìåíòîì

îñòàíîâêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.1), (4.2) ñëóæèò âûïîëíåíèå (4.4) ïðè ε = 10−5.
Íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïåðâîé è âòîðîé ïîäîáëàñòÿì,

èñïîëüçîâàí GMRES(15) è GMRES(30)-ìåòîäû ñîîòâåòñòâåííî. Ïîãðåøíîñòü äëÿ êîìïî-
íåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(Ω̄) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3 è 4.

Òàáëèöà 1 (ñëó÷àé a = 0.1)

N
(1)
X1

∆1
Vh

∆2
Vh

∆1
L2

∆2
L2

∆Vh
∆L2

16 0.00691940 0.00349519 0.00028222 0.00011291 0.00775206 0.00030397
32 0.00309785 0.00181720 0.00006879 0.00003002 0.00359151 0.00007506
64 0.00149823 0.00092457 0.00001731 0.00000800 0.00176054 0.00001907

Òàáëèöà 2 (ñëó÷àé a = 0.5)

N
(1)
X1

∆1
Vh

∆2
Vh

∆1
L2

∆2
L2

∆Vh
∆L2

16 0.01177526 0.00317894 0.00127992 0.00038764 0.01219682 0.00133733
32 0.00565795 0.00174316 0.00032031 0.00009952 0.00592039 0.00033542
64 0.00281574 0.00086194 0.00008015 0.00002646 0.00294472 0.00008441

Ðèñ. 3. Ïîãðåøíîñòü äëÿ 1-é êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå C(Ω̄),N
(1)
X1

= 16.
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Ðèñ. 4. Ïîãðåøíîñòü äëÿ 2-é êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå C(Ω̄), N
(1)
X1

= 16.

6. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîäåëüíîé çàäà÷è ìî-
æåì âûñêàçàòü ãèïîòåçó, ÷òî ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ äëÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà Vh(Ωh) óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî ñòåïåíè h, ò. å. ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà
O(h), à ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íîðìå L2(Ωh) � ïðîïîðöèîíàëüíî h

2,
ò. å. èìååò ïîðÿäîê O(h2).
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ABSTRACT

In the paper a non-uniform problem of elasticity with the curvilinear interface be-
tween materials is considered. For these decision, the domain decomposition method
in a combination to approximation of a problem by a nonconforming �nite element
method is applied. For a received system of a linear algebraic equations the e�ec-
tive iterative method with a block preconditioning is constructed. The analysis of
numerical experiments is carried out.
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