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Èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè äèôôóçèîííîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ

ó÷åòîì êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ïðèìåíèìîñòè äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîëèõðî-
ìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè âèäîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
èçëó÷åíèÿ ñî ñðåäîé ïðåîáëàäàåò êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. Íà ðÿäå àíàëèòè÷åñêèõ è
÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ïîêàçàíî, êàê ñîãëàñóåòñÿ ðåøåíèå äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ
óñðåäíåííûì ïî íàïðàâëåíèÿì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå, êîìïòîíîâ-

ñêîå ðàññåÿíèå.

1. Ââåäåíèå

Ïðîöåññ ïåðåíîñà ôîòîíîâ â ñïëîøíîé ñðåäå ñîïðîâîæäàåòñÿ ðÿäîì ôèçè÷åñêèõ ýô-
ôåêòîâ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ è îòíîñèòåëüíûé âêëàä â îáùóþ êàðòèíó âçàèìîäåéñòâèÿ
èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì çàâèñèò êàê îò ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, òàê è îò ñàìîãî âåùåñòâà. Îäíà-
êî â áîëüøèíñòâå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (òàêèõ êàê ðåíòãåíîâñêàÿ òîìîãðàôèÿ, ðàñ÷åò çàùèòû
ðåàêòîðîâ è ò.ä.) èñïîëüçóþòñÿ äèàïàçîíû ýíåðãèè, ãäå ñðåäè âñåõ âèäîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì ïðåîáëàäàåò êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. Äàííûé ýôôåêò ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîöåññ íåêîãåðåíòíîãî (ñ ïîòåðåé ýíåðãèè) ðàññåÿíèÿ êâàíòîâ íà ñâîáîäíîì
ýëåêòðîíå. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü âåëè÷èí, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûõ ýíåðãèÿì ïàäàþùåãî è
ðàññåÿííîãî ôîòîíîâ, çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ θ è íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ ðàññåè-
âàþùåãî âåùåñòâà è ýíåðãèè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Êîìïòîíà, èìåþùèì âèä [1]:

1

α′ =
1

α
+ 1− cos θ. (1)

Çäåñü α, α′ ýíåðãèè äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ âûðàæåííûå â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ, ñâÿçàííûå
ñ ýíåðãèåé â ýëåêòðîí-âîëüòàõ ñîîòíîøåíèåì α = E0/E, ãäå E0 � ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðî-
íà. Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ
äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî òðàêòóåòñÿ êàê óñðåäíåííàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì
ïëîòíîñòü ïîòîêà ôîòîíîâ â òî÷êå. Äèôôóçèîííûå ïðèáëèæåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â
òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ îöåíêè
êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà ôîòîíîâ. Òåîðèÿ ïðèìåíåíèÿ äèôôóçèîííûõ óðàâ-
íåíèé ðàçâèòà ïðåèìóùåñòâåííî â ìîíîýíåðãåòè÷åñêîì ñëó÷àå.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîëèõðîìà-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå ïðåîáëàäàíèÿ (ñðåäè îñòàëüíûõ âèäîâ
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âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì) íåêîãåðåíòíîãî êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è ïðî-
äîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðà, íà÷àòûå â [2].

Â ðàáîòå íà ðÿäå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ óñðåäíåííûì ðåøåíèåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Äàííîå óðàâíåíèå ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óðàâíåíèå ïåðåíîñà
èçëó÷åíèÿ íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàæå â ñëó÷àå ïðîñòûõ îáëàñòåé, äëÿ åãî ðå-
øåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðåäëîæåííîå äèôôóçèîííîå
ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì, ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äåìîíñòðè-
ðóþò ïåðñïåêòèâíîñòü è öåëåñîîáðàçíîñòü äàëüíåéøèõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â ýòîì
íàïðàâëåíèè.

2. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

èçëó÷åíèÿ ñ êîìïòîíîâñêèì ðàññåÿíèåì

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè
G è ÷òî ôîòîíû â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì ìîãóò ðàññåèâàòüñÿ
òîëüêî ïî çàêîíó Êîìïòîíà. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
(â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ) ôîòîíà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè (ω, α) â ôîòîí ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
(ω′, α′) ýòè ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Êîìïòîíà, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α′ = g(ω · ω′, α), g(ω · ω′, α) =
α

1− α(1− ω · ω′)
, (2)

ãäå ω · ω′ îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ω è ω′, îïèñûâàþùèõ íàïðàâëåíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåìåííàÿ ω èçìåíÿåòñÿ íà
åäèíè÷íîé ñôåðå Ω, à ïåðåìåííàÿ ω′ ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó åäèíè÷íîé ñôåðû Ωω,α =
{ω′ : ω′ ∈ Ω, ω · ω′ ≥ 1 − 1/α + 1/α}, è âåðíû íåðàâåíñòâà: α ≤ g(ω · ω′, α) ≤ α, ãäå α �
ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ, èñïóñêàåìàÿ èñòî÷íèêàìè.

Óðàâíåíèå ïåðåíîñà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä [3]:

ω ·∇rf(r, ω, α)+µ(r, α)f(r, ω, α) =

∫
Ωω,α

k(r, ω, ω′, α)f(r, ω′, g(ω ·ω′, α))dω′+J(r, ω, α). (3)

Çäåñü f(r, ω, α) � ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷åíèÿ â òî÷êå r ∈ G, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â íà-
ïðàâëåíèè ω ∈ Ω è èìåþùåãî ýíåðãèþ α ∈ [α, α]; µ(r, α) � êîýôôèöèåíò ïîëíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñî ñðåäîé â òî÷êå r ïðè ýíåðãèè, ðàâíîé α; J(r, ω, α) � ïëîòíîñòü
âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ k(r, ω, ω′, α) íàçûâàåòñÿ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿ-
íèÿ è ãëàâíàÿ çàâèñèìîñòü â ôóíêöèè k îïðåäåëÿåòñÿ ñå÷åíèåì Êëÿéíà�Íèøèíû [1].

Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ñõåìå ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ [5], ôóíêöèè
f(r, ω, α) è J(r, ω, α) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñôåðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé è â ðàçëîæåíèè îãðàíè÷èâàþòñÿ ëèøü íóëåâûì è ïåðâûì ÷ëåíàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèÿì äëÿ ðåøåíèÿ è ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ:

f(r, ω, α) ≈ f0(r, α) + ω · f1(r, α), J(r, ω, α) ≈ J0(r, α) + ω · J1(r, α). (4)
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Äàëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ f0(r, α) ïîäñòàâèì ïðèáëèæåíèÿ (4) â óðàâíåíèå ïåðåíîñà (3):

ω · ∇r(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) + µ(r, α)(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) =

=

∫
Ωω,α

k(r, ω, ω′, α)
(
f0(r, g(ω · ω′, α)) + ω′ · f1(r, g(ω · ω′, α))

)
dω′+

+ J0(r, α) + ω · J1(r, α). (5)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîòîíû ðàññåèâàþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî íà ìàëûå óãëû, òàê, ÷òî
ω · ω′ ∼ 1. Ðàñêëàäûâàÿ ïîä èíòåãðàëîì ôóíêöèè f0 è f1 â ðÿä Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé α è
îãðàíè÷èâàÿñü â ðàçëîæåíèÿõ ëèøü ïåðâûìè ÷ëåíàìè, ïîëó÷àåì

ω · ∇r(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) + µ(r, α)(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) =
= µ∗

s(r, α)f0(r, α) + ν(r, α)ω · f1(r, α) + J0(r, α) + ω · J1(r, α). (6)

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

µ∗
s(r, α) =

∫
Ωω,α

k(r, ω, ω′, α, α′)dω′, ν(r, α) =

∫
Ωω,α

(ω · ω′)k(r, ω, ω′, α, α′)dω′. (7)

Ôóíêöèÿ ν(r, α) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì àíèçîòðîïèè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíèé
êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ â òî÷êå r íà ýíåðãèè, ðàâíîé α. Âåëè÷èíà µ∗

s(r, α) íàçûâàåòñÿ äâîé-
ñòâåííûì êîýôôèöèåíòîì ðàññåÿíèÿ [4]. Åå îòíîøåíèå ê êîýôôèöèåíòó îñëàáëåíèÿ ïîêà-
çûâàåò êàêàÿ ÷àñòü ôîòîíîâ â òî÷êå r ñ ïåðâîíà÷àëüíîé ýíåðãèåé α′ ∈ [α, α] â ðåçóëüòàòå
êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ íà ðàçëè÷íûå óãëû ïðèîáðåòåò ýíåðãèþ α.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî (6) ïî ω, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

1

3
divrf1(r, α) +

(
µ(r, α)− µ∗

s(r, α)
)
f0(r, α) = J0(r, α). (8)

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (6) ñêàëÿðíî íà ω è èíòåãðèðóÿ åãî, ïðèõîäèì ê åùå îäíîìó óðàâ-
íåíèþ, êîòîðîå ñâÿçûâàåò âåëè÷èíû f0 è f1:

∇rf0(r, α) +
(
µ(r, α)− ν(r, α)

)
f1(r, α) = J1(r, α). (9)

Èç (8) è (9) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíû f0(r, α):

− divr

[
D(r, α)∇rf0(r, α)

]
+µ∗

a(r, α)f0(r, α) = J̃(r, α). (10)

Çäåñü D(r, α) =
(
3(µ(r, α) − ν(r, α))

)−1
, µ∗

a(r, α) = µ(r, α) − µ∗
s(r, α), J̃(r, α) = J0(r, α) +

divr

[
D(r, α)J1(r, α)

]
. Äàííîå óðàâíåíèå áóäåò îáúåêòîì íàøåãî äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïî ñâîåé ôîðìå îíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, êîòîðîå ñîîòâåòñòâó-
åò òðàäèöèîííîìó äèôôóçèîííîìó ïðèáëèæåíèþ â ìîíîýíåðãåòè÷åñêîì ñëó÷àå [5]. Îñíîâ-
íûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â íåì êîýôôèöèåíòà µ∗

a(r, α) âçàìåí µa(r, α). Âåëè÷èíà
µ∗
a(r, α) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ [4]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

óðàâíåíèå (10) ñîäåðæèò ýíåðãåòè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ α òîëüêî êàê ïàðàìåòð, íàëè÷èå êî-
ýôôèöèåíòà µ∗

a(r, α) ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè çà ñ÷åò êîìïòîíîâ-
ñêîãî ðàññåÿíèÿ. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ñàìîé
ñðåäû, íî è îò ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ.
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3. Ñðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ óðàâíåíèåì

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ

Íàøåé äàëüíåéøåé öåëüþ áóäåò ñðàâíèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè. Âåçäå äàëåå óñðåäíåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç f0, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ÷åðåç u0.

Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà ôîòîíîâ
â îäíîðîäíîé ñðåäå, ñîçäàâàåìîå ñëåäóþùèì èñòî÷íèêîì:

J(r, ω, α) =

{
δ(r), α ≤ α
0, α > α

. (11)

Äàííîå äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè [6]:

u0(r, α) =
exp

{
−
√

µ∗
a(α)/D(α)|r|

}
4πD(α)|r|

, α ≤ α. (12)

Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, íàïðîòèâ, íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàæå â òàêîì
ïðîñòîì ñëó÷àå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Àëãîðèòì ñîñòîÿë èç ñëåäóþùèõ
ïóíêòîâ:

1.Ðîçûãðûø ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôîòîíà. Íàïðàâëåíèå ω, â êîòîðîì
ïîëåòèò ôîòîí âûáèðàåòñÿ ðàâíîìåðíî íà ñôåðå.

2. Ðîçûãðûø ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíà â âåùåñòâå. Ó÷èòûâàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí
óìåíüøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ôîòîíîâ ñ ðàññòîÿíèåì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó
äëÿ ðîçûãðûøà äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â âåùåñòâå t [7]:

t = − ln(1− χ)/µ(α).

Çäåñü è äàëåå ïî òåêñòó ñèìâîëîì χ áóäåì îáîçíà÷àòü íåçàâèñèìóþ ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â äèàïàçîíå [0,1].

3. Ðîçûãðûø âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíà ñ âåùåñòâîì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà è ðàññåÿíèÿ
ïî Êîìïòîíó:

Pa = µa(α)/µ(α), Pc = 1− Pa,

ãäå µa � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ. Åñëè χ < Pa òî ôîòîí ïîãëîòèëñÿ, è òàêàÿ òðàåêòîðèÿ
äàëüøå íå îòñëåæèâàåòñÿ. Åñëè χ > Pa, òî ôîòîí ðàññååòñÿ, è íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íîâîå
íàïðàâëåíèå è ýíåðãèþ ôîòîíà.

4. Ðàññåÿíèå ôîòîíà ïî Êîìïòîíó. Çíà÷åíèå α′ ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ôîòîíà îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óðàâíåíèÿ

α′∫
α

dσC
dα

dα

 αmin∫
α

dσC
dα

dα

−1

= χ,

ãäå χ � íåçàâèñèìàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåð-
âàëå [0,1], αmin = α/(1 + 2α) � ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðóþ ìîæåò ïðèîáðåñòè ôîòîí
â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ, dσC/dα � äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ
â èíòåðâàë ýíåðãèé îò α äî α + dα, îïðåäåëÿåìîå ñå÷åíèåì Êëÿéíà�Íèøèíû [1]. Ðåøå-
íèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ � òðóäîåìêèé ïðîöåññ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé,
â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü çàðàíåå íàñ÷èòàííàÿ äâóìåðíàÿ òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ ðåøåíèÿ
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óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ïî α è χ. Â ïðîìåæó-
òî÷íûõ òî÷êàõ ïðèìåíÿëàñü ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ.

Íàéäåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ôîòîíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîñèíóñ óãëà
ðàññåÿíèÿ:

ν = 1 + 1/α− 1/α′,

çíàÿ êîòîðûé íåòðóäíî íàéòè íîâîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ôîòîíà [7].
5. Îöåíêà óñðåäíåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå òðàñ-

ñèðîâêè p ôîòîíîâ ñ ýíåðãèåé â èíòåðâàëå (α, α+∆α] ïîïàëè â íåêîòîðóþ çàäàííóþ îêðåñò-
íîñòü èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êè r, òîãäà îöåíêà ôóíêöèè f0 â äàííîé òî÷êå íà óðîâíå ýíåðãèè
α áóäåò èìåòü âèä

f0(r, α) ≃
1

N

p∑
i=1

J(αi)

∆α∆r
,

ãäå ∆r � îáúåì îêðåñòíîñòè òî÷êè r, αi � íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ôîòîíà (äî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî
ñðåäîé).

Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ èñïîëüçî-
âàëàñü â äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ìîäåëèðîâàëîñü 1011 òðàåêòîðèé è
îòñëåæèâàëîñü äî 20 àêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñî ñðåäîé. Äàííûå î ñå÷åíèÿõ âçà-
èìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì âçÿòû èç òàáëèö Õàáëà�Çåëüòöåðà [8]. Äëÿ ãåíåðàöèè
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â äèàïàçîíå [0,1], èñïîëüçîâàëñÿ äàò÷èê,
îïèñàííûé â ñòàòüå [9].

Ìîäåëèðîâàíèå ïîòåðè ýíåðãèè ôîòîíîâ. Ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè ôîòîíû
òåðÿþò ýíåðãèþ, òàê, ÷òî âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî α < α′ (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
ëèøü ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ âïåðåä, êîãäà α = α′). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ,
íàñêîëüêî áûñòðî ïðîèñõîäèò ýòà ïîòåðÿ ýíåðãèè â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè è êàê äèôôóçèîí-
íîå ïðèáëèæåíèå îòðàæàåò ýòîò ôàêò. Äëÿ îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ, íàéäåì ðàâíîâåñíûé
ñïåêòð [10], ñîçäàâàåìûé òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì (11). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ÷èñëåííî ïðîèí-
òåãðèðîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó è ïî âñåì óãëàì. Èíòåãðèðîâàíèå
ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó âûðàæåíèÿ (12) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñïåêòðà
â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè

u0(α) =
1

4πD(α)

∫
R3

exp
{
−
√

µ∗
a(α)/D(α)|r|

}
|r|

dr =

=
1

4πD(α)

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin2(ϕ)dϕ

∞∫
0

ρ exp{−
√

µ∗
a(α)/D(α)ρ}dρ =

1

µ∗
a(α)

. (13)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèè ýíåðãèè, ñîâïàäàþùåì ñ ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèåé èñòî÷íèêà
èçëó÷åíèÿ, âåëè÷èíû u0(α) è f0(α) áóäóò ñîâïàäàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α = α, òîãäà
èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â óðàâíåíèè (3) îáðàòèòñÿ â íóëü âñëåäñòâèå âûðîæäåíèÿ îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ Ωω,α. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè êîìïòîíîâñêîì
ðàññåÿíèè ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ, ïîýòîìó ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷å-
íèÿ íà ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïåðåíîñà â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èí-
òåãðàëà ñòîëêíîâåíèé (ôîòîíû, ïðåòåðïåâøèå ðàññåÿíèå, ïåðåéäóò íà äðóãèå óðîâíè ýíåð-
ãèè). Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (3) äëÿ ýíåðãèè α = α ìîæíî
çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå :

f(r, ω, α) =

∞∫
0

exp

−
t∫

0

µ(r − ωt, α)dt

J(r − ωt, ω, α)dt. (14)
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à á

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå ïîâåäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñïåêòðîâ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (òîëñòàÿ ëèíèÿ) è

óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (òîíêàÿ ëèíèÿ): a � äëÿ êèñëîðîäà; á � äëÿ æåëåçà.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî ïåðåìåííûì r ∈ R3, ω ∈ Ω, ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿíñòâî
êîýôôèöèåíòà îñëàáëåíèÿ µ, âèä èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ (11) è òîò ôàêò, ÷òî Ω× [0,∞) = R3,
ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñ ó÷åòîì (13), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

u0(α) = f0(α) =
1

µ(α)
. (15)

Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷íî îæèäàòü, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè, áëèçêèõ ê α, äîëæíî íà-
áëþäàòüñÿ ñîãëàñîâàíèå ìåæäó ïîâåäåíèåì óñðåäíåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èç-
ëó÷åíèÿ è åãî äèôôóçèîííûì ïðèáëèæåíèåì. Äëÿ ïðîâåðêè äàííîé ãèïîòåçû ÷èñëåííî áûë
íàéäåí ðàâíîâåñíûé ñïåêòð äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûé ñðàâíèâàëñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðîì, ðàññ÷èòàííûì ïî ôîðìóëå
(13). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè, áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíîìó
óðîâíþ ýíåðãèè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ, íàáëþäàåòñÿ ñîãëàñîâàíèå ìåæäó ñðàâíèâàåìûìè âå-
ëè÷èíàìè. Îäíàêî ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèè ðàçíîñòü ìåæäó íèìè áûñòðî ðàñòåò. Ïðè÷åì
÷åì áîëüøå àòîìíûé íîìåð ýëåìåíòà, òåì áûñòðåå ðàñòåò îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðàÿ
äëÿ òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèè â äâà ðàçà ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ
ïîðÿäêîâ. Ãðàôèêè ñðàâíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñïåêòðîâ äëÿ êèñëîðîäà è æåëåçà
ïðèâåäåíû íà ðèñ.1.

Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ôîòîíîâ â ïðîñòðàíñòâå. Íàøåé äàëüíåéøåé öå-
ëüþ áóäåò âûÿñíèòü, êàê ñîãëàñóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è åãî äèô-
ôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû,
ïðîâåäåííûå ðàíåå, äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå õîðîøî ðàáîòàåò ëèøü äëÿ çíà÷åíèé ýíåð-
ãèè áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàñ-
ñìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ñëó÷àå êîãäà
ýíåðãèÿ α = α.

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èìååò
ÿâíûé âèä (14). Èíòåãðèðóÿ åãî ïî ïåðåìåííîé ω ∈ Ω, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ
äëÿ óñðåäíåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ:

f0(r, α) =
exp {−µ(α)|r|}

|r|2
. (16)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â (12) α = α è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ µ∗
s(α) = 0, ν(α) = 0,

104



à á

Ðèñ. 2. Ïîâåäåíèå âåëè÷èí f0 (òîëñòàÿ ëèíèÿ) è u0 (òîíêàÿ ëèíèÿ) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

ïðè ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ: a � äëÿ êèñëîðîäà; á � äëÿ ñâèíöà.

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ:

u0(r, α) =
3µ(α) exp

{
−
√
3µ(α)|r|

}
4π|r|

. (17)

Èç (16) è (17) âèäíî êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ñðàâíèâàåìûõ âåëè÷èí. Ïîñìîòðèì, êàê îíè
áóäóò âåñòè ñåáÿ äëÿ êîíêðåòíûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ âìåñòî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé τ = µ(α)|r|, ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë êîòîðîé � ýòî êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ïðîáåãîâ â âåùåñòâå, êîòîðûå ìîæåò
ñîâåðøèòü ôîòîí èìåþùèé ýíåðãèþ ðàâíóþ α. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ âû-
ðàæåíèé (16) è (17), äàííûå âåëè÷èíû îêàçàëèñü áëèçêè äëÿ âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
íà óäàëåíèè 2 - 5 ñâîáîäíûõ ïðîáåãîâ îò èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ. Ïðè óäàëåíèè îò èñòî÷íèêà
èçëó÷åíèÿ áîëåå, ÷åì íà 5 ñâîáîäíûõ ïðîáåãîâ, ðàçíèöà ìåæäó ñðàâíèâàåìûìè âåëè÷èíàìè
áûñòðî ðàñòåò, ïðè÷åì ñêîðîñòü ðîñòà òåì âûøå, ÷åì áîëüøå àòîìíûé íîìåð õèìè÷åñêîãî
ýëåìåíòà. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ
è äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè äëÿ êèñëîðîäà (ðèñ. 2à) è äëÿ
ñâèíöà (ðèñ. 2á). ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè ðàâíûõ 0.95 Ìýâ è 0.9
Ìýâ ïðèâåëè ê ðåçóëüòàòàì, êîòîðûå îêàçàëèñü àíàëîãè÷íûìè ïðèâåäåííûì âûøå. Ãðàôè-
êè ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè
ýíåðãèè, ðàâíîé 0.9 Ìýâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå äèôôóçèè (10) ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â ðåçóëüòà-
òå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ,
äàëè íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ýíåðãèé, áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè èñòî÷íèêà
èçëó÷åíèÿ, è äëÿ ðàññòîÿíèé ïîðÿäêà 2�5 ñâîáîäíûõ ïðîáåãîâ îò èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ.
Äàííûå îãðàíè÷åíèÿ, î÷åâèäíî, âîçíèêàþò èç-çà óñëîâèÿ ìàëîñòè óãëà ðàññåÿíèÿ, âûïîë-
íåíèå êîòîðîãî, òðåáóåòñÿ ïðè âûâîäå äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñ öåëüþ ïðåîäîëåíèÿ
óêàçàííîãî óñëîâèÿ, îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè êîìïòî-
íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ôîðìå, ïðèâåäåííîé â [1].
Äàííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé δ-ôóíêöèþ Äèðàêà, âûðàæàþùóþ
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à á

Ðèñ. 3. Ïîâåäåíèå âåëè÷èí f0 (òîëñòàÿ ëèíèÿ) è u0 (òîíêàÿ ëèíèÿ) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

íà ýíåðãèè 0.9 Ìýâ: a � äëÿ æåëåçà; á � äëÿ ñâèíöà.

çàêîí Êîìïòîíà. Âîçìîæíî, ðàçëîæåíèå δ-ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå è ïîñëåäóþùåå ïîñòðî-
åíèå äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîìîæåò îáîéòè óêàçàííîå âûøå îãðàíè÷åíèå. Ñòîèò
òàêæå ïîìíèòü, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â îãðàíè÷åííûõ îá-
ëàñòÿõ, ê óðàâíåíèþ (10) äîáàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Âûáîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òàêæå
âëèÿåò íà êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíîå íàïðàâëåíèå äëÿ
èññëåäîâàíèé.
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ABSTRACT

This paper deals with di�usion approximation for the radiation transfer equation
which takes into account Ñompton scattering on electrons. An analytical and a nu-
merical examples are used to compare the solution of radiation transfer equation
with it's di�usion approximation.
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