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Òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè è àëãîðèòìè÷åñêèå çàäà÷è

â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Áåðíøòåéíà îá àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåñüþ ýêñïîíåíò â ìåòðèêå L1. Ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êëàññè-
÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà íà ñëó÷àé ñëó÷àéíûõ ôèíàíñîâûõ ðèñêîâ, çàâèñÿùèõ îò ñòðàõîâûõ
ðèñêîâ, è èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè ðàçîðåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðèñêà, âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, ñìåñè ïîêàçà-

òåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè â
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõî-
âûõ óùåðáîâ ïðèáëèæåíî ñìåñüþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à âåðîÿòíîñòü ðàçî-
ðåíèÿ ïðåäñòàâëåíà êîíå÷íîé ñóììîé ýêñïîíåíò ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòðîåíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ìîäåëè ðèñêà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì è ïà-
ðåòîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè óùåðáîâ.

Îäíàêî òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîé àïïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, â
êîòîðîé îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðàñòåò ëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷èñëà øàãîâ n. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà â
ìåòðèêå L1 ñâîáîäíà îò n, îäíàêî îòñóòñòâóåò òåîðåìà àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðà-
õîâîãî óùåðáà ñìåñüþ ïîêàçàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêàÿ òåîðåìà
àïïðîêñèìàöèè äîêàçûâàåòñÿ.

Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î
äåòåðìèíèðîâàííîñòè èíôëÿöèîííîãî ôàêòîðà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå àïïðîêñèìàöèÿ ðàáî-
òû [1] ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òàêèå ìîäåëè ðèñêà, â êîòîðûõ ôèíàíñîâûé è ñòðàõîâîé ðèñêè
ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ðàñïàðàëëåëè-
âàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ.

2. Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ðèñêà è åå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ìîäåëü ñòðàõîâîé êîìïàíèè (ñ øàãîì â 1 ãîä) ñ íà÷àëüíûì
êàïèòàëîì x, x ≥ 0, è íåîòðèöàòåëüíûìè óùåðáàìè

Zn, n = 1, 2..., P (Zn < t) = F (t).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòóïëåíèå ñðåäñòâ â êîìïàíèþ An, n = 1, 2, . . . , îïðåäåëÿåòñÿ ê êîíöó
n-ãî ãîäà êàê ðàçíîñòü ìåæäó åäèíè÷íîé ñóììîé ïðåìèè è óùåðáîì An = 1−Zn, à Rn > 1 �
èíôëÿöèîííûé ôàêòîð ïðè ïåðåõîäå ñ ìîìåíòà n−1 ê ìîìåíòó n, n = 1, 2, . . . Â òåðìèíîëî-
ãèè [2] âåëè÷èíà Xn = −An íàçûâàåòñÿ ñòðàõîâûì ðèñêîì, à âåëè÷èíà R−1

n � ôèíàíñîâûì
ðèñêîì, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(A) (Xn, Yn), n ≥ 1, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ (ï.í.î.ð.ñ.) âåêòîðîâ ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè.

Cóììà ñðåäñòâ Sn, íàêîïëåííûõ ñòðàõîâîé êîìïàíèåé ê êîíöó n-ãî ãîäà, óäîâëåòâîðÿåò
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

S0 = x, Sn = RnSn−1 +An, n = 1, 2, . . . . (1)

Âðåìÿ ðàçîðåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì x îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

τ(x) = inf {n = 1, 2, . . . : Sn ≤ 0|S0 = x} ,

à âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ψ(x, n) � ïî ôîðìóëå

ψ(x, n) = P (τ(x) ≤ n) .

Îïðåäåëèì ìàðêîâñêóþ öåïî÷êó

V0 = 0, Vn = R−1
n max {0, Xn + Vn−1} , n = 1, 2, . . . (2)

Â [3] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Cëó÷àéíûå âåëè÷èíû Un è Vn ñîâïàäàþò ïî ðàñïðåäåëåíèþ

Un
d
= Vn, n = 0, 1, ... (3)

Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ψ(x, n) = P (Vn ≥ x). (4)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ E(t) ðàâåíñòâàìè E(t) = 1, t < 0, E(t) = 0, t ≥ 0, è ïîëîæèì ôîð-
ìàëüíî, ÷òî ôóíêöèÿ exp(−t), îïðåäåëÿåìàÿ ïðè t ≥ 0 îáû÷íûì ñïîñîáîì, óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó exp(−t) = 1 ïðè t < 0. Íà îñíîâå òåîðåìû 1 ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) F (t)
ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñìåñüþ ïîêàçàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè 0<pr, λr<∞, r = 1, l, p1 + ...+ pl = 1,

F (t) =
l∑

r=1

pr exp(−λrt) (5)

è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Rn, n ≥ 1, òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì R > 1, ïðè÷åì
ïðè ëþáûõ i, j, k, 1 ≤ i ̸= j ≤ l, 0 ≤ k, ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λi, R

kλj ðàçëè÷íû.

Òîãäà äëÿ n ≥ 1 ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà A
(0)
n , A

(k,r)
n , 0 ≤ k ≤ n, 1 ≤ r ≤ l,

óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

ψ(t, n) = A(0)
n E(t) +

n∑
k=1

l∑
r=1

A(k,r)
n exp(−Rkλrt) (6)

è ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

A
(0)
1 = 1−

l∑
r=1

pr exp(−λr), A(1,r)
1 = pr exp(−λr), 1 ≤ r ≤ l,
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A
(0)
n+1 = 1−A(0)

n

l∑
r=1

pr exp(−λr)−

−
n∑

k=1

l∑
r=1

l∑
j=1

A(k,r)
n pj

Rkλr exp(−λj)− λj exp(−Rkλr)

Rkλr − λj
, (7)

A
(1,r)
n+1 = A(0)

n pr exp(−λr) +
n∑

k=1

l∑
j=1

A(k,j)
n pr

Rkλj exp(−λr)
Rkλj − λr

, (8)

A
(k+1,r)
n+1 = −A(k,r)

n

l∑
j=1

pjλj
exp(−Rkλr)

Rkλr − λj
, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ r ≤ l. (9)

Ïóñòü ψ(x, n), ψ∗(x, n) � âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ìîäåëè (2) ñ ô.ð. ñòðàõîâûõ óùåðáîâ
F (x), F ∗(x), ãäå ñèìâîëîì ”∗” õàðàêòåðèçóåòñÿ âîçìóùåííàÿ öåïü Ìàðêîâà V ∗

n :

V ∗
0 = 0, V ∗

n = R−1max
{
0, X∗

n + V ∗
n−1

}
, n = 1, 2, . . . , (10)

â êîòîðîé X∗
n = Z∗

n − 1, P (Z∗
n < x) = F ∗(x). Òîãäà, ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé

ρ(F ∗, F ) = sup
0≤x

|F ∗(x)−F (x)|, ðåçóëüòàòàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè íåïðåðûâíîñòü ñèñòåì ìàñ-

ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ [4, òåîðåìà 1] è òåîðåìîé 1, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 3. Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
0≤x

|ψ(x, n)− ψ∗(x, n)| ≤ nρ(F, F ∗), n > 0. (11)

Ñêàæåì, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t), ñîñðåäîòî÷åííîãî íà [0,∞], ÿâëÿåòñÿ ïîëíî-
ñòüþ ìîíîòîííîé, åñëè ó íåå ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è (−1)kf (k)(t) ≥ 0 äëÿ
âñåõ t > 0 è k ≥ 1. Ïðèìåðîì òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó F (x) = 1− F (x) = (1 + bx)−α, x > 0. Èç òåîðåìû Áåðíøòåéíà [5,
òåîðåìû 3.1, 3.2] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ô.ð. F ñ ïîëíîñòüþ ìîíîòîííîé ïëîòíîñòüþ ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóìì ýêñïîíåíò

Fs(x) =

ls∑
i=1

psi(1− exp(−λsix)), x ≥ 0, s > 0,

ãäå 0 < λsi, psi <∞ è ps1 + . . .+ psls = 1, ïðè÷åì ρ(F, Fs) → 0, s→ ∞.

3. Òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè â ìåòðèêå L1

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èç ñîîòíîøåíèé (2), (10) íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðà-
âåíñòâî

E|Vn − V ∗
n | ≤

δ

R− 1
, n > 0. (12)

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå L1(Φ,Ψ) ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Φ,Ψ ðàâåíñòâîì

L1(F,G) =

∫ ∞

−∞
|F (t)−G(t)|dt. (13)
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Òîãäà ìåòðèêà L1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñðåäè ìåòðèê âèäà E|U − U∗| â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû U,U∗ èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ Φ,Ψ, ñîîòâåòñòâåííî [4]. Ïîýòîìó èç
íåðàâåíñòâ (2) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

L1(ψ(x, n), ψ
∗(x, n)) ≤ L1(F, F

∗)

R− 1
, n > 0. (14)

Ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ (11), (14) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ìåòðèêå L1 îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè çà-
ìåíå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Vn íà V ∗

n íå çàâèñèò îò n, ÷òî äåëàåò åå áîëåå ïðèâëåêàòåëüíîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé. Îäíàêî èçâåñòíà òåîðåìà Áåðíøòåéíà îá àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ àáñîëþòíî ìîíîòîííîé ïëîòíîñòüþ ñìåñüþ ïîêàçàòåëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, à â ìåòðèêå L1 àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ íåò. Ïî-
ýòîìó çàêîíîìåðíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ïîäîáíîé òåîðåìû.
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ô.ð. F (t) ðàñïðåäåëåíà íà [0,∞), èìååò ñðåäíåå

M =

∫ ∞

0
F (t)dt <∞, F (t) = 1− F (t) (15)

è ïîëîæèòåëüíóþ íåïðåðûâíóþ ïëîòíîñòü f(t), ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî T > 0

inf
0≤t≤T

f(t) =
1

A(T )
> 0. (16)

Òåîðåìà 4. Åñëè ô.ð. F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (15), (16), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ô.ð. Ln(t), ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïîëóîñè [0,∞) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

F (t) =

r∑
i=1

ai exp(−bit), t > 0; −∞ < ai <∞, bi > 0, (17)

ïðè÷åì L1(F,Ln) < 4ε.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î äàííîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [6, 7].
Ëåììà 1. Åñëè ô.ð. F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (15), (16), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñó-

ùåñòâóåò äèñêðåòíàÿ ô.ð. Gn ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì n ïîëîæèòåëüíûõ àòîìîâ, ïðè÷åì

L1(F,Gn) < 2ε.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ε è, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (15), îïðå-

äåëèì Tε òàê, ÷òîáû ∫ ∞

Tε

F (t)dt < ε. (18)

Ïî óñëîâèþ (16) íàéäåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî

A(Tε)

n
< ε, (19)

è ïîëîæèì δ = F (Tε). Îïðåäåëèì ti, 1 ≤ i ≤ n, èç ðàâåíñòâ

F (ti) =
i(1− δ)

n
, 1 ≤ i < n, F (tn) = F (Tε) = 1− δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñêðåòíàÿ ô.ð. Gn óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

Gn(t) = 0, 0 ≤ t < t1, Gn(t) = F (t2), t1 ≤ t < t2, Gn(t) = F (t3), t2 ≤ t < t3, . . . ,

(20)

Gn(t) = F (tn), tn−1 ≤ t < Tε, Gn(t) = 1, Tε ≤ t <∞.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (13), (18), (20), ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî L1(F,Gn) < 2ε.
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Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ô.ð. Gn ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñìåñüþ

òî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé

Gn(t) =
1− δ

n

[
21(t− t1) +

n−1∑
i=2

1(t− ti)

]
+ δ1(t− Tε),

ãäå 1(t− a) � ô.ð., ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå a.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ ε > 0, k > 0 ñóùåñòâóåò ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå H(t),

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó L1(1(t− k),H(t)) < ε.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì Erl(m,λ) ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíî-

ñòüþ
λmtm−1 exp(−λt)

(m− 1)!
, t > 0,

êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñóììó m íåçàâèñèìûõ ñ.â. ñ ïîêàçàòåëüíîé ïëîòíîñòüþ λ exp(−λt), t >
0. Òîãäà Erl(m, k) èìååò ñðåäíåå m/k è äèñïåðñèþ m/k2. ×òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ðàñïðå-
äåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â òî÷êå k > 0 ýðëàíãîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, âîçüìåì Erl(m,m/k)
è óñòðåìèì m ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âûáðàòü mε òàê, ÷òîáû äèñïåðñèÿ
ô.ð. H = Erl(m,m/k) íå ïðåâîñõîäèëà ε2 è, ñëåäîâàòåëüíî, L1(1(t− k),H(t)) ≤ ε.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýðëàíãîâñêèå ô.ð. H1(t), . . . ,Hn(t) âûáðàíû â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ëåììîé 2 òàê, ÷òîáû

L1(1(t− t1),H1(t)) < ε, . . . , L1(1(t− tn),Hn(t)) < ε,

òîãäà L1(Gn, Qn) < ε, ãäå

Qn(t) =
1− δ

n

[
2H1(t) +

n−1∑
i=2

Hi(t)

]
+ δHn(t).

Ëåììà 3. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η íåçàâèñèìû è P (ξ > t) = exp(−µt),
P (η > t) = exp(−λt)), 0 < λ, µ, λ ̸= µ, òîãäà

P (ξ + η > t) =
µ exp(−λt)− λ exp(−µt)

µ− λ
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì

P (ξ + η > t) =

∫ t

0
exp(−µ(t− u))λ exp(−λu)du+

∫ ∞

t
λ exp(−λu)du =

=
exp(−λt)− exp(−µt)

µ/λ− 1
+ exp(−λt) = µ/λ exp(−λt)− exp(−µt)

µ/λ− 1
.

Ëåììà 4. Åñëè ô.ð. H ñîâïàäàåò ñ Erl(m,λ), òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîñòðî-

èòü ô.ð. S, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ïîëóîñè [0,∞) è òàêóþ, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

âèäà (17), ïðè÷åì L1(H,S) < ε.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, . . . , ηm íåçàâèñèìû è èìåþò

ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ ñóììà
m∑
i=1

ηi èìååò ô.ð. H.

Âûáåðåì òåïåðü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξm ñ ïîêàçàòåëüíûìè ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè, èìåþùèìè ïàðàìåòðû λ1, . . . , λm òàê, ÷òîáû

m∑
i=1

∣∣∣∣ 1λ − 1

λi

∣∣∣∣ < ε, λi ̸= λj , 1 ≤ i ̸= j ≤ m,
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è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ωn, n ≥ 1, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, 1]
òàê, ÷òîáû

ηi = − lnωi

λ
, ξi = − lnωi

λi
, 1 ≤ i ≤ m.

Îáîçíà÷èì S(t) = P

(
m∑
i=1

ξi < t

)
. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ηi −
m∑
i=1

ξi

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

E|ηi − ξi| ≤ ε.

Åñëè çàìåíèòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìåòðèêó E|X − Y | ñîîòâåòñòâóþùåé åé ìèíèìàëü-
íîé ìåòðèêîé, òî â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåðàâåíñòâî L1(H,S) < ε. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3,
íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü ô.ð. S(t) â âèäå (17).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ô.ð. S1(t), . . . , Sn(t) âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåì-

ìîé 3 òàê, ÷òîáû

L1(H1, S1) < ε, . . . , L1(Hn, Sn) < ε,

òîãäà L1(Qn, Ln) < ε, ãäå

Ln(t) =
1− δ

n

[
2S1(t) +

n−1∑
i=2

Si(t)

]
+ δSn(t)

è ô.ð. Ln(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (17).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 1�4 è çàìå÷àíèÿ 1.
Ëåììà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ1, . . . , λl � ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è R = m/n,

ãäå m,n � íàòóðàëüíûå è âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λ̃1, . . . , λ̃l òàêèå, ÷òî

|λi − λ̃i| < ε, λ̃i ̸= Rkλ̃j , 1 ≤ i ̸= j ≤ l, k ≥ 0. (21)

4. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ

ïðè ñëó÷àéíîì ôèíàíñîâîì ðèñêå

Òåîðåìà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F
∗
(t) = exp(−λt) è ôèíàíñîâûå ðèñêè Rn, , n ≥ 1,

ÿâëÿþòñÿ í.î.ð.ñ.â. ñ äâóõòî÷å÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

P (Rn = R+) = p+, P (Rn = R−) = p−, p+ + p− = 1, R+ > 1, R− > 1.

Òîãäà äëÿ n ≥ 1 ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà B
(0)
n , B

(k,s)
n , 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ s ≤ k,

óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

ψ∗(t, n) = B(0)
n E(t) +

n∑
k=1

k∑
s=0

B(k,s)
n exp(−Rs

+R
k−s
− λt) (22)

è ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

B
(0)
1 = 1− e−λ, B

(1,0)
1 = p−e

−λ, B
(1,1)
1 = p+e

−λ,
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B
(0)
n+1 = 1−B(0)

n exp(−λ)−
n∑

k=1

k∑
s=0

B(k,s)
n

Rs
+R

k−s
− exp(−λ)− exp(−Rs

+R
k−s
− λ)

Rs
+R

k−s
− − 1

, (23)

B
(1,0)
n+1 = p−

(
B(0)

n exp(−λ) +
n∑

k=1

k∑
s=0

B
(k,s)
n Rs

+R
k−s
− exp(−λ)

Rs
+R

k−s
− − 1

)
,

(24)

B
(1,1)
n+1 = p+

(
B(0)

n exp(−λ) +
n∑

k=1

k∑
s=0

B
(k,s)
n Rs

+R
k−s
− exp(−λ)

Rs
+R

k−s
− − 1

)
,

B
(k+1,s)
n+1 = −I(s < k + 1)p−

B
(k,s)
n exp(−Rs

+R
k−s
− λ)

Rs
+R

k−s
− − 1

−

(25)

−I(s > 0)p+
B

(k,s−1)
n exp(−Rs−1

+ Rk−s+1
− λ)

Rs−1
+ Rk−s+1

− − 1
, 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ s ≤ k + 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî

ψ∗(t, 1) = (1− e−λ)E(t) + p+e
−λ exp(−R+λrt) + p−e

−λ exp(−R−λt)

è, ñëåäîâàòåëüíî, B
(0)
1 = 1 − e−λ, B

(1,0)
1 = p−e

−λ, B
(1,1)
1 = p+e

−λ. Äîêàæåì èíäóêöè-
åé ïî ïî i, ÷òî ψ∗(t, i) óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå (22) ïðè íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ

B0
i , B

(k,s)
i , 1 ≤ k ≤ i, 0 ≤ s ≤ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè

i = n è ïðîâåðèì åãî ïðè i = n+ 1. Äåéñòâèòåëüíî,

P (V ∗
n + Z∗

n+1 > t) = B(0)
n exp(−λt)+

+

n∑
k=1

k∑
s=0

B(k,s)
n

Rs
+R

k−s
− exp(−λt)− exp(−Rs

+R
k−s
− λt)

Rs
+R

k−s
− − 1

,

è çíà÷èò,

P ((V ∗
n + Z∗

n − 1)+ > t) = B
(0)
n+1E(t) +B(0)

n exp(−λ) exp(−λt)+

+

n∑
k=1

k∑
s=0

B(k,s)
n

Rs
+R

k−s
− exp(−λ) exp(−λt)− exp(−Rs

+R
k−s
− λ) exp(−Rs

+R
k−s
− λt)

Rs
+R

k−s
− − 1

,

ãäå B
(0)
n+1 óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (23), ñëåäîâàòåëüíî,

ψ∗(t, n+ 1) = B
(0)
n+1E(t) +B(0)

n exp(−λ)(p+ exp(−R+λt) + p− exp(−R−λt))+

+

n∑
k=1

k∑
s=0

B
(k,s)
n Rs

+R
k−s
− exp(−λ)

Rs
+R

k−s
− − 1

(p+ exp(−R+λt) + p− exp(−R−λt))−

−
n∑

k=1

k∑
s=0

B
(k,s)
n exp(−Rs

+R
k−s
− λ)

Rs
+R

k−s
− − 1

(p+ exp(−Rs+1
+ Rk−s

− λt) + p− exp(−Rs
+R

k−s+1
− λt))

è B
(1,s)
n+1 , s = 0, 1 óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (24), à B

(k+1,s)
n+1 � ðåêóððåíòíûì

ôîðìóëàì (25), 0 ≤ s ≤ k + 1, 1 ≤ k ≤ n.
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Ñëåäñòâèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F
∗
(t) =

∑l
r=1 pr exp(−λrt) è í.î.ð.ñ.â. Rn, n ≥ 1,

èìåþò äâóõòî÷å÷íîå ðàñïðåäåëåíèå

P (R = R+) = p+, P (R = R−) = p−, p+ + p− = 1, R+ > 1, R− > 1.

Òîãäà ïðè n ≥ 1 ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà B
(0)
n , B

(k,s,r)
n , r ≤ l, êîòîðûå óäîâëå-

òâîðÿþò ðàâåíñòâàì

ψ∗(t, n) = B(0)
n E(t) +

n∑
k=1

k∑
s=0

l∑
r=1

B(k,s,r)
n exp(−Rs

+R
k−s
− λrt)

è ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

B
(0)
1 = 1−

l∑
r=1

pre
−λr , B

(1,0,r)
1 = p−pre

−λr , B
(1,1,r)
1 = p+pre

−λr , 0 ≤ r ≤ l,

B
(0)
n+1 = 1−B(0)

n

l∑
r=1

pr exp(−λr)−

−
n∑

k=1

k∑
s=0

l∑
r=1

l∑
i=1

piB
(k,s,r)
n

Rs
+R

k−s
− λr exp(−λi)− λi exp(−Rs

+R
k−s
− λr)

Rs
+R

k−s
− λr − λi

,

B
(1,0,r)
n+1 = p−pr exp(−λr)

(
B(0)

n +

n∑
k=1

k∑
s=0

l∑
i=1

B
(k,s,i)
n Rs

+R
k−s
− λi

Rs
+R

k−s
− λi − λr

)
, 1 ≤ r ≤ l,

B
(1,1,r)
n+1 = p+pr exp(−λr)

(
B(0)

n +

n∑
k=1

k∑
s=0

l∑
i=1

B
(k,s,i)
n Rs

+R
k−s
− λi

Rs
+R

k−s
− λi − λr

)
, 1 ≤ r ≤ l,

B
(k+1,s,r)
n+1 = −I(s < k + 1)p−

l∑
i=1

B
(k,s,r)
n λipi exp(−Rs

+R
k−s
− λr)

Rs
+R

k−s
− λr − λi

−

−I(s > 0)p+

l∑
i=1

B
(k,s−1,r)
n λipi exp(−Rs−1

+ Rk−s+1
− λr)

Rs−1
+ Rk−s+1

− λr − λi
, 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ s ≤ k + 1.

Çàìå÷àíèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè

ψ∗(t, n) èìååò ïîðÿäîê n, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 � ïîðÿäîê n2. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Rn èìåþò m-òî÷å÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, m > 2, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî êîýôôèöè-
åíòîâ èìååò ïîðÿäîê nm. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î ðåçîííîñòè òàêîãî âûáîðà âåðîÿò-

íîñòíîé ìîäåëè, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Rn íåçàâèñèìû. Àëüòåðíàòèâîé ðàññìîòðåí-

íîé â òåîðåìå 5 âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü, â êîòîðîé, íàïðèìåð,

ñ âåðîÿòíîñòüþ p+ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà R1 = R2 = . . . = R+, P (Zn < t) = F+(t), è ñ

âåðîÿòíîñòüþ p− âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà R1 = R2 = . . . = R−, P (Zn < t) = F−(t).
Äàííóþ ìîäåëü íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Rn è

ô.ð. F (t) ïðèíèìàþò m çíà÷åíèé. Ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ψ∗(t, n) ìîæíî îïðåäå-

ëÿòü ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ

íà øàãå n èìååò ïîðÿäîê n.
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ABSTRACT

In this paper an analog of the Bernstein theorem about an approximation of a prob-
ability distribution by a mixture of exponential distribution is proved in the metric
L1. Di�erent generalizations of classical risk model on a case of dependent �nan-
cial and insurance risks are constructed. In this case a possibility of a paralleling of
algorithms of ruin probability calculation is analyzed.
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