
ÄÀËÜÍÅÂÎÑÒÎ×ÍÛÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË. 2010. Òîì 10. � 2. C. 93�105

ÓÄÊ 517.95
MSC2000 76D55

c⃝ È.Ñ. Âàõèòîâ⋆

Îáðàòíàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñòàðøåãî

êîýôôèöèåíòà â óðàâíåíèè äèôôóçèè � ðåàêöèè

Ñôîðìóëèðîâàíà îáðàòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñòàðøåãî êîýôôèöè-
åíòà äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èññëåäîâàíà åå ðàçðåøèìîñòü, îáîñíîâà-
íî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è ïîñòðîåíà ñèñòåìà
îïòèìàëüíîñòè äëÿ êîíêðåòíîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Èññëåäîâàíà åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Ðàçðàáîòàí íà îñíîâå ìåòîäà Íüþòîíà è ðåàëèçîâàí
÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïðîâåäåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè, ñòàðøèé êîýôôè-

öèåíò, ìåòîä Íüþòîíà, åäèíñòâåííîñòü.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøåå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàþò îáðàòíûå è íåêîð-
ðåêòíûå çàäà÷è. Ê íèì îòíîñÿò çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé èñòî÷íè-
êîâ è êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè. Èññëåäîâàíèå êîýôôèöèåíò-
íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ
õîðîøî ðàçâèòûå ìåòîäû óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðà-
ìè ïðè èññëåäîâàíèè êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(ñì. íàïðèìåð [1, 2]). Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [3, 4], â êîòîðûõ íà îñíîâå äàííîãî ïîäõî-
äà, ïðèìåíÿÿ êâàçèíüþòîâñêèé èëè ãðàäèåíòíûé ìåòîä, ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àëãîðèò-
ìû ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè �
äèôôóçèè � ðåàêöèè. Â [5, 6, 7, 8] ðàññìîòðåíû çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñòàðøèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì òàêæå öèêë ðàáîò
[9, 10, 11, 12, 13, 14], ïîñâÿùåííûé òåîðåòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé òåïëîìàññîïåðåíîñà.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ äèôôóçèè � ðåàêöèè, ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, ïî äîïîëíèòåëüíûì
èçìåðåíèÿì â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü è åäèí-
ñòâåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå
ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, âûâîäèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè. Èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, ðàçðàáàòûâàåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíîâàí-
íûé íà ìåòîäå Íüþòîíà. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ è äàåòñÿ èõ àíàëèç.

1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, 690041, ã. Âëàäèâîñòîê, óë. Ðàäèî, 7. Ýëåêòðîí-
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2. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 èëè R3 ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ. Ðàññìîòðèì â
Ω çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèè φ èç ñîîòíîøåíèé

− div(λ∇φ) + κφ = f, φ|Γ = ψ. (1)

Çäåñü λ ≡ λ(x) > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, çàâèñÿùèé îò òî÷êè x ∈ Ω, êîòîðûé ïðèíÿòî
íàçûâàòü ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì óðàâíåíèÿ (1); κ ≡ κ(x) ≥ 0 � âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ
ìëàäøèì êîýôôèöèåíòîì, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ðàñïàä çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà çà ñ÷åò
õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé; f(x) � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ; ψ(x) � çàäàííàÿ íà Γ ôóíê-
öèÿ.

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå êðàåâîé è îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ (1) áóäåì
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R. Çäåñü D îáîçíà÷à-
åò ëèáî îáëàñòü Ω, ëèáî ãðàíèöó Γ, ëèáî íåêîòîðóþ ïîäîáëàñòü Q ⊂ Ω. ×åðåç ∥ · ∥s è | · |s
áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìó è ïîëóíîðìó âHs(Ω). Îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðîñòðàí-
ñòâîì X è ïðîñòðàíñòâîì X∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ⟨·, ·⟩X∗×X ëèáî ïðîñòî ⟨·, ·⟩. Ïîëîæèì
L2
+(Ω) = {q ∈ L2(Ω) : q ≥ 0}. ×åðåç γ : H1(Ω) → H1/2(Γ) îáîçíà÷èì îïåðàòîð ñëåäà,

÷åðåç Rγ : H1/2(Γ) → H1(Ω) � íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð ê γ, äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå γ ◦ Rγψ = ψ äëÿ âñåõ ψ ∈ H1/2(Γ). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó
òåîðåìû î ñëåäàõ, ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Cγ , çàâèñÿùåé îò Ω, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∥Rγψ∥ ≤ Cγ∥ψ∥ äëÿ âñåõ ψ ∈ H1/2(Γ).

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî T = H1
0 (Ω) ≡ {η ∈ H1(Ω) : η = 0 íà Γ}, T � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî ñ íîðìîé ∥·∥T = ∥·∥1, ýêâèâàëåíòíîé ïîëóíîðìå |·|1 â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà
Ôðèäðèêñà � Ïóàíêàð�å |η|21 ≥ δ1∥η∥21 äëÿ âñåõ η ∈ T , δ1 = const > 0. ×åðåç T ∗ ≡ H−1(Ω)
îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê T îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà L2(Ω). Ââåäåì áè-
ëèíåéíûå ôîðìû a, aλ : H1(Ω)×H1(Ω) → R, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

aλ(φ, η) =

∫
Ω
λ∇φ · ∇ηdx, a(φ, η) = aλ(φ, η) + (κφ, η). (2)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(i) Γ ∈ C0,1, f ∈ L2(Ω), ψ ∈ H1/2(Γ), κ ∈ L2

+(Ω);
(ii) λ ∈ Λ =

{
λ : λ ∈ H2(Ω), λ ≥ λmin > 0

}
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü (ñì. [15]), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íà λ è κ â (i), (ii), äëÿ ôîðì,
îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè (2), äëÿ âñåõ φ, η ∈ H1(Ω) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

|aλ(φ, η)| = |
∫
Ω
λ∇φ · ∇ηdx| ≤ γ0∥λ∥2|φ|1|η|1 ≤ γ0∥λ∥2∥φ∥1∥η∥1, γ0 = const, (3)

|(κφ, η)| ≤ ∥κ∥∥φ∥L4(Ω)∥η∥L4(Ω) ≤ γ1∥κ∥∥φ∥1∥η∥1, γ1 = const, (4)

aλ(φ,φ) ≥ λmin|φ|21 ≥ λminδ1∥φ∥21, (κφ, φ) ≥ 0 ∀φ ∈ T , κ ∈ L2
+(Ω), (5)

a(φ,φ) = aλ(φ,φ) + (κφ, φ) ≥ λminδ1∥φ∥21 ∀φ ∈ T . (6)

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥φ∥Q ≤ γ2∥φ∥1, |(φ, η)Q| ≤ ∥φ∥Q∥η∥Q ≤ γ22∥φ∥1∥η∥1, γ2 = const. (7)

Çäåñü γ0, γ1, γ2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò Ω, íî íå çàâèñÿùèå îò îöåíèâàåìûõ
âåëè÷èí. Èç ñîîòíîøåíèé (3) � (6)âûòåêàåò, ÷òî ôîðìà a(·, ·) íåïðåðûâíà íà H1(Ω)×H1(Ω)
è T -êîýðöèòèâíà ñ êîíñòàíòîé λ∗ = λminδ1, òàê ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|a(φ, η)| ≤ (γ0∥λ∥2 + γ1∥κ∥)∥φ∥1∥η∥1, a(η, η) ≥ λ∗∥η∥21 ∀(φ, η) ∈ H1(Ω)× T . (8)
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Óìíîæèì óðàâíåíèå â (1) íà ôóíêöèþ h ∈ T è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω. Èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåíèÿ (2) è ôîðìóëó Ãðèíà (ñì. [15, ñ. 50])∫

Ω
divuηdx = −

∫
Ω
u · ∇ηdx ∀u ∈ L2(Ω) ñ divu ∈ L3/2(Ω), η ∈ H1

0 (Ω) (9)

ïðè u = λ∇φ, ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è (1). Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè
ôóíêöèè φ ∈ H1(Ω) èç óñëîâèé

a(φ, h) = (f, h), φ|Γ = ψ. (10)

Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçîâåì ôóíêöèþ φ ∈ H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ (10). Èç
òåîðåìû Ëàêñà � Ìèëüãðàìà âûòåêàåò â ñèëó âûïîëíåíèÿ (8) ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ ∈
H1(Ω) çàäà÷è (10) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥φ∥1 ≤Mφ ≡ 1

λ∗
[∥f∥+ (λ∗ + γ0∥λ∥2 + γ1∥κ∥)Cγ∥ψ∥1/2,Γ]. (11)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å (10) îïåðàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïàðó

(A, γ) : X → Y, X = H1(Ω), Y = (T ∗,H1/2(Γ)), (12)

ñîñòîÿùóþ èç îïåðàòîðà A : H1(Ω) → T ∗, äåéñòâóþùåãî ïî ôîðìóëå

⟨Aφ, η⟩T ∗×T = a(φ, η) ∀φ ∈ H1(Ω), η ∈ T , (13)

è îïåðàòîðà ñëåäà γ : H1(Ω) → H1/2(Γ). Èç ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè è êîýðöèòèâíîñòè
ôîðìû a âûòåêàåò, ÷òî ñóæåíèå îïåðàòîðà A|T : T → T ∗ íà T ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îïåðàòîðà (12). Îí ëèíååí è íåïðåðûâåí â ñèëó ëèíåéíîñòè è
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ A è γ. Êðîìå òîãî, èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð (12)
îáðàòèì è ñþðúåêòèâåí. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî
îïåðàòîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð (12) íåïðåðûâíî îáðàòèì è îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì.
Ýòîò ôàêò ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (ii). Òîãäà 1) áèëèíåéíàÿ ôîðìà a :
H1(Ω) ×H1(Ω) → R íåïðåðûâíà è T � êîýðöèòèâíà ñ êîíñòàíòîé λ∗; 2) äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè λ ∈ Λ çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå φ ∈ H1(Ω) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(11); 3) îïåðàòîð (12) îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì.

3. Ïîñòàíîâêà è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì äëÿ ìîäåëè (1) çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè, ãäå êðîìå êîíöåíòðàöèè φ íåèçâåñò-
íûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîýôôèöèåíò äèôôóçèè λ. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
ðåøåíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ φd êîíöåíòðàöèè φ â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω.
Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ïðè îïðåäåëåí-
íîì âûáîðå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà I. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âûáåðåì ôóíêöèþ λ, êîòîðóþ
áóäåì èñêàòü â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå K, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ

(iii) K ⊂ Λ � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë

J(φ, λ) =
µ0
2
I(φ) +

µ1
2
∥λ∥22. (14)
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Çäåñü µ0, µ1 � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, I : X → R � ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, îïðåäåëÿ-
åìûé ôîðìóëîé

I(φ) = ∥φ− φd∥2Q =

∫
Q
|φ− φd|2dx ≡

∫
Ω
r(φ− φ̃d)

2dx, (15)

ãäå λ� èñêîìîå óïðàâëåíèå, φd ∈ L2(Q)� çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, r = χQ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q, φ̃d ∈ L2(Q) � ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ φd â Q è 0 � âíå Q.

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèîíàë J íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1), çàïèøåì îãðàíè÷åíèå,
èìåþùåå âèä åå ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè (10), â âèäå F (φ, λ) = 0. Çäåñü îïåðàòîð F = (F1, F2) :
H1(Ω)×K ≡ X → Y ≡ T ∗ ×H1/2(Γ) äåéñòâóåò ïî ôîðìóëàì

⟨F1(φ, λ), η⟩ = ⟨Aφ, η⟩ − (f, η) ≡ a(φ, η)− (f, η), F2(φ, λ) = φ|Γ − ψ ∀η ∈ T . (16)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïåðåïèøåì ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå çàäà÷ó èäåíòèôè-
êàöèè â âèäå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

J(φ, λ) → inf, F (φ, λ) = 0, (φ, λ) ∈ H1(Ω)×K. (17)

Ââåäåì ìíîæåñòâî Zad = {(φ, λ) ∈ X ×K : F (φ, λ) = 0, J(φ, λ) < ∞} äîïóñòèìûõ ïàð
(φ, λ) äëÿ çàäà÷è (17).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü I : X → R � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà,

µ0 > 0, µ1 > 0, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (iii), ïðè÷åì ìíîæåñòâî Zad íå ïóñòî. Òîãäà

çàäà÷à (17) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå (φ, λ) ∈ H1(Ω)×K.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (φm, λm) ∈ Zad, m ∈ N ≡ {1, 2, . . .}, ìèíèìè-
çèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ôóíêöèîíàëà J , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
m→∞

J(φm, λm) = inf
(φ,λ)∈Zad

J(φ, λ) ≡ J∗.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥λm∥2 ≤ c1 ∀m ∈ N. (18)

Çäåñü è íèæå c1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò m. Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî K
íåîãðàíè÷åííî, ýòà îöåíêà òàêæå âûïîëíÿþòñÿ èç-çà óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöè-
îíàëà J è óñëîâèé µ0 > 0, µ1 > 0.

Èç (18) è òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî ∥φm∥1 ≤ c2. Èç ýòîé îöåíêè è
(18), âûòåêàåò â ñèëó ñâîéñòâ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â ðåôëåêñèâ-
íûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëû λ∗ ∈ H2(Ω), φ∗ ∈ H1(Ω)
íåêîòîðûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λm}, {φm}. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé, ýòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü êàê {λm}, {φm}.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé (ñì. [15, ñ. 32])

H1(Ω) ⊂ L4(Ω), γH1(Ω) ⊂ Lp(Γ) ïðè ëþáîì p < 4, H2(Ω) ⊂ L∞(Ω) (19)

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φm ñõîäèòñÿ ê φ∗ ñëàáî â H1(Ω), φm ñõîäèòñÿ ê φ∗ ñèëüíî â L4(Ω),
φm|Γ ñõîäèòñÿ ê φ∗|Γ ñèëüíî â L2(Γ), λm → λ∗ ñëàáî â H2(Ω), λm → λ∗ ñèëüíî â L∞(Ω)
ïðè m → ∞. Ïîñêîëüêó K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H2(Ω), òî îíî çàìêíóòî è â ñëàáîé òîïîëîãèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ∗ ∈ K. Òàê
êàê γφm = ψm, òî èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñëåäà γ âûòåêàåò, ÷òî γφ∗ = ψ∗ è,
ñëåäîâàòåëüíî, F2(φ

∗, λ∗) = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî F1(φ

∗, λ∗) = 0, òî åñòü ÷òî

aλ∗(φ∗, η) + (κφ∗, η)− (f, η) = 0 ∀η ∈ T . (20)
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Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî λm è φm ïðè êàæäîì m ∈ N óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó

⟨F1(φm, λm), η⟩T ∗×T ≡ aλm(φm, η) + (κφm, η)− (f, η) = 0 ∀η ∈ T . (21)

ßñíî, ÷òî ëèíåéíîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (21) ïåðåõîäèò ïðè m→ ∞ â ñîîòâåòñòâóþùåå
ëèíåéíîå ñëàãàåìîå â (20).

Ïîêàæåì, ÷òî aλm(φm, η) → aλ∗(φ∗, η) ïðè m→ ∞. Ïîëó÷èì

|aλm(φm, η)− aλ∗(φ∗, η)| ≤ |(λ∗∇η,∇φm −∇φ∗)|+ |(λm − λ∗,∇φm · ∇η)| ∀η ∈ T . (22)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (22) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞. Òåïåðü ðàññìîòðèì
âòîðîå ñëàãàåìîå â (22). Óæå óêàçûâàëîñü, ÷òî λm → λ∗ ñèëüíî â L∞(Ω). Òàê êàê ∇φ∗ ∈
L2(Ω),∇η ∈ L2(Ω), òî ∇φ∗ · ∇η ∈ L1(Ω). Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà,
âûâîäèì

|(λm − λ∗,∇φ∗ · ∇η)| ≤ ∥λm − λ∗∥L∞(Ω)∥∇φ∗ · ∇η∥L1(Ω) → 0 ïðè m→ ∞ ∀η ∈ H1(Ω).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî F1(φ
∗, u∗) = 0. Êðîìå òîãî, òàê êàê ôóíêöèîíàë J ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí

ñíèçó, òî èìååì

J∗ = lim
m→∞

J(φm, um) = lim
m→∞

J(φm, um) ≥ J(φ∗, u∗) ≥ J∗.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âûâåäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (17). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåì-

ñÿ ýêñòðåìàëüíûì ïðèíöèïîì â ãëàäêî-âûïóêëûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ [16]. Îáîçíà÷èì
äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó Y = T ∗ × H1/2(Γ) ÷åðåç Y ∗ = T × H−1/2(Γ),
ãäå H−1/2(Γ) = H1/2(Γ)∗. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ [16] ââå-
äåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ = (η, ζ) ∈ Y ∗, ãäå ýëåìåíò η ∈ T ÿâëÿåòñÿ
�ñîïðÿæåííîé� êîíöåíòðàöèåé, è ëàãðàíæèàí L : H1(Ω)×K × Y ∗ → R ïî ôîðìóëå

L(φ, λ, η, ζ) ≡ J(φ, λ) + ⟨y∗, F (φ, λ)⟩Y ∗×Y ≡ µ0
2
I(φ) +

µ1
2
∥λ∥22 + ⟨y∗, F (φ, λ)⟩Y ∗×Y . (23)

Çäåñü
⟨y∗, F (φ, λ)⟩Y ∗×Y = ⟨F1(φ, λ), η⟩T ∗×T + ⟨ζ, F2(φ, λ)⟩Γ. (24)

Èç ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà F è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâàK âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî F (φ,K) =
{y ∈ Y : y = F (φ, λ), λ ∈ K}, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì â Y äëÿ âñåõ φ ∈ X.

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A, âûâîäèì äàëåå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà
F1(·, λ) : X → T ∗ ïî φ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

⟨F ′
1φ(φ̂, λ̂)τ, η⟩ = ⟨Âτ, η⟩ ≡ aλ̂(τ, η) + (κτ, η) ∀τ ∈ X, η ∈ T . (25)

Àíàëîãè÷íî (25) â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà γ èìååì

⟨ζ, F ′
2φ(φ̂, λ̂)τ⟩ = ⟨ζ, τ⟩Γ ∀τ ∈ X. (26)

Èç (25) è (26) âûòåêàåò â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 2.1, ÷òî îïåðàòîð F ′
φ(φ̂, λ̂) ≡ (Â, γ) :

X → Y � èçîìîðôèçì. Â òàêîì ñëó÷àå èç [15, 16] ñëåäóåò òåîðåìà 3.2.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3.1 ïàðà (φ̂, λ̂) ∈ H1(Ω) × K

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (17). Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ = (η, ζ) ∈ T ×H−1/2(Γ) òàêîé, ÷òî

ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà � Ëàãðàíæà

⟨L′
φ(φ̂, λ̂, η, ζ), τ⟩ = 0 ∀τ ∈ H1(Ω), (27)
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è âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìèíèìóìà

⟨L′
λ(φ̂, λ̂, η, ζ), λ− λ̂⟩ ≥ 0 ∀λ ∈ K. (28)

Èç îïðåäåëåíèÿ (23) ïîëó÷èì

⟨L′
φ(φ̂, λ̂, η, ζ), τ⟩ = ⟨J ′

φ(φ̂, λ̂), τ⟩+ ⟨y∗, F ′
φ(φ̂, λ̂)τ⟩ =

µ0
2
⟨I ′φ(φ̂), τ⟩+ ⟨y∗, F ′

φ(φ̂, λ̂)τ⟩. (29)

ßñíî òàêæå � ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé Ãàòî îò ôóíêöèîíàëà I(φ) â íàïðàâëåíèè
τ � ÷òî

⟨J ′
φ(φ̂, λ̂), τ⟩ = (µ0(φ̂− φd), τ)Q ∀τ ∈ H1(Ω). (30)

Èç (24), (25), (26) ñëåäóåò, ÷òî

⟨y∗, F ′
φ(φ̂, λ̂)τ⟩Y ∗×Y = ⟨F ′

1φ(φ̂, λ̂)τ, η⟩T ∗×T + ⟨ζ, F ′
2φ(φ̂, λ̂)τ⟩Γ =

= ⟨Âτ, η⟩T ∗×T + ⟨ζ, τ⟩Γ ≡ aλ̂(τ, η) + (κτ, η) + ⟨ζ, τ⟩Γ ∀τ ∈ X. (31)

Èç (30), (31) âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå (27) ýêâèâàëåíòíî

⟨Âτ, η⟩T ∗×T + ⟨ζ, τ⟩Γ = −µ0(φ̂− φd, τ)Q ∀τ ∈ X (32)

äëÿ ïàðû (η, ζ), êîòîðîå ∀τ ∈ T òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

aλ̂(τ, η) + (κτ, η) = −µ0(φ̂− φd, τ)Q. (33)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãðèíà (9), ïåðåïèøåì (33) â âèäå∫
Ω

[
−div(λ̂∇η) + κη

]
τdx = −

∫
Q
µ0(φ̂− φd)τdx ∀τ ∈ T .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà η ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì êðàåâîé
çàäà÷è

− div(λ̂∇η) + κη = −µ0χQ(φ̂− φ̃d) â Ω, η|Γ = 0. (34)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðèíöèïó ìèíèìóìà (28). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ L′
λ

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

< L′
λ(φ̂, λ̂, η, ζ), λ >= (µ1λ̂, λ)2 + (λ∇φ̂,∇η) ∀λ ∈ K, η ∈ T . (35)

Ó÷èòûâàÿ (28), (35), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó:

µ1(λ̂, λ̃− λ̂)2 + ((λ̃− λ̂)∇φ̂,∇η) ≥ 0 ∀λ̃ ∈ K. (36)

Íèæå íà (33) áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà �ñîïðÿæåííóþ� çàäà÷ó. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðÿìàÿ
çàäà÷à (10), ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à (33) è íåðàâåíñòâî (36) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îï-
òèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùóþ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (17).
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4. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

Îñíîâûâàÿñü íà àíàëèçå ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà
èñõîäíûå äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (17). Ñ
ýòîé öåëüþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Mφ(λ) ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè (11) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå

sup
λ∈K

Mφ(λ) ≤M0
φ = const <∞. (37)

Óñëîâèå (37) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (11), åñëèK îãðàíè÷åíî
èëè ψ = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ (φ1, λ1) è (φ2, λ2) ∈ H1(Ω)×K çàäà÷è (17).
Èç òåîðåìû 2.1 è (37) äëÿ φi âûòåêàþò îöåíêè

∥φi∥1 ≤M0
φ, i = 1, 2. (38)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (ηi, ζi), i = 1, 2, îòâå÷àþùèå óêàçàííûì ðåøåíèÿì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Ïîëàãàÿ λ = λ1 − λ2, φ = φ1 − φ2, η = η1 − η2, ζ = ζ1 − ζ2, âû÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (10),
çàïèñàííûå äëÿ (φ2, λ2), èç ýòèõ æå ñîîòíîøåíèé (10), çàïèñàííûõ äëÿ (φ1, λ1). Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî

(λ1∇φ1,∇η)− (λ2∇φ2,∇η) = (λ2∇φ,∇η) + (λ∇φ1,∇η), (39)

ïîëó÷èì
(λ2∇φ,∇h) + (κφ, h) = −(λ∇φ1,∇h) ∀h ∈ T , φ|Γ = 0. (40)

Ïîëàãàÿ h = φ è èñïîëüçóÿ (7), (38), èç (40) ïîëó÷àåì, ÷òî

λ∗∥φ∥21 ≤ (λ2∇φ1,∇φ) + (κφ, φ) ≤ γ0∥λ∥2M0
φ∥φ∥1.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ∥φ∥1:

∥φ∥1 ≤
1

λ∗
γ0M

0
φ∥λ∥2. (41)

Îáðàòèìñÿ äàëåå ê òîæäåñòâó (33), ãäå ïîëîæèì η = ηi, λ̂ = λi, τ = ηi. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ηi|Γ = 0, ïîëó÷èì

aλi
(ηi, ηi) + (κηi, ηi) = −µ0(φi − φd, ηi)Q i = 1, 2. (42)

Èñïîëüçóÿ (7), (38), âûâîäèì, ÷òî

λ∗∥ηi∥21 ≤ µ0γ2(γ2∥φi∥1 + ∥φd∥Q)∥ηi∥1 ≤ µ0γ2(γ2M
0
φ + ∥φd∥Q)∥ηi∥1. (43)

Èç (43) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ηi:

∥ηi∥1 ≤
1

λ∗
µ0γ2(γ2M

0
φ + ∥φd∥Q), i = 1, 2. (44)

Âû÷òåì òîæäåñòâî (33), çàïèñàííîå äëÿ (φ2, λ2, η2), èç ýòîãî æå òîæäåñòâà, çàïèñàííîãî
äëÿ (φ1, λ1, η1). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà (33), ïîëó÷èì

(λ2∇τ,∇η) + (κτ, η) + ⟨ζ, τ⟩Γ = −(λ∇τ,∇η1)− µ0(φ, τ)Q ∀τ ∈ X.

Ïîëàãàÿ çäåñü τ = η, áóäåì èìåòü

(λ2∇η,∇η) + (κη, η) = −(λ∇η,∇η1)− µ0(φ, η)Q. (45)
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Èç (45) âûâîäèì, ÷òî

λ∗∥η∥21 ≤ γ0∥λ∥2∥η1∥1∥η∥1 + µ0γ
2
2∥φ∥1∥η∥1.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (41), (44), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ η:

∥η∥1 ≤
1

λ2∗
µ0γ0γ2(2γ2M

0
φ + ∥φd∥Q)∥λ∥2. (46)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåðàâåíñòâó (36). Ïîëàãàÿ λ̃ = λ1 â íåðàâåíñòâå (36), çàïèñàííîì
ïðè λ̂ = λ2, φ̂ = φ2, η̂ = η2, è λ̃ = λ2 â ýòîì æå íåðàâåíñòâå ïðè λ̂ = λ1, φ̂ = φ1, η̂ = η1,
ïîëó÷èì

µ1(λ2, λ)2 + (λ∇φ2,∇η2) ≥ 0, −µ1(λ1, λ)2 − (λ∇φ1,∇η1) ≥ 0.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

−µ1(λ, λ)2 ≥ (λ∇φ1,∇η1)− (λφ2,∇η2),

ýêâèâàëåíòíîå ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

µ1∥λ∥22 ≤ −(λ∇φ1,∇η1) + (λ∇φ2,∇η2) = −(λ∇φ2,∇η)− (λφ,∇η1). (47)

Èñïîëüçóÿ (7), (38) è (46), èç (47) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

µ1∥λ∥22 ≤M∗∥λ∥22, M∗ =
1

λ2∗
µ0γ

2
0γ2M

0
φ(3γ2M

0
φ + 2∥φd∥Q),

êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå
(µ1 −M∗)∥λ∥22 ≤ 0. (48)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

µ1 ≥M∗ =
1

λ2∗
µ0γ

2
0γ2M

0
φ(3γ2M

0
φ + 2∥φd∥Q). (49)

Òîãäà èç (48) âûòåêàåò, ÷òî λ = 0, à èç (41) ïîëó÷àåì, ÷òî ∥φ∥1 = 0. Ýòî îçíà÷àåò åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (17). Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 4.1.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i),(iii), φd ∈ L2(Q) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ,

µ0 > 0, K ⊂ Λ � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(37), (49). Òîãäà ðåøåíèå (φ, λ) ∈ H1(Ω)×K çàäà÷è (17) åäèíñòâåííî.

5. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

íà îñíîâå ìåòîäà Íüþòîíà.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i),(iii) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåí-
íåé òî÷êå ìíîæåñòâà K. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (36) ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè ïåðåõîäèò
â ðàâåíñòâî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(λ∇φ,∇h) + (κφ, h) = (f, h) ∀h ∈ T , φ|Γ = ψ, (50)

(λ∇τ,∇η) + (κτ, η) = −µ0(φ− φd, τ)Q ∀τ ∈ T , η|Γ = 0, (51)

µ2(λ, p)2 + (∇φ · ∇η, p) = 0 ∀p ∈ H2(Ω). (52)
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Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (50) � (52) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Ψ(φ, η, λ) = 0, (53)

ãäå îïåðàòîð Ψ : H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) × H2(Ω) → H−1(Ω) × H−1(Ω) × (H2(Ω))∗ � ëèíåéíûé
îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèÿìè (50)�(52).

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (51) ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå
Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îí ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1) ïîëàãàåì n = 0. Âûáèðàåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå φn, ηn, λn;

2) âû÷èñëÿåì (φ̄, η̄, λ̄) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ψ′(φn, ηn, λn)[φ̄, η̄, λ̄] = −Ψ(φn, ηn, λn); (54)

3) ïåðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî ôîðìóëàì

φn+1 = φn + φ̄, ηn+1 = ηn + η̄,

λ̃n+1 = λn + λ̄, λn+1 = P (λ̃n+1), (55)

ãäå P � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî K;

4) ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ âûõîäà èç öèêëà. Åñëè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ïîëàãàåì n =
n+ 1 è ïåðåõîäèì ê ýòàïó 2.

Îáñóäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè â ìîäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ îñó-
ùåñòâëÿëàñü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå PIV-2200 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäû èíæåíåðíûõ
è íàó÷íûõ ðàñ÷åòîâ FreeFem++. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü òðè-
àíãóëÿöèè, àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðóåìûå ïàêåòîì ïðè óêàçàíèè ïàðàìåòðîâ ðàçáèåíèÿ ãðà-
íèöû. Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëîñü ðàçáèåíèå îòðåçêà ãðàíèöû íà 20 òî÷åê.

Ñîãëàñíî êîíöåïöèè êâàçèðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñíà÷àëà ÷èñëåííî ðåøàëàñü ïðÿìàÿ
çàäà÷à ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ f, ψ è çàäàííîì êîýôôèöèåíòå λ = λd . Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷å-
òîâ îïðåäåëÿëèñü çíà÷åíèÿ φd(x, y) ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Çàòåì ðåøàëàñü çàäà÷à âîññòà-
íîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà λ óðàâíåíèÿ (1), â êîòîðîé â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè
î ðåøåíèè â ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ φd.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì àëãîðèòìîì âûáèðàëîñü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå λ0, çàòåì
íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå íàõîäèëîñü ðåøåíèå φn êðàåâîé çàäà÷è (1) ïóòåì ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è (50) ïðè çàäàííîì ïðèáëèæåíèè λn−1. Äàëåå íà ýòîì æå èòåðàöè-
îííîì øàãå ðåøàëàñü ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à (51), èñïîëüçóÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ φn

ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ýòîãî æå ïðèáëèæåíèÿ λn−1 è çíà÷åíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè φd. Çàòåì èç
(52) íàõîäèëîñü íîâîå ïðèáëèæåíèå λn äëÿ λ. Ïîñëå ýòîãî îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä íà íîâûé
èòåðàöèîííûé øàã ëèáî ïðîèñõîäèë âûõîä èç èòåðàöèîííîãî öèêëà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå çà
ðåøåíèå ïðèíèìàëàñü ïàðà (φn, λn), âû÷èñëåííàÿ íà ïîñëåäíåì èòåðàöèîííîì øàãå.

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ óäîáíî ïåðåéòè â èñõîäíîé è ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷àõ ê
áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

x̃ =
x

l
, ỹ =

y

l
, φ̃ =

φ

Φ
, κ̃ =

l2κ

λmin
, f̃ =

l2f

Φλmin
, λ̃ =

λ

λmin
.

Çäåñü λmin � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, Φ � õà-
ðàêòåðíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè, κ̃ � áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ñìûñë áåçðàçìåð-
íîé ñêîðîñòè îáúåìíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, λ̃ � áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ,
ÿâëÿþùàÿñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè.
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Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé èñõîäíûõ äàííûõ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå:

λmin = 0.001, f(x, y) = 10, κ(x, y) = 1 (x, y) ∈ Ω, ψ(x, y)|Γ = 1.

Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω áûë âûáðàí ïðÿìîóãîëüíèê [−1, 1]× [0, 1], ïîäîáëàñòü Q ëèáî ñîâïà-
äàëà ñî âñåé îáëàñòüþ Ω, ëèáî âûáèðàëàñü êàê ïðÿìîóãîëüíèê [−l, l]× [0, 1] äëÿ çàäàííîãî
l ∈ (0, 1). Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå λ0 = 14 âûáèðàëîñü äëÿ ïåðâîãî òåñòà è λ0 = 12 � äëÿ
âòîðîãî òåñòà.

Áûë ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èäåíòèôèêàöèè ñòàðøåãî êîýôôè-
öèåíòà óðàâíåíèÿ â (1), â êîòîðûõ èñêîìûé êîýôôèöèåíò ÿâëÿëñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé,
ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò îäíîé ïåðåìåííîé x èëè y, à òàêæå ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò äâóõ
ïåðåìåííûõ x è y. Íèæå ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ èñêîìîãî ïàðàìåòðà λ äëÿ òåñòîâ, â êîòîðûõ òî÷íîå çíà÷åíèå
âîcñòàíàâëèâàåìîãî ïàðàìåòðà λ îïðåäåëÿëîñü ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

λ
(1)
T (x, y) = 10, λ

(2)
T (x, y) = 10 + (x− 1)(x+ 1).

Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿëàñü ïðè ïîìîùè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé

E1 =
∥φ− φd∥Q
∥φd∥Q

è E2 =
∥λ− λT ∥
∥λT ∥

, (∥λT ∥ = ∥λT ∥Ω).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èñïîëüçîâàëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

|E1| < 10−6, |(E1)n − (E1)n−1| < 10−9, |E1| > 103.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå Íüþòîíà, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå âûáðàíî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Íà ðèñ. 1 è 2 ìîæíî óâèäåòü
ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé φ è λ äëÿ òåñòà 2.

à) çíà÷åíèÿ ôóíêöèé φn è φd á) ñå÷åíèå ôóíêöèé φn è φd ïëîñêîñòüþ y = 0.5

Ðèñ. 1. Ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé φn è φd äëÿ òåñòà 2 ïðè n = 4

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ λ0 áûëî âûáðàíî
÷èñëî 12. Çàäàííàÿ òî÷íîñòü áûëî äîñòèãíóòà çà 4 èòåðàöèè. Íà ðèñ. 1à ïðåäñòàâëåí òðåõ-
ìåðíûé ãðàôèê äëÿ ôóíêöèé φn è φd. Âèäíî, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé φn è φd ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò. Íà ðèñóíêå 1á ïîêàçàí ãðàôèê ñå÷åíèÿ äàííûõ ôóíêöèé ïëîñêîñòüþ y = 0.5.
Îïÿòü çàìå÷àåì, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé ñîâïàäàþò. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû àíàëîãè÷íûå ãðà-
ôèêè äëÿ ôóíêöèé λn è λT .
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à) çíà÷åíèÿ ôóíêöèé λn è λT á) ñå÷åíèå ôóíêöèé λn è λT ïëîñêîñòüþ y = 0.5

Ðèñ. 2. Ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ λn è λT äëÿ òåñòà 2 ïðè n = 4

Áîëüøîå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îêàçûâàåò ðàçìåð ïîäîáëàñòè Q. Íà ðèñ. 3 ïîêà-
çàíû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé îò ðàçìåðà ïîäîáëàñòèQ äëÿ âòîðîãî òåñòà.
ßñíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ïëîùàäü ïîäîáëàñòè Q, òåì êà÷åñòâåííåå óäàåòñÿ âîññòàíîâèòü íåèç-
âåñòíûé êîýôôèöèåíò λ è ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå φ. Â ñëó÷àå, êîãäà
ïîäîáëàñòü Q çàíèìàåò òîëüêî 10% îáëàñòè Ω, ÷åìó îòâå÷àåò çíà÷åíèå l = 0.1, êà÷åñòâåííî
âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íå óäàåòñÿ. Åñëè æå ïîäîáëàñòü Q çàíèìàåò áîëü-
øå 70% îáëàñòè, ÷åìó îòâå÷àåò çíà÷åíèå l = 0.7, òî òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè
òàêàÿ æå, êàê â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ Q ñî âñåé Ω.

à) E1 á) E2

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ðàçìåðîâ ïîäîáëàñòè Q

à) E1 á) E2

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ïàðàìåòðà µ1
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Èçìåíåíèå æå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè µ1 îêàçûâàåò êóäà áîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ. Ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ1 ïðîèñõîäèò óëó÷øåíèå
òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Óìåíüøàåòñÿ êàê îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü E1, òàê è îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü E2. Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ1, íå áîëüøèå 0.01. Òàêæå íå ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü ñëèøêîì ìàëåíüêèå (< 10−10) çíà÷åíèÿ äàííîãî ïàðàìåòðà. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì
ðàñõîäèòñÿ è âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè íå óäàåòñÿ.
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ABSTRACT

The solvability and uniqueness of inverse extremum problem of identi�cation of the
di�usion coe�cient in a two-dimensional di�usion-reaction equation are proved. The
numerical algorithm of solving the inverse problem is developted and realized. The
results of numerical experiments are discussed.
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