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Задача оптимального управления для стационарных
уравнений дифракции упругих волн

Рассматривается задача оптимального управления для стационарных уравнений ди-
фракции упругих волн на трехмерном включении в безграничной однородной среде.
Она заключается в минимизации отклонения поля смещений во включении от некото-
рого заданного за счет изменения источников поля во внешней среде. Доказана разре-
шимость задачи. Предложен алгоритм решения и обоснована его сходимость.

Ключевые слова: стационарные уравнения дифракции упругих волн, задача оптималь-
ного управления, численный метод решения.

1. Введение

Пусть в пространстве R3, заполненном однородной изотропной средой, имеется однород-
ное ограниченное изотропное включение Ωi с границей S. Обозначим Ωe = R3\Ωi; λi(e),µi(e),
ρi(e) — параметры Ламе и плотность в Ωi(e).

Предположим, что в области Ωe имеются источники упругих колебаний, u0 — комплекс-
ная амплитуда поля смещений упругих волн в Ωe, возбужденного ими. Упругие волны рас-
пространяются в пространстве и, достигая включения, рассеиваются на нем. В результате
в области Ωe возникают отраженные волны, а в области Ωi появляются проходящие волны.
Комплексная амплитуда полного поля потенциалов смещения равна ui в Ωi и ũe + u0 в Ωe,
где ui, ũe — комплексные амплитуды поля смещений проходящих и рассеянных упругих
волн в Ωi и Ωe. Функции ui, ũe удовлетворяют однородным уравнениям колебаний

µi∆ui + (λi + µi)∇(∇ · ui) + ω2ρiui = 0 в Ωi, (1)
µe∆ũe + (λe + µe)∇(∇ · ũe) + ω2ρeũe = 0 в Ωe, (2)

условию жесткого контакта на границе сред

ui = ũe + u0, Tiui = Te(ũe + u0) на S (3)

и условиям излучения на бесконечности

∂ũ(p)
e

∂|x| − ikpũ(p)
e = O(|x|−1),

∂ũ(s)
e

∂|x| − iksũ(s)
e = O(|x|−1), (4)

где

Ti(e)u ≡ 2µi(e)
∂u
∂n

+ λi(e)n(∇ · u) + µi(e)n× (∇× u),

k2
p =

ρeω
2

λe + 2µe
, k2

s =
ρeω

2

µe
,
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n = n(x) — единичный вектор нормали к S, направленный вне Ωi; u(p)
e , u(s)

e — продольная
и поперечная волны, ue = u(p)

e + u(s)
e , ∇× u(s)

e = 0, ∇ · u(p)
e = 0 (определение см. в [1, гл. 3,

§ 1] )
Исследованию задачи (1)–(4) посвящено большое число работ. Вопросы существования

и единственности классического решения исследованы в [2, 3]. Для численного решения
задачи применялись конечно-разностные и проекционно-сеточные методы [4, 5], а также
алгоритмы, основанные на преобразовании исходных дифференциальных задач к эквива-
лентным им интегральным уравнениям при помощи прямого [6, 1] и непрямого варианта
метода интегральных уравнений [2, 3, 7, 8].

Различные обратные задачи и задачи оптимизации рассматривались ранее в [6, 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17].

Рассмотрим следующую задачу: изменяя источники волн в Ωe (то есть управлением
является u0), минимизировать отклонение поля смещений в Ωi (либо на некотором подмно-
жестве Q ⊂ Ωi) от некоторого требуемого. При этом изменение источников не должно быть
«большим». Эти условия можно записать в виде

1
2

∫

Q
|ui − ud|2 dx +

λ

2
‖u0 − Fd‖2 → min,

где λ ≥ 0, ‖ · ‖ — некоторая норма, ud и Fd – заданные функции. Сделаем замену

ũe = ue − uF , (5)

где uF — решение внешней задачи Дирихле

µe∆uF + (λe + µe)∇(∇ · uF ) + ω2ρeuF = 0 в Ωe,

uF = u0 на S,

∂u(p)
F

∂|x| − ikpu
(p)
F = O(|x|−1),

∂u(s)
F

∂|x| − iksu
(s)
F = O(|x|−1).

Тогда уравнения (1)–(4) принимают вид

µi(e)∆ui(e) + (λi(e) + µi(e))∇(∇ · ui(e)) + ω2ρi(e)ui(e) = 0 в Ωi(e), (6)
ui = ũe + g, Tiui = Te(ũe + f), на S, (7)

∂ũ(p)
e

∂|x| − ikpũ(p)
e = O(|x|−1),

∂ũ(s)
e

∂|x| − iksũ(s)
e = O(|x|−1), (8)

где g = 0, f = Te(u0 − uF ) — неизвестная функция (управление). Экстремальное условие
можно записать в виде

1
2

∫

Q
|ui − ud|2 dx +

λ

2
‖f − fd‖2

H2(S) → min, f ∈ K, (9)

где fd — заданная на S функция; K — некоторое множество функций, заданных на S;
H2(S) ≡ W 2

2 (S) — стандартное пространство Соболева функций, заданных на S.
Целью данной работы является теоретический анализ задачи оптимального управления,

которая заключается в нахождении функции f (управление) и соответствующих ui,ue, удо-
влетворяющих уравнениям (6)–(9). Доказывается существование единственного решения,
описывается алгоритм конечномерной аппроксимации и обосновывается его сходимость. От-
метим, что ранее автором была исследована аналогичная задача для уравнений дифракции
акустических волн [12]. Одним из отличий задачи, рассматриваемой в настоящей работе,
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является то, что мы вынуждены искать решение в классе C1,α, так как отсутствуют ре-
зультаты о корректной разрешимости задачи дифракции (6)–(8) в пространствах Соболева
H1.

Далее считаем выполненными следующие условия (их выполнение специально оговари-
вать не будем):

1) S ∈ C1,α (α > 0), g ∈ C1,α(S), ud ∈ L2(Q), fd ∈ H2(S);

2) K — непустое замкнутое выпуклое множество из H2(S);

3) Q ⊂ Ωi — область с границей из C0,1 либо поверхность класса C0,1;

4) ω не является собственной частотой задачи

µe∆u + (λe + µe)∇(∇ · u) + ω2ρeu = 0 в Ωe,

u = 0 на S,

∂ũ(p)

∂|x| − ikpũ(p) = O(|x|−1),
∂ũ(s)

∂|x| − iksũ(s) = O(|x|−1).

Последнее условие необходимо для корректной разрешимости задачи дифракции (6)–(8)
при заданных f и g [3].

2. Некоторые свойства решения задачи дифракции (6)–(8)

Через Cm,β(D) (D ⊂ Rd) обозначаем пространство Гельдера с нормой

‖f‖Cm,β(D) =
∑

|α|≤m

sup
x∈D

|∂αf(x)|+ max
|α|=m

sup
x,x′∈D, |x−x′|≤1

|∂αf(x)− ∂αf(x′)|
|x− x′|β ,

где α = (α1, . . . , αd) — мультииндекс, |α| = α1 + . . . + αd,

∂αf =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

.

Пусть Γi(e) = Γi(e)(x, y) — матрицы Купрадзе фундаментальных решений уравнений (6)
(явные формулы см. в [8]). Введем интегральные операторы

Wi(e)ξ(x) =
∫

S
Γi(e)(x, y)ξ(y) dSy, Ri(e)ξ(x) =

∫

S
Ti(e)Γi(e)(x, y)ξ(y) dSy. (10)

Отметим, что если ξ ∈ C0,α(S), то Wi(e)ξ ∈ C∞(Ωi(e)) ∩ C1,α(Ωi(e)). Потенциалы простого
слоя ui(e) = Wi(e)ξi(e) являются решением задачи дифракции (6)–(8), если и только если
плотности ξi(e) удовлетворяют интегральным уравнениям

Wiξi −Weξe = g,
1
2
ξi + Riξi +

1
2
ξe + Reξe = Tef на S. (11)

Теорема 1. Если f ∈ C0,α(S), то задача (11) корректно разрешима в пространстве
ξi, ξe ∈ C0,α(S) и функции ui(e) = Wi(e)ξi(e) являются единственным решением задачи
дифракции (6)–(8).

Доказательство см. в [10].
Пусть ξ

(k)
i(e) — последовательность решений системы (11) при f = f (k). Из теоремы 1

вытекает следствие.
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Следствие 1. Если f (k) → f в C0,α(S), то ξ
(k)
i(e) → ξi(e) в C0,α(S), причем ξi(e) — решение

(11).
Положим u(k)

i(e) = Wi(e)ξ
(k)
i(e). Из следствия 1 и известных свойств поверхностных потен-

циалов (см. [8]) вытекает следующий результат.
Следствие 2. Если f (k) → f в C0,α(S), то u(k)

i(e) → ui(e) в C1,α(Ωi(e)), причем ui(e) —
решение задачи дифракции (6)–(8).

Если функция u задана в Ωi ∪ Ωe, то полагаем

ui = u|Ωi , ue = u|Ωe .

Аналогично, если функции ui и ue заданы в областях Ωi и Ωe соответственно, то через u
обозначаем функцию

u =
{

ui в Ωi,
ue в Ωe.

В соответствии с этим решение уравнений (6)–(8) будем обозначать u, подразумевая, что
ui(e) = u|Ωi(e)

. Определим также пространство

C1,α =
{
u ∈ C2(R3 \ S) : ui ∈ C1,α(Ωi), ue ∈ C1,α(Ωe)

}

с нормой
‖u‖C1,α = ‖ui‖C1,α(Ωi) + ‖ue‖C1,α(Ωe)

и введем аффинное отображение A : H2(S) → C1,α, которое каждой функции f ∈ C0,α(S)
ставит в соответствие решение u задачи дифракции (6)–(8).

Следствие 3. Если f (k) → f слабо в H2(S), то A(f (k)) → A(f) в C1,α.
Док а з а т е л ь с т в о. Так как вложение H2(S) ⊂ C0,α(S) компактно, то f (k) → f в

C0,α(S). Осталось воспользоваться следствием 2. Следствие доказано.

3. Разрешимость задачи оптимального управления

Обозначим для краткости целевой функционал через

J(u, f) =
1
2

∫

Q
|ui − ud|2 dx +

λ

2
‖f − fd‖2

H2(S).

Определим множество U допустимых пар «состояние – управление», состоящее из всех
(u, f) ∈ C1,α ×K, удовлетворяющих (6)–(8), то есть

U = {(A(f), f) : f ∈ K},

оператор A определен в разделе 2. Нетрудно заметить, что множество U выпуклое.
О п р е д е л е н и е. Пару (u∗, f∗), удовлетворяющую соотношениям

(u∗, f∗) ∈ U , J(u∗, f∗) ≤ J(u, f) ∀(u, f) ∈ U ,

будем называть решением задачи управления (6)–(9).
Теорема 2. Пусть λ > 0 либо множество K ограничено в H2(S). Тогда существует

единственное решение задачи управления (6)–(9).
Док а з а т е л ь с т в о. Единственность решения вытекает из выпуклости множества U

и строгой выпуклости функционала J . Докажем существование решения. Функционал J
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ограничен снизу. Значит, он имеет точную нижнюю грань на U , то есть существует мини-
мизирующая последовательность

(un, fn) ∈ U , J(un, fn) → j = inf
(u,f)∈U

J(u, f).

Последовательность fn ограничена. Если λ > 0, то это вытекает из неравенства

λ

2
‖fn − fd‖2

H2(S) ≤ J(un, fn).

Если λ = 0, то — из ограниченности множества K.
Значит, можно извлечь подпоследовательность fnk

→ f∗ слабо в H2(S). Так как мно-
жество K выпуклое и замкнутое, то оно слабо замкнуто, поэтому f∗ ∈ K. Кроме того,
unk

= A(fnk
) → u∗ = A(u∗) в C1,α (следствие 3). Значит, (u∗, f∗) ∈ U . Квадрат гильберто-

вой нормы является слабо полунепрерывным снизу функционалом, поэтому

‖f∗ − fd‖2
H2(S) ≤ lim

nk→∞
‖fnk

− fd‖2
H2(s).

Значит,
J(u∗, f∗) ≤ lim

nk→∞
J(unk

, fnk
) = lim

nk→∞
J(unk

, fnk
) = j.

Это возможно только при J(u∗, f∗) = j, то есть (u∗, f∗) — решение задачи (6)–(9). Теорема
доказана.

4. Конечномерная аппроксимация задачи оптимального управ-
ления

Пусть Hn — n-мерное подпространство H2(S) (n ≥ 1), причем последовательность {Hn}∞n=1

аппроксимирует H2(S) в следующем смысле:

∀f ∈ H2(S) ∃{fn} : fn ∈ Hn, fn → f в H2(S). (12)

Для любого натурального n положим

Kn = K ∩Hn.

Так как множество K выпуклое и замкнутое, то Kn также выпуклое и замкнутое.
Через Un обозначим множество пар (u, f) таких, что f ∈ Kn, u = A(f) ∈ C1,α — решение

задачи (6)–(8), то есть

Un =
{
(u, f) ∈ U : f ∈ Kn

}
— подмножество U .

Поставим задачу. Найти функции (u(n), f (n)), удовлетворяющие соотношениям

(u(n), f (n)) ∈ Un, J(u(n), f (n)) ≤ J(u, f) ∀(u, f) ∈ Un. (13)

З а м е ч а н и е. Задачу (13) можно рассматривать как конечномерную в следую-
щем смысле. Так как u(n) однозначно определяется управлением f (n), то можно считать
неизвестной только функцию f (n), которая ищется в конечномерном пространстве.

Теорема 3. Пусть выполнено условие (12), множество K имеет внутренние точки,
λ > 0. Тогда

(а) существует номер N такой, что для любого n ≥ N задача (13) однозначно разреши-
ма;
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(б) при n →∞

u(n) → u∗ в C1,α, (14)
f (n) → f∗ в H2(S), (15)

где (u∗, f∗) — решение задачи управления (6)–(9).

Доказательство разобьем на несколько этапов в виде лемм.
Отметим, что из условий теоремы 3 вытекает разрешимость задачи (6)–(9).
Лемма 1. Пусть выполняются условия теоремы 3. Тогда для любой пары (u, f) ∈ U

существует последовательность (un, fn) ∈ Un такая, что

un → u в C1,α, fn → f в H2(S) при n →∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть (u, f) ∈ U . Так как множество K выпуклое и имеет внут-
ренние точки, то любая его граничная точка является пределом некоторой последователь-
ности внутренних точек. Тогда, используя условие (12), нетрудно доказать существование
последовательности

fn ∈ Kn, fn → f в H2(S).

Положим un = A(fn) (оператор A определен в разделе 2). Тогда (un, fn) ∈ Un, причем
un → u в C1,α (следствие 3). Лемма доказана.

Согласно лемме 1 множество Kn непустое при любом достаточно большом n. Утвер-
ждение (а) теоремы 3 вытекает из теоремы 2 (достаточно взять вместо K множество Kn,
которое также является выпуклым, замкнутым и непустым). Осталось доказать утвержде-
ние (б).

Лемма 2. Пусть выполняются условия теоремы 3. Тогда

‖f (n)‖H2(S) ≤ C, (16)

J(u(n), f (n)) → J(u∗, f∗), (17)

где (u∗, f∗) — решение задачи управления (6)–(9), а (u(n), f (n)) — решение задачи (13), по-
стоянная C не зависит от n.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 1 существует последовательность (un, fn) ∈ Un

такая, что
un → u∗ в C1,α, fn → f∗ в H2(S).

Тогда из (13) и определения (u∗, f∗) вытекает

J(u∗, f∗) ≤ J(u(n), f (n)) ≤ J(un, fn) → J(u∗, f∗).

Значит, выполняется (17). Так как λ > 0, то из неравенства

λ

2
‖f (n) − fd‖2

H2(S) ≤ J(u(n), f (n))

и ограниченности числовой последовательности {J(u(n), f (n))} вытекает (16). Лемма дока-
зана.

Напомним, что оператор A : H2(S) → C1,α определен в разделе 2.
Лемма 3. Пусть выполняются условия теоремы 3, (u(n), f (n)) — подпоследователь-

ность решений задач (13). Тогда если

f (n) → f слабо в H2(S), (18)
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u = A(f), то (u, f) является решением задачи управления (6)–(9) и выполняется (15).
Док а з а т е л ь с т в о. По следствию 2 выполняется u(n) = A(f (n)) → u в C1,α. Так как

Un ⊂ U , то (u, f) ∈ U . Докажем, что (u, f) — решение задачи (6)–(9). Из (17) следует

J(u(n), f (n)) → j ≡ inf
(u,f)∈K

J(u, f).

Так как гильбертова норма ‖·‖H2(S) является слабо полунепрерывным снизу функционалом,
то

J(u, f) ≤ j.

Это возможно только при J(u, f) = j, то есть (u, f) — решение задачи (6)–(9).
Осталось доказать (15). Так как

u(n) → u в L2(Q),

то из (17) вытекает
‖f (n) − fd‖2

H2(S) → ‖f − fd‖2
H2(S).

Пространство H2(S) гильбертово. Следовательно, последнее соотношение и (18) эквива-
лентны

‖f (n) − f‖2
H2(S) → 0.

Лемма доказана.
Докажем теперь утверждение (б) теоремы 2. Согласно лемме 3 и следствию 3 достаточно

доказать (15). Пусть (15) не выполняется. Это означает, что существует функционал F ∈
(H2(S))∗, число ε > 0 и подпоследовательность f (nk) такая, что

∣∣∣∣
〈
F, f (nk) − f∗

〉
(H2(S))∗×H2(S)

∣∣∣∣ ≥ ε. (19)

Согласно лемме 2, последовательность f (nk) ограничена. Значит, из нее можно извлечь под-
последовательность

f (n′k) → f слабо в H2(S).

Согласно лемме 3, функция f вместе с соответствующей u = A(f) является решением (6)–
(9). Оно единственно по теореме 1. Значит, f = f∗. Получили f (n′k) → f∗ слабо в H2(S). Это
противоречит (19). Сходимость (15) доказана. Теорема 3 полностью доказана.

5. Решение конечномерной задачи

Если
K = H2(S),

то точно так же, как и в [12], выводятся следующие формулы для решения конечномерной
задачи управления (13):

u(n) = v(0) +
n∑

k=1

tkv(k), f (n) =
n∑

k=1

tke(k), (20)

где {e(k)}n
k=1 — базис в пространстве Hn.
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Функции v(0), v(k) находятся как решения следующих двух задач дифракции:




µi(e)∆v(0)
i(e) + (λi(e) + µi(e))∇(∇ · v(0)

i(e)) + ω2ρi(e)v
(0)
i(e) = 0 в Ωi(e),

v(0)
i = v(0)

e + g, Tiv
(0)
i = Tev(0)

e на S,

∂
(
v(0)

e

)(p)

∂|x| − ikp

(
v(0)

e

)(p)
= O(|x|−1),

∂
(
v(0)

e

)(s)

∂|x| − iks

(
v(0)

e

)(s)
= O(|x|−1);

(21)





µi(e)∆v(k)
i(e) + (λi(e) + µi(e))∇(∇ · v(k)

i(e)) + ω2ρi(e)v
(k)
i(e) = 0 в Ωi(e),

v(k)
i = v(k)

e , Tiv
(k)
i = Te(v(k)

e + e(k)) на S,

∂
(
v(k)

e

)(p)

∂|x| − ikp

(
v(k)

e

)(p)
= O(|x|−1),

∂
(
v(k)

e

)(s)

∂|x| − iks

(
v(k)

e

)(s)
= O(|x|−1).

(22)

Коэффициенты tk являются решением системы линейных уравнений

n∑

j=1

akjtj = bk k = 1, n, (23)

где

ajk = a′jk + λa′′jk, bj = b′j + λb′′j ,

a′jk =
1
2

∫

Q

(
v(k)v(j) + v(k)v(j)

)
dx, a′′jk =

1
2

(
e(k), e(j)

)
H2(S)

+
(
e(k), e(j)

)
H2(S)

,

b′j =
1
2

∫

Q

(
v(j)vd + v(j)vd

)
dx, b′′j =

1
2

(
e(j), fd

)
H2(S)

+
(
e(j), fd

)
H2(S)

,

(24)

Здесь ( · , · )H2(S) — скалярное произведение в H2(S). Отметим, что матрица ((akj)) не вы-
рожденная (доказывается так же, как и в [17]).

Таким образом, предлагаемый алгоритм имеет следующий вид:

1) находим функции v(0), v(k) (k = 1, n), как решения задач дифракции (21) и (22)
соответственно;

2) вычисляем коэффициенты ajk и bj по формулам (24);

3) находим tk как решение системы (23);

4) в качестве приближенного решения задачи берем

u ≈ u(n) = v(0) +
n∑

k=1

tkv(k), f ≈ f (n) =
n∑

k=1

tke(k).

Отметим, что основной объем вычислений приходится на решение задач дифракции (22).
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ABSTRACT
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