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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ðå-

øåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ýâîëþöè-

îííîé ñèñòåìû. Ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, îáåñïå÷èâà-

þùàÿ óñòîé÷èâîñòü îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, óïðàâëåíèå ñ îá-

ðàòíîé ñâÿçüþ, óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûìè ñèñòåìàìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ðàçâèòà äîñòàòî÷íî õîðîøî, îñîáåííî äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé [1], [2], [3]. Â ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè îñíîâíîå âíèìà-
íèå îáû÷íî óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è ïîñòðîåíèþ ñèñòåì
îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèõ íåîáõîäèìûå, à èíîãäà è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Â
òî æå âðåìÿ â ñòîðîíå îñòàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà, èíòåðåñíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæå-
íèé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûìè ñèñòåìàìè âàæíî, ÷òîáû îïòèìàëüíîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿëîñü óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé ñîîòâåòñòâóþùåé ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûé îïòèìàëüíûé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì íå ðåàëèçóåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè íåóñòîé-
÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ çà ñ÷åò, íàïðèìåð, óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ [4], ÷òî
ìîæåò îêàçàòüñÿ çàòðàòíûì ïî óïðàâëåíèþ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ íàéòè ïðåä-
ñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷åðåç îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå
îáåñïå÷èò óñòîé÷èâîñòü îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîãî ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ïðè-
ìåðå ñëåäóþùåé ïðîñòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäå-
ëåííûì óïðàâëåíèåì. Ïóñòü Ω ⊂ Rm, m > 1, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
Γ. ×åðåç L2(Ω) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì â Ω. Çàäà÷à
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïàðû óïðàâëåíèå � ñîñòîÿíèå {u, y} òàêîé, ÷òî

J(u, y) =
1

2
∥y − yd∥2L2(Ω) +

λ

2
∥u∥2L2(Ω) → inf, (1)

∆y + ky = −u, x ∈ Ω, y|Γ = 0. (2)

⋆ Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî Îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, 690041, Âëàäèâîñòîê,
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Çäåñü yd ∈ L2(Ω), λ > 0, k > 0.
Îòìåòèì ñðàçó âàæíóþ îñîáåííîñòü êðàåâîé çàäà÷è (2), ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî åå ðåøå-

íèå, åñëè k âåëèêî, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäà-
åìîé ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì

ẏ −∆y − ky = u

â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω). Çäåñü ẏ = ∂y/∂t.

2. Ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû. Ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïðîñòðàíñòâî L2(Ω), V = H1
0 (Ω) = {z ∈ H1(Ω) : z|Γ = 0}. Çäåñü è

äàëåå ÷åðåç Hs(Ω) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W s
2 (Ω). ×åðåç (·, ·) îáîçíà÷àåì ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå H è îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V è ñîïðÿæåí-
íûì ïðîñòðàíñòâîì V ′ = H−1(Ω), ñ÷èòàÿ, ÷òî V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′. ×åðåç ((·, ·)) îáîçíà÷àåì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â V .

(u, v) =

∫
Ω

(u · v)dx, ((u, v)) = (∇u,∇v).

Íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ H è V îáîçíà÷àåì ÷åðåç | · | è ∥ · ∥ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì
îïåðàòîð A : V → V ′, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

(Ay, z) = ((y, z)) ∀y, z ∈ V.

Îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(Ay, y) = ∥y∥2, (Ay, z) = (Az, y) ∀y, z ∈ V. (3)

Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A

Awj = λjwj , (wi, wj) = δij , 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ,

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâ H è V . Îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 : V ′ → V èìååò ïðåäñòàâëåíèå

A−1f =
∞∑
1

1

λj
(f, wj)wj .

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ (1)�(2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J(u, y) =
1

2
|y − yd|2 +

λ

2
|u|2 → inf, Ay − ky = u. (4)

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Ay − ky = u ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ôîðìóëèðîâêîé êðàåâîé çàäà÷è (2),
ïðè ýòîì èç óñëîâèé u, y ∈ H ñëåäóåò, ÷òî y ∈ H2(Ω). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìî, åñëè ÷èñëî k íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà A, ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y =

∞∑
1

(u,wj)

λj − k
wj .

Îïèøåì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü yd ∈ H, λ > 0, k > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {û, ŷ}

çàäà÷è (4), ïðè ýòîì û ∈ H, ŷ ∈ V ∩H2(Ω).
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïî÷òè î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ïàð {u, y} ∈ H × V , óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Ay−ky = u, íåïóñòî, ôóíêöèîíàë J ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì,
ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó è ñòðîãî âûïóêëûì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü yd ∈ H, λ > 0, k > 0 è íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà
A. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà {û, ŷ} ∈ H×V áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè p ∈ V òðîéêà {û, ŷ, p} óäîâëåòâîðÿëà ñèñòåìå îïòèìàëüíîñòè

Aŷ − kŷ = û, Ap− kp = ŷ − yd, û = − 1

λ
p. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ïðèíöèïà Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷ [3].

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè (5) îïðåäåëÿåò ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé â (5) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà îáðàòíîé ñâÿçè û = R(ŷ), ãäå

R(y) = − 1

λ

∞∑
1

(y − yd, wj)

λj − k
wj . (6)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå ŷ êàê îñîáóþ òî÷êó äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â
ïðîñòðàíñòâåH, ïîðîæäåííîé ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì, âêëþ÷àþùèì îáðàòíóþ ñâÿçü (6):

ẏ +Ay − ky = R(y), t > 0. (7)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k áîëüøå ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îïåðà-
òîðà A, k > λ1. Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ŷ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû
(7). Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü φ(t) = y(t)− ŷ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

φ̇+Aφ− kφ = − 1

λ

∞∑
1

(φ,wj)

λj − k
wj ,

ðåøèâ êîòîðîå ìåòîäîì Ôóðüå, ïîëó÷àåì

φ(t) =
∞∑
1

eµjt(φ(0), wj)wj .

Çäåñü µj = k − λj +
1

k−λj
è, ïî êðàéíåé ìåðå, µ1 > 0, ÷òî îçíà÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò

|φ(t)|, åñëè (φ(0), w1) ̸= 0.

3. Óñòîé÷èâûé ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè, îáåñïå÷èâàþùåé óñòîé÷èâîñòü îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðó íåóñòîé÷èâîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2). Ñ ýòîé öåëüþ
âûðàçèì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé â ñèñòåìå îïòèìàëüíîñòè (5)

p = λ(kŷ −Aŷ). (8)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (5) ïîëó÷àåì

p = A−1(kp+ ŷ − yd). (9)

Ïîäñòàâèâ (8) â ïðàâóþ ÷àñòü (9), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ñîïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷åðåç ŷ:

û = Rs(ŷ), ãäå Rs(y) = A−1

(
1

λ
yd − (k2 +

1

λ
)y + kAy

)
. (10)

206



Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ óðàâíåíèåì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

Aŷ − kŷ = Rs(ŷ). (11)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü yd ∈ H, λ > 0, k > 0 è íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðà-
òîðà A. Îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå ŷ ∈ V ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, ïîðîæäàåìîé ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì

ẏ +Ay − ky = Rs(y) (12)

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü φ(t) = y(t)− ŷ, ãäå y(t) � ðåøåíèå (12), y(0) ∈ H. Òîãäà

èç (11), (12) ïîëó÷àåì

φ̇+Aφ− kφ = A−1

(
kAφ− (k2 +

1

λ
)φ

)
. (13)

Ïîëó÷èì àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13), èç êîòîðûõ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü îï-
òèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ŷ. Óìíîæèì ñêàëÿðíî â H óðàâíåíèå (13) íà φ:

1

2

d|φ|2

dt
+ (q, φ− kA−1φ) = − 1

λ
(A−1φ,φ) ≤ 0. (14)

Çäåñü q = Aφ− kφ. Ïîýòîìó
1

2

d|φ|2

dt
+ (q,A−1q) ≤ 0. (15)

Îöåíèì âûðàæåíèå (q, A−1q) ñíèçó:

(q,A−1q) =
∞∑
1

1

λj
(Aφ− kφ,wj)

2 =
∞∑
1

(λj − k)2

λj
(φ,wj)

2 ≥ α|φ|2,

ïîñêîëüêó λj → ∞, êîãäà j → ∞. Ïîñòîÿííàÿ α > 0 çàâèñèò òîëüêî îò ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé îïåðàòîðà A. Èç äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (15) ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåé îöåíêè
ñëåäóåò

|φ(t)| ≤ |φ(0)|e−αt,

÷òî îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ŷ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî φ(0) ∈ V , äîêàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-

âîñòü ŷ â ïðîñòðàíñòâå V .
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ABSTRACT

The optimal control problem for the elliptic equation is considered. The solutions
of the elliptic equation are the unstable critical points of corresponding evolution
system. The construction of the feedback control provided the stability of optimal
state is suggested.
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