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Пусть на плоскости Oxy в полярных координатах заданна область

Ω = {(r, ϕ) : 0 6 r 6 r(ϕ)/ cosϕ, 0 6 ϕ 6 π/4}, (1)

где r(ϕ) ∈ C[0, π/4]. Для произвольного R > 1 определим область

ΩR = {(Rx, Ry) : (x, y) ∈ Ω}

и обозначим через F(Ω, R) множество видимых (примитивных) точек решетки Z2, лежащих
в ΩR:

F(Ω, R) = {(x, y) ∈ ΩR ∩ Z2 : (x, y) = 1}.
Пусть N = N(R) = #F(Ω, R) — число элементов в множестве F(Ω, R) и Aj(xj , yj) (1 6 j 6
N) — точки F(Ω, R), занумерованные так, что соответствующие им углы θj = arctg yj/xj

образуют возрастающую последовательность

0 6 θ1 < . . . < θN 6 π/4.

В работе [5] изучено распределение углов θ2 − θ1, . . . , θN − θN−1 между соседними луча-
ми, проведенными из начала координат в точки множества F(Ω, R). После естественной
нормировки получаются величины N(θ2 − θ1), . . . , N(θN − θN−1), для которых доказано
существование предельной плотности распределения, вычисляемой явно (см [5]).

Оказывается, что естественней рассматривать задачу о совместном распределении рас-
стояний dj , dj+1 (1 6 j 6 N − 1), где dj =

√
x2

j + y2
j . Величины θj+1 − θj можно интер-

претировать как углы в фундаментальных параллелограммах решетки Z2 со сторонами dj ,
dj+1; таким образом, djdj+1 sin(θj+1−θj) = 1. Поэтому вопрос о распределении углов между
соседними лучами легко решается, если известно совместное распределение длин отрезков.

Пусть α0, β0 ∈ [0, 1], ϕ0 ∈ [0, π/4], R > 1 и R̃(ϕ) = R · r(ϕ)/ cosϕ. Рассмотрим сумму

Φ(R) = Φ(ϕ0, α0, β0; R) =
N−1∑

j=1

[dj 6 α0R̃(θj), dj+1 6 β0R̃(θj+1), θj+1 6 ϕ0)],
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где [A] = 1, если утверждение A истинно, и [A] = 0 в противном случае. Таким образом,
сумма Φ(R) равна числу лежащих на плоскости Oxy внутри угла arctg y/x 6 ϕ0 фундамен-
тальных параллелограммов, у которых нормированные стороны djR̃

−1(θj), dj+1R̃
−1(θj+1)

не превосходят α0 и β0 соответственно. Положим

Nϕ0(R) = #{(x, y) ∈ F(Ω, R) : arctg y/x 6 ϕ0} =
N−1∑

j=0

[θj+1 6 ϕ0].

Тогда будет выполняться асимптотическая формула

Φ(R)
Nϕ0(R)

= 2
∫ α0

0

∫ β0

0
[α + β > 1]dα dβ + O(R−∆) (∆ > 0),

в которой поведение остаточного члена зависит от свойств функции r(ϕ). При этом плот-
ность, стоящая под знаком интеграла, не зависит от направления (угла ϕ0), то есть в
рассматриваемой задаче целочисленная решетка демонстрирует свойство асимптотической
изотропности, которое наблюдается и в других случаях (см, например, [1, 2]).

В этой статье рассматривается случай треугольной области, для которого удается по-
лучить корневое понижение в остаточном члене.

Обозначим черезM множество всех целочисленных матриц S =
(

P P ′
Q Q′

)
с определителем

det S = ±1, у которых

1 6 Q 6 Q′, 0 6 P 6 Q, 1 6 P ′ 6 Q′.

Оно разбивается на два непересекающихся подмножестваM+ иM−, состоящих из матриц
с определителями +1 и −1 соответственно.

Каждой паре точек (Aj , Aj+1) ∈ F2(Ω, R) можно поставить в соответствие матрицу
S ∈M по правилу

S =





(
yj yj+1

xj xj+1

)
∈M−, если xj+1 > xj ;

(
yj+1 yj

xj+1 xj

)
∈M+, если xj+1 < xj .

Наоборот, матрице S =
(

P P ′
Q Q′

) ∈ M можно поставить в соответствие пару точек (A,B) =
((Q′, P ′), (Q,P )), если detS = 1, и пару (A, B) = ((Q,P ), (Q′, P ′)), если det S = −1. Полу-
ченные при этом точки A(xA, yA) и B(xB, yB) будут лежать в F(Ω, R), если

√
x2

A + y2
A 6 R̃

(
arctg

yA

xA

)
,

√
x2

B + y2
B 6 R̃

(
arctg

yB

xB

)
,

что равносильно неравенствам

xA 6 R

(
arctg

yA

xA

)
, xB 6 R

(
arctg

yB

xB

)
,

где R(ϕ) = R · r(ϕ) = R̃(ϕ) cosϕ. Лучи, проходящие через A и B, будут соседними при
условии

xA + xB > R

(
arctg

yA + yB

xA + xB

)
.

Поэтому сумму Φ(R) можно представить в виде

Φ(R) = Φ+(R) + Φ−(R),
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где

Φ+(R) =
∑

(
P P ′
Q Q′

)
∈M+

[Q′ 6 α0R(ϕ′), Q 6 β0R(ϕ), Q + Q′ > R(ϕ′′), ϕ 6 ϕ0],

Φ−(R) =
∑

(
P P ′
Q Q′

)
∈M+

[Q 6 α0R(ϕ), Q′ 6 β0R(ϕ′), Q + Q′ > R(ϕ′′), ϕ′ 6 ϕ0], (2)

ϕ = arctg
P

Q
, ϕ′ = arctg

P ′

Q′ , ϕ′′ = arctg
P + P ′

Q + Q′ .

Для натурального q через δq(a) будем обозначать характеристическую функцию дели-
мости на q:

δq(a) = [a ≡ 0 (mod p)] =

{
1, если a ≡ 0 (mod q);
0, если a 6≡ 0 (mod q);

σα(q) — сумма степеней делителей натурального q:

σα(q) =
∑

d|q
dα.

Из оценки сумм Клостермана
∣∣∣∣∣∣

q∑

x,y=1

δq(xy − 1)e2πi mx+ny
q

∣∣∣∣∣∣
6 σ0(q) · (m,n, q)1/2 · q1/2,

принадлежащей Эстерману (см [6]), вытекает следующее утверждение [4, Теорема 1].
Лемма 1.Пусть q > 1 — натуральное, Q1, Q2, P1, P2 — вещественные и 0 6 P1, P2 6 q.

Тогда ∑
Q1<u6Q1+P1
Q2<v6Q2+P2

δq(uv ± 1) =
ϕ(q)
q2

· P1P2 + O
(
σ0(q) log2(q + 1)q1/2

)
.

Применим лемму 1 для вычисления суммы Φ(R).
Лемма 2. Пусть R > 2. Тогда

Φ−(R) = tg ϕ0 · S∗−(R) + O(R3/2 log3 R),

где

S∗−(R) =
∑

q6R

ϕ(q)
∫ 1

0
[y 6 α0R/q, 1 6 β0R/q, y + 1 > R/q]dy. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В сумме (2), задающей Φ−(R), при фиксированном значении
Q′ = q переменные P ′ и Q должны быть решениями сравнения uv ≡ 1 (mod q). Значение P
при известных Q′, P ′ и Q находится однозначно: P = (P ′Q − 1)/Q′ = (uv − 1)/q. Поэтому
сумму Φ−(R) можно переписать в виде

Φ−(R) =
∑

q6R

q∑

u,v=1

δq(uv − 1)[v 6 α0R, q 6 β0R, v + q > R, u 6 u0],

где u0 определяется из условия tg ϕ0 = u0/q. По лемме 1

Φ−(R) =
∑

q6R

(
ϕ(q)
q2

∫ q

0

∫ q

0
[v 6 α0R, q 6 β0R, v + q > R, u 6 u0] du dv + O(q1/2σ0(q) log2(q + 1)

)
.
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С помощью стандартной формулы
∑

q6R

σ0(q) ¿ R log R

и преобразования Абеля приходим к оценке остаточного члена
∑

q6R

q1/2σ0(q) log2(q + 1) ¿ R3/2 log3 R.

После замены переменных u = q, v = qy получаем равенство

Φ−(R) =
∑

q6R

ϕ(q)
∫ 1

0

∫ 1

0
[y 6 α0R/q, 1 6 β0R/q, y +1 > R/q, x 6 u0/q] dx dy +O(R3/2 log3 R).

Интегрируя его по переменной x, приходим к утверждению леммы.
Лемма 3. Пусть α0, β0 ∈ [0, 1] и R > 2. Тогда для суммы S∗−(R), определенной равен-

ством (3), выполняется асимптотическая формула

S∗−(R) =
R2

ζ(2)

∫ α0

0

∫ β0

0
[β > α, α + β > 1] dα dβ + O(R log R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь равенством

ϕ(q) = q
∑

d|q

µ(d)
d

,

для суммы S∗−(R) получаем представление

S∗−(R) =
∑

d6R

µ(d)S−(R/d), (4)

где

S−(R) =
∑

q6R

q

∫ 1

0
[y 6 α0R/q, 1 6 β0R/q, y + 1 > R/q] dy.

Внося суммирование под знак интеграла, находим

S−(R) =
∫ 1

0
dy

[
1
β0
− 1 6 y 6 α0

1− α0

] ∑

q6R

q

[
R

y + 1
< q 6 min

{
α0R

y
, β0R

}]
=

=
R2

2
I(α0, β0) + O(R), (5)

где

I(α, β) =
∫ 1

0

[
1
β0
− 1 6 y 6 α0

1− α0

] ((
min

{
α0

y
, β0

})2

− 1
(y + 1)2

)
dy.

Полученный интеграл вычисляется непосредственно. В зависимости от параметров резуль-
тат выглядит следующим образом:

I(α, β) =





0, если β 6 1/2 или α + β < 1;
2(β − 1

2)2, если β > 1/2, α > β;
2(β − 1

2)2 − (α− β)2, если α > 1/2, β > α;
(α + β − 1)2, если α 6 1/2, β + α > 1.
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Отсюда

∂2I(α, β)
∂α ∂β

= 2[β > α, α + β > 1], I(α0, β0) = 2
∫ α0

0

∫ β0

0
[β > α, α + β > 1] dα dβ.

Подставляя равенство (5) в (4), приходим к утверждению леммы.
Замечание. Аналогичные рассуждения показывают, что при R > 2 для суммы Φ+(R)

выполняется асимптотическая формула

Φ+(R) = tg ϕ0 · S∗+(R) + O(R3/2 log3 R),

где

S∗−(R) =
∑

q6R

ϕ(q)
∫ 1

0
[y 6 β0R/q, 1 6 α0R/q, y + 1 > R/q]dy =

=
R2

ζ(2)

∫ α0

0

∫ β0

0
[α > β, α + β > 1] dα dβ + O(R3/2 log3 R).

Теорема. Пусть Ω — треугольник, задаваемый равенством (1), с r(ϕ) ≡ 1. Тогда при
любых α0, β0 ∈ [0, 1], ϕ0 ∈ [0, π/4], R > 2 справедлива асимптотическая формула

Φ(R)
Nϕ0(R)

= 2
∫ α0

0

∫ β0

0
[α + β > 1] dα dβ + O(R−1/2 log3 R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь леммами 2 и 3, для суммы Φ−(R) получаем
асимптотическую формулу

Φ−(R) = tg ϕ0
R2

ζ(2)

∫ α0

0

∫ β0

0
[β > α, α + β > 1] dα dβ + O(R3/2 log3 R).

С учетом сделанного замечания

Φ+(R) = tg ϕ0
R2

ζ(2)

∫ α0

0

∫ β0

0
[β 6 α, α + β > 1] dα dβ + O(R3/2 log3 R).

Поэтому

Φ(R) = Φ+(R) + Φ−(R) = tg ϕ0
R2

ζ(2)

∫ α0

0

∫ β0

0
[α + β > 1] dα dβ + O(R3/2 log3 R).

Поскольку (см [3, гл. II, зад. 21])

Nϕ0(R) =
tg ϕ0

2ζ(2)
R2 + O(R log R),

то для искомого отношения окончательно находим

Φ(R)
Nϕ0(R)

= 2
∫ α0

0

∫ β0

0
[α + β > 1] dα dβ + O(R−1/2 log3 R).
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