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1. Ââåäåíèå

Èíòåðåñ ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè âûçâàí íàëè÷è-
åì àêòóàëüíûõ ïðèëîæåíèé â àâèà- è ñóäîñòðîåíèè, ïðîìûøëåííîì ïðîèçâîäñòâå, îõðàíå
îêðóæàþùåé ñðåäû è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Çà ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò âûøëî áîëüøîå ÷èñëî
ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè è òåïëîâîé êîíâåêöèè (ñì, íàïðèìåð, [1, 2, 3, 6, 4, 5, 7, 8]).
Â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, âûâåäåíû è èññëåäîâà-
íû ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Â íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íà îñíîâå àíàëèçà ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïóáëèêîâàíî î÷åíü ìàëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåí-
íîìó ðåøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé æèä-
êîñòè (ñì [9, 10, 11, 12]). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ óñëîâíîé
ìèíèìèçàöèè â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé âûñòóïàþò ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà ñèñòåì óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà. Ïîýòîìó ïðè
÷èñëåííîì ðåøåíèè óêàçàííûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ðÿä òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, ñ
ïîñòðîåíèåì ñåòîê â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ, ñ àïïðîêñèìàöèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñ ðåøåíèåì íåëèíåéíûõ ñèñòåì è ò.ï. Äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû âíîñÿò
ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñàìèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîç-
íèêàþò íîâûå èäåè è ïîäõîäû, îðèåíòèðîâàííûå íà ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ c èñïîëüçî-
âàíèåì äîñòóïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ.

Îäíà èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â ãèäðîäèíàìèêå ñâÿçàíà ñ ìèíèìèçà-
öèåé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà òåëî ñî ñòîðîíû âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðè îïðåäå-
ëåííûõ ðåæèìàõ îáòåêàíèÿ çà òåëîì îáðàçóåòñÿ îòðûâíàÿ çîíà, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
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ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ óïðàâ-
ëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèå áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå òåëà. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷
îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áåç ó÷åòà ñèëû
òÿæåñòè è òåïëîâûõ ýôôåêòîâ, ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò âåêòîð ñêîðîñòè íà ÷àñòè ãðàíèöû,
à îáëàñòü òå÷åíèÿ èìååò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé âèä (ñì, íàïðèìåð, [12]). Âîïðîñû ïðàê-
òè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è ïîèñêè äðóãèõ òèïîâ óïðàâëåíèé ïðèâîäÿò
ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè âÿçêîé
æèäêîñòè.

Íàøà ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè òåïëî-
âîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà � Áóññèíåñêà, êîãäà ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò ïî-
òîê òåïëà ÷åðåç ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè òå÷åíèÿ. Â ñòàòüå âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñ-
íîâàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîâåðÿåòñÿ íà
ïðèìåðå ìèíèìèçàöèè L2-íîðìû îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè îò çàäàííîãî áåçâèõðåâîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ äëÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ äâóõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ïëîñêèì ïîòîêîì âÿçêîé
æèäêîñòè â êàíàëå.

Íèæå â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

−ν∆u+ (u · grad)u+ grad p = (1− βT )G, divu = 0 â Ω, u|Γ = g, (1)

−λ∆T + u · gradT = f â Ω, T |ΓD
= ψ, λ∂T/∂n|ΓN

= χ. (2)

Çäåñü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 ñ ãðàíèöåé Γ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé � ΓD è ΓN , u
è T � ñêîðîñòü è òåìïåðàòóðà, p = P/ρ, ãäå P � äàâëåíèå, ρ=const � ïëîòíîñòü ñðåäû, ν >
0, λ > 0 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè è òåìïåðàòóðîâîäíîñòè,
f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà, G � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, β,
g, ψ è χ � íåêîòîðûå ôóíêöèè.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R è L2(D), ãäå D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü Ω ëèáî ãðàíèöó Γ èëè
åå íåêîòîðóþ ÷àñòü Γ0. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Hs(D) è L2(D). Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Ω) ëèáî â L2(ΓN ) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç (·, ·) ëèáî (·, ·)ΓN

, íîðìó â L2(Ω) ëèáî â L2(ΓN ) � ÷åðåç ∥ · ∥ ëèáî ∥ · ∥ΓN
, íîðìó â

H1(Ω) è H1(Ω) � ÷åðåç ∥ · ∥1, íîðìó â H1/2(Γ) ëèáî â H1/2(ΓN ) � ÷åðåç ∥ · ∥1/2,Γ ëèáî
∥ · ∥1/2,ΓN

, îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè � ÷åðåç ⟨·, ·⟩. Ïîëîæèì L2
0(Ω) = {p ∈ L2(Ω) : (p, 1) =

0}, T = H1(Ω,ΓD) ≡ {S ∈ H1(Ω) : S|ΓD
= 0}, H̃1/2(Γ) = {g ∈ H1/2(Γ) : (g,n)Γ(i) = 0, i =

1, 2, . . . , N,g · n|ΓN
= 0}.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R2 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1, ñîñòîÿùåé èç N

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Γ(i), i = 1, 2, ..., N ; ΓD ∈ C0,1, meas ΓD > 0, ΓN ∈ C0,1, ΓD ∩ ΓN = ∅,
Γ = ΓD ∪ ΓN ;

(ii) g ∈ H̃1/2(Γ), f ∈ L2(Ω), ψ ∈ H1/2(ΓD);
(iii) χ ∈ L2(ΓN ).
Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (1), (2) íà äâå ãðóïïû: ãðóïïó óïðàâ-

ëåíèé, êóäà âíåñåì ôóíêöèþ χ, è ãðóïïó ôèêñèðîâàííûõ äàííûõ, êóäà âíåñåì íåèçìåíÿ-
åìûå íèæå ôóíêöèè β,g, f è ψ. Ïîëîæèì x = (u, p, T ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå χ
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà ìíîæåñòâå K = L2(ΓN ).

Ïîëàãàÿ X = H1(Ω)× L2
0(Ω)×H1(Ω), Y = H−1(Ω)× L2

0(Ω)× H̃1/2(Γ)× T ∗ ×H1/2(ΓD),
ââåäåì îïåðàòîð F ≡ (F1, F2, F3, F4, F5) : X ×K → Y , ãäå

⟨F1(x),v⟩ = ν(∇u,∇v) + ((u · ∇u),v)− (divv, p)− ((1− βT )G,v),
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⟨F4(x, χ), S⟩=λ(∇T,∇S)+(u · ∇T, S)−(f, S)−(χ, S)ΓN
,

⟨F2(x), q⟩=(divu, q), F3(x) = u|Γ − g, F5(x) = T |ΓD
− ψ.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ â (1), (2) íà òåñòîâûå ôóíêöèè è èíòåãðèðóÿ, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è (1), (2). Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîé
òðîéêè x ≡ (u, p, T ) ∈ X, ÷òî

F (u, p, T, χ) = 0. (3)

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì [8]), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà χ ∈
L2(ΓN ) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x ≡ (u, p, T )∈X çàäà÷è (3) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∥u∥1 ≤ Mu,
∥p∥ ≤ Mp, ∥T∥1 ≤ MT . Çäåñü Mu, Mp è MT � íåóáûâàþùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íîðì
∥β∥, ∥g∥1/2,Γ, ∥f∥, ∥ψ∥1/2,ΓD

, ∥χ∥ΓN
.

2. Ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

J(x, χ) ≡ 1

2
∥u− ud∥2L2(Ω) +

µ

2
∥χ∥2ΓN

→ inf, F (x, χ) = 0, (x, χ) ∈ X × L2(ΓN ). (4)

Çäåñü µ > 0 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ud ∈ L2(Ω) èãðàåò ðîëü
èçìåðåííîãî ëèáî æåëàåìîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé â îáëàñòè Ω.

Ââåäåì ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå y∗ = (ξ, σ, ζ, θ, ζ1) ∈ Y ∗, ãäå ôóíêöèè ξ ∈ H1
0(Ω), σ ∈

L2
0(Ω) è θ ∈ T èìåþò ñìûñë ñîïðÿæåííûõ ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû, è ëàãðàí-

æèàí L ôîðìóëîé L(x, χ, λ0,y∗) = λ0J(x, χ) + ⟨y∗, F (x, χ)⟩. Äèôôåðåíöèðóÿ ëàãðàíæèàí
ïî ñîïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèþ y∗, èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ x, óïðàâëåíèþ χ è ïðèðàâíèâàÿ ýòè
ïðîèçâîäíûå ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â òî÷êå ýêñòðåìóìà (u, p, T, χ):

F (x, χ) = 0, F ′
x(x, χ)

∗y∗ + λ0J
′
x(x, χ) = 0, F ′

χ(x, χ)
∗y∗ + λ0J

′
χ(x, χ) = 0. (5)

Ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (4), êîòîðûå ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

λ(∇T,∇S) + (u · ∇T, S)− (f, S)− (χ, S)ΓN
= 0 ∀S ∈ T , (6)

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p, divv) + ((1− βT )G,v) = 0 ∀v ∈ H1
0(Ω), (7)

divu = 0 â Ω, u = g íà Γ, T = ψ íà ΓD, (8)

ν(∇w,∇ξ) + ((u · ∇)w, ξ) + ((w · ∇)u, ξ)+

+(w · ∇T, θ) + (σ,divw) + λ0(u− ud,w) = 0 ∀w ∈ H1
0(Ω), (9)

λ(∇h,∇θ) + (u · ∇h, θ) + (βhG, ξ) = 0 ∀h ∈ T , (10)

div ξ = 0 â Ω, ξ = 0 íà Γ, θ = 0 íà ΓD, (11)

(λ0µχ− θ, ϕ)ΓN
= 0 ∀ϕ ∈ L2(ΓN ).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (λ0,y
∗) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì (ñì

îá ýòîì ïîäðîáíåå â [5, 8]). Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü λ0 ðàâíûì åäèíèöå è âûðàçèòü èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà óïðàâëåíèå χ ïî ôîðìóëå χ = θ/µ. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (6),
ïîëó÷àåì

λ(∇T,∇S) + (u · ∇T, S)− (f, S)− (1/µ)(θ, S)ΓN
= 0 ∀S ∈ T . (12)

Òàêèì îáðàçîì ìû èñêëþ÷èëè óïðàâëåíèå χ èç ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè è ïîëó÷èëè íî-
âóþ íåëèíåéíóþ çàäà÷ó (7)�(12) äëÿ èñõîäíîãî è ñîïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèé, êîòîðóþ äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Φ(u, p, T, ξ, σ, θ) = 0. (13)
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3. ×èñëåííûé àëãîðèòì

C ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Φ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ
ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà. Îí ñîñòîèò èç ñëå-
äóþùèõ ýòàïîâ:

0. âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0, p0, T0, ξ0, σ0, θ0, ïîëàãàåì n = 0;
1. âû÷èñëÿåì (ũ, p̃, T̃ , ξ̃, σ̃, θ̃) êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Φ′(un, pn, Tn, ξn, σn, θn)(ũ, p̃, T̃ , ξ̃, σ̃, θ̃) = −Φ(un, pn, Tn, ξn, σn, θn),

èìåþùåãî â ïîäðîáíîé çàïèñè âèä ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ũ, p̃, T̃ , ξ̃, σ̃ è θ̃:

ν(∇ũ,∇v) + ((ũ · ∇)un,v) + ((un · ∇)ũ,v)− (p̃,divv) + (βT̃G,v)+

+ν(∇un,∇v) + ((un · ∇)un,v)− (pn,divv) + ((1− βTn)G,v) = 0 ∀v ∈ H1
0(Ω),

λ(∇T̃ ,∇S) + (ũ · ∇Tn, S) + (un · ∇T̃ , S)− (1/µ)(θ̃, S)ΓN
+

+λ(∇Tn,∇S) + (un · ∇Tn, S)− (f, S)− (1/µ)(θn, S)ΓN
= 0 ∀S ∈ T ,

ν(∇w,∇ξ̃) + ((ũ · ∇)w, ξn) + ((un · ∇)w, ξ̃) + ((w · ∇)ũ, ξn) + ((w · ∇)un, ξ̃)+

+(w · ∇T̃ , θn) + (w · ∇Tn, θ̃) + (σ̃, divw) + µ0(ũ,w)+

+ν(∇w,∇ξn) + ((un · ∇)w, ξn) + ((w · ∇)un, ξn)+ (14)

+(w · ∇Tn, θn) + (σn,divw) + µ0(un − ud,w) = 0 ∀w ∈ H1
0(Ω),

λ(∇h,∇θ̃) + (ũ · ∇h, θn) + (un · ∇h, θ̃) + (βhG, ξ̃)+

+λ(∇h,∇θn) + (un · ∇h, θn) + (βhG, ξn) = 0 ∀h ∈ H1(Ω; ΓD),

div ũ = −divun â Ω, ũ = g − un íà Γ, T̃ = ψ − Tn íà ΓD,

div ξ̃ = −div ξn â Ω, ξ̃ = −ξn íà Γ, θ̃ = −θn íà ΓD;

2. ïåðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî ôîðìóëàì un+1 = un+ ũ, pn+1 = pn+ p̃,
Tn+1 = Tn + T̃ , ξn+1 = ξn + ξ̃, σn+1 = σn + σ̃, θn+1 = θn + θ̃;

3. ïðîâåðÿåì óñëîâèå âûõîäà èç öèêëà. Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî óâåëè÷èâàåì íîìåð
øàãà n íà 1 è ïåðåõîäèì ê ýòàïó 1.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðîëü óñëîâèÿ âûõîäà èç öèêëà èãðà-
ëî íåðàâåíñòâî ∥Tn+1 − Tn∥ < 10−6. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûé ïàêåò ïðîãðàìì freeFEM++
(www.freefem.org).

4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Îáñóäèì êðàòêî ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ïðèìåðå çàäà÷è îáòåêà-
íèÿ äâóõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ïëîñêèì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëå.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïóòåì ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êðàå-
âîé çàäà÷è

−(1/Re)∆u+ (u · grad)u+ grad p = G̃, divu = 0 â Ω, (15)

u|Γ0 = 0, u|Γ1 = g1(y), (1/Re)∂u/∂n− pn|Γ2 = 0 (16)

äëÿ áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ñèëû
òÿæåñòè â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re = 100. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (16) îòâå÷àþò çà-
äàíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîôèëÿ g1(y) = {y(3−y), 0} äëÿ ñêîðîñòè íà ó÷àñòêå âòåêàíèÿ Γ1,
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óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ íà æåñòêèõ ãðàíèöàõ Γ0 (ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðîâ è áîêîâûõ ñòåíêàõ
êàíàëà) è �åñòåñòâåííîãî� êðàåâîãî óñëîâèÿ (1/Re)∂u/∂n−pn = 0 íà ó÷àñòêå âûòåêàíèÿ Γ2.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå èñïîëüçîâàëîñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [19, 20], ïîñâÿùåííûõ èññëåäî-
âàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, â êîòîðûõ ðîëü
óïðàâëåíèÿ èãðàåò ôóíêöèÿ g â (2) ëèáî ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë.

Ðèñ. 1. Íåóïðàâëÿåìîå òå÷åíèå (Re=100)

Ðèñ. 2. Áåçâèõðåâîå òå÷åíèå ud

1 2

Ðèñ. 3. Óïðàâëÿåìîå òå÷åíèå (Re=100, Ra=105)

Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî çà öèëèíäðàìè îáðàçóþòñÿ îòðûâíûå çîíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíü-
øèòü èëè ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü ýòè çîíû, ðåøèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (4), ãäå ud � çàäàí-
íûé âåêòîð ñêîðîñòè ñ íóëåâîé çàâèõðåííîñòüþ (ñì ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè òîêà íà ðèñ. 2),
à ðîëü îãðàíè÷åíèÿ F (x, u) = 0 èãðàåò ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà áåçðàçìåðíîãî àíàëîãà ïîëíîé
ìîäåëè (1), (2) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (16) äëÿ ñêîðîñòè è óñëîâèè T = 0 íà ΓD ≡ Γ1

äëÿ òåìïåðàòóðû. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ïðè ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè µ = 10−5, ÷èñëå Ðåéíîëüäñà Re = 100 è ÷èñëå
Ðýëåÿ Ra = 105 â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà òåïëîâîãî ïîòîêà χ
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íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðîâ è íà áëèçëåæàùèõ ó÷àñòêàõ ñòåíîê êàíàëà, îòìå÷åííûõ øòðèõ-
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Íà îñòàâøèõñÿ ÷àñòÿõ ñòåíîê êàíàëà è íà ó÷àñòêå âûòåêàíèÿ Γ2

çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ∂T/∂n = 0. Íà ðèñ. 3 õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðè ïîìîùè íàãðåâà è
îõëàæäåíèÿ óêàçàííûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû îáëàñòè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå
öèëèíäðîâ.
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2

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè áåçðàçìåðíûõ ïîòîêîâ òåïëà ÷åðåç ïîâåðõíîñòè öèëèíäðîâ

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè áåçðàçìåðíûõ ïîòîêîâ òåïëà â îáëàñòü ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî öèëèíäðîâ â âèäå çàâèñèìîñòè îò óãëà α, èçìåðÿåìîãî îò ïîëîæè-
òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè Îõ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Àíàëèç çàâèñèìîñòè ïîòîêà òåïëà
îò α ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ìåõàíèçì ñîçäàíèÿ áåçîòðûâíîãî òå÷åíèÿ ïðè ïîìîùè ãðàíè÷íîãî
òåìïåðàòóðíîãî óïðàâëåíèÿ. Íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (0◦ < α < 180◦) äåéñòâèå
óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê îõëàæäåíèþ æèäêîñòè, â ñèëó ÷åãî æèäêîñòü îïóñêàåòñÿ çà òå-
ëîì âíèç. Íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (180◦ < α < 360◦) æèäêîñòü íàãðåâàåòñÿ è
ïîäíèìàåòñÿ çà òåëîì ââåðõ. Ïîýòîìó îòðûâà ïîòîêà íå ïðîèñõîäèò.

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, ïîìèìî êàðòèíû îáòåêà-
íèÿ, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü è íåêîòîðûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ. Â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü, ðå÷ü èäåò îá L2-íîðìå çàâèõðåííîñòè ∥rotu∥. Òàê êàê âåêòîð ud áûë âûáðàí â êà÷å-
ñòâå æåëàåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èç-çà óñëîâèÿ rotud = 0, òî óêàçàííàÿ íîðìà â íåêîòîðîé
ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè. Òàáëèöà 1 ïîêàçûâàåò
óìåíüøåíèå ýòîé íîðìû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðè âñåõ ðàññìîòðåííûõ
çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà îáòåêàíèÿ òåëà ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëå-
íèÿ, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Cx = 2Fx/(DU

2), ãäå D � äèàìåòð
öèëèíäðà, U � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî íà òåëî ïîòîêà, ïðè÷åì ãîðèçîíòàëüíàÿ
êîìïîíåíòà Fx ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òåëî ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òåíçîð
íàïðÿæåíèé T ôîðìóëîé

Fx =

∮
ΓC

(T(u, p) · n) · exdσ.

Çäåñü ΓC � ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà, ex � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè îñè Îõ. Çíà÷åíèÿ
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êîýôôèöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ Cx1 è Cx2 äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî öèëèíäðîâ ñîîòâåòñòâåííî â
ñëó÷àå íåóïðàâëÿåìîãî (NS) è óïðàâëÿåìîãî (OB) òå÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà
Ðåéíîëüäñà Re ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ íîðìû çàâèõðåííîñòè è êîýôôèöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ íåóïðàâ-
ëÿåìîãî (NS) è óïðàâëÿåìîãî (OB) òå÷åíèé

Re=20 Re=40 Re=60 Re=80 Re=100

NS ∥rotu∥ 9.99 10.88 11.58 12.15 12.64
Cx1 4.11 2.70 2.22 1.98 1.83
Cx2 3.41 1.70 1.10 0.79 0.60

OB ∥rotu∥ 9.76 10.06 10.39 10.88 11.58
Cx1 4.26 2.16 1.50 1.10 0.77
Cx2 3.93 2.07 1.34 1.01 0.89

Àíàëèç òàáëèöû ãîâîðèò î çíà÷èòåëüíîì óìåíüøåíèè êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ Cx1

ïðè ðîñòå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re ïî ñðàâíåíèþ ñ íåóïðàâëÿåìûì ñëó÷àåì. Ïðè ýòîì ñëåäóåò
îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ âòîðîãî öèëèíäðà
â íåóïðàâëÿåìîì ñëó÷àå ìåíüøå. Ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì îòðûâíîé çîíû ìåæäó öèëèíäðà-
ìè, ÷òî óìåíüøàåò äàâëåíèå íà âòîðîé öèëèíäð ñî ñòîðîíû íàáåãàþùåãî ïîòîêà.

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà
è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ãðàíè÷íîå òåìïåðàòóðíîå óïðàâëåíèå ìîæåò óñïåøíî
âëèÿòü íà ïîëå ñêîðîñòåé âÿçêîé æèäêîñòè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òå÷åíèé çàäàííîé êîíôèãó-
ðàöèè.
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ABSTRACT

Numerical algorithm for boundary control problems for stationary model of heat
convection is preposed. Results of numerical experiments are presented and analyzed.
Key words: heat convection, control problems, numerical algorithm


