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Â ðàáîòå èññëåäîâàí êëàññ ðåøåíèé íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ

ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ ïî âðåìåíè. Â ýòîì êëàññå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü êðàå-

âîé çàäà÷è ñ îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä è ïîëó÷åíû

îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, êðàåâûå çàäà÷è

1. Ââåäåíèå

Øèðîêîå ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îïèñûâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà ñ ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ ïî âðåìåíè, íàïðèìåð, ðàñïðîñòðà-
íåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ çâóêîâûõ âîëí â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå [1, 2], ïåðåíîñ ìîäóëè-
ðîâàííîãî ïî èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò
ìîäóëÿöèè [3�6] è ò.ä. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè íåñòà-
öèîíàðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, òî, ïîìèìî âíåøíåãî
êðàåâîãî óñëîâèÿ, íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä ñòàâÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ.
Äëÿ èçëó÷åíèÿ îïòè÷åñêîãî äèàïàçîíà è çâóêîâûõ âîëí ýòè óñëîâèÿ îáû÷íî âûðàæàþò
ñâÿçü ìåæäó ïàäàþùèì, îòðàæåííûì è ïðåëîìëåííûì ïîòîêàìè íà ãðàíèöàõ ìàêðîíåîä-
íîðîäíîñòåé [1]. Â äèàïàçîíå áîëåå æåñòêîãî èçëó÷åíèÿ ýôôåêòû îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ
íåñóùåñòâåííû. Ïîýòîìó óïîìÿíóòûå îáîáùåííûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ òðàíñôîðìèðóþò-
ñÿ â óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé ñêëåéêè ðåøåíèÿ. Îíè òðàäèöèîííû â òåîðèè ïåðåíîñà [7, 8], è
èõ ïîñòóëèðîâàíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó. Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ðàññìàòðè-
âàëèñü â ðàáîòàõ [9�11]. Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ôðåíåëåâñêèìè è äèôôóçíûìè óñëîâèÿìè ñî-
ïðÿæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ åäèíñòâåííîñòè íåêîòîðûõ îáðàòíûõ è
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ [11�14].

Çà÷àñòóþ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïåðåõîäÿò ê åãî äèôôóçèîííîìó
ïðèáëèæåíèþ. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ýòî ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì Ãåëüìãîëüöà c êîìïëåêñíûì âîëíîâûì ÷èñëîì, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
êóñî÷íîíåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ [4]. Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà
îïèñûâàåò âîëíîâûå ïðîöåññû è ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííûì ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

⋆ Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî Îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, 690041, Âëàäèâîñòîê,

óë. Ðàäèî, 7. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: prh@iam.dvo.ru

150



Îäíàêî äëÿ ñëàáîðàññåèâàþùèõ ñðåä è ñðåä ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ íà
ìèêðîíåîäíîðîäíîñòÿõ äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì [2]. Êðî-
ìå òîãî, äàæå äëÿ ñèëüíîðàññåèâàþùèõ ñðåä äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå äàåò óäîâëåòâî-
ðèòåëüíóþ òî÷íîñòü òîëüêî íà äîñòàòî÷íîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèö ìàêðîíåîäíîðîäíîñòåé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîäíûõ
ñðåäàõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èìåòü äåëî ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà, à íå ñ åãî äèôôóçèîííûì
ïðèáëèæåíèåì.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìîäóëèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íèõ íå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñðàâíåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ïðèíöèï
ìàêñèìóìà [8] äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Îäíàêî
ïðåäïîëàãàÿ â êàæäîé òî÷êå ñðåäû íîðìû àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è îïåðàòîðà
ñîïðÿæåíèÿ ìåíüøå åäèíèöû, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãî
ðåøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àþ [10].

2. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà àìïëèòóäíî ìîäóëèðîâàííîãî

èçëó÷åíèÿ. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è

ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3,
r = (r1, r2, r3) � ýëåìåíòû G, d � äèàìåòð ìíîæåñòâà G è Ω = {ω ∈ R3 : |ω|2 = ω ·ω = 1} �
åäèíè÷íàÿ ñôåðà â R3.

Ïðè ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è âñòðå÷àþùèõñÿ äàëåå âå-
ëè÷èí áóäåì èìåòü â âèäó ïåðåíîñ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ. Åñëè ãàðìîíè÷åñêèé èñòî÷íèê
èçëó÷åíèÿ àìïëèòóäíî ìîäóëèðîâàí íà ÷àñòîòå ν, òî ñâåòîâîå ïîëå â ñðåäå G, îïèñûâàåìîå
â òåðìèíàõ ÿðêîñòè èçëó÷åíèÿ, áóäåò èìåòü äâå ñîñòàâëÿþùèå: ïîñòîÿííóþ è ïåðåìåííóþ
íà ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè èñòî÷íèêà. Ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ f(r, ω) óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà [4�6]:

ω · ∇rf(r, ω) +

(
µ(r) +

iν

c(r)

)
f(r, ω) = µs(r)

∫
Ω

S(r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′ + J(r, ω). (1)

Ôóíêöèÿ f(r, ω) õàðàêòåðèçóåò âîëíó ôîòîííîé ïëîòíîñòè â òî÷êå r, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ
â íàïðàâëåíèè ω è âîçáóæäàåìóþ ãàðìîíè÷åñêèì èñòî÷íèêîì, àìïëèòóäíî ìîäóëèðîâàí-
íûì íà ÷àñòîòå ν. Ìîäóëü |f | =

√
(Ref)2 + (Imf)2 êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(r, ω)

èìååò ñìûñë àìïëèòóäû âîëíû, à àðãóìåíò arg(f) � ôàçû âîëíû.
Âåùåñòâåííûå ôóíêöèè c, µ, µs, S â óðàâíåíèè (1) îïèñûâàþò îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðå-

äû G. Îíè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñêîðîñòü ñâåòà, êîýôôèöèåíò ïîëíîãî îñëàáëåíèÿ, êî-
ýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ è èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà c(r) âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû κ(r) è ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå c0 ñîîòíîøåíèåì
c(r) = c0/κ(r). Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ J õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ
èñòî÷íèêîâ â ñðåäå. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò îñëàá-
ëåíèÿ µ̃(r), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

µ̃(r) = µ(r) + i
νκ(r)

c0
. (2)

×åðåç X áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, ÷åðåç
∂X = X\X � åãî ãðàíèöó è ÷åðåçmesm(X),m ≤ n, �m-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà X.
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Ïóñòü ïîâåðõíîñòü γ ðàçáèâàåò îáëàñòü G íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé G1, G2, ..., Gp.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0 èõ îáúåäèíåíèå:

G0 =

p∪
l=1

Gl, Gl ∩Gj = ∅, l ̸= j. (3)

Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ∂G âíåøíåé ãðàíèöåé ñðåäû G (òî÷íåå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâà G0), à
ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä γ = ∂G0\∂G� âíóòðåííåé, èëè êîíòàêòíîé, ãðàíèöåé. ÎáëàñòèGl ïðè
ýòîì áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåîäíîðîäíîñòè, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ìíîãîêîìïîíåíòíîé
ñðåäû G.

Ãðàíèöû îáëàñòåé Gl ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè êëàññà C
(1). Äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè, ãîâîðÿ î åäèíè÷íîì âåêòîðå n(z) íîðìàëè ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà G0 â òî÷êå z ∈ ∂Gl ⊂
∂G, áóäåì èìåòü â âèäó âíåøíþþ íîðìàëü ê ∂Gl. Åñëè z ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êîíòàêòà äâóõ
ñìåæíûõ îáëàñòåé Gl è Gj , 1 ≤ l < j ≤ p, íà ó÷àñòêàõ ãëàäêîñòè ∂Gl è ∂Gj , òî n(z) âûáèðà-
åòñÿ âíåøíåé ê ïîâåðõíîñòè ñ áîëüøèì èíäåêñîì, òî åñòü ê ∂Gj . Îòíîñèòåëüíî ∂G0 áóäåì
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ îáîáùåííîé âûïóêëîñòè òàê, êàê îíî
ïîíèìàåòñÿ â [8]. Òî åñòü ëþáàÿ ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ îáùóþ òî÷êó ñ G0, ïåðåñåêàåò ∂G0 â êî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
mes3(∂G0) = 0 [15].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πω îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà G0 íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-
êóëÿðíóþ íàïðàâëåíèþ ω è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó â R3. Ïóñòü Πξ,ω, ãäå
ξ ∈ Πω, ω ∈ Ω, åñòü ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé {ξ + tω, −∞ < t < +∞} è ìíîæåñòâà G0. Ïî óñëî-
âèþ îáîáùåííîé âûïóêëîñòè îäíîìåðíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Πξ,ω ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ

Πl
ξ,ω = {t, tl(ξ, ω) < t < tl+1(ξ, ω)}, l = 1, ..., q(ξ, ω),

−∞ < t1(ξ, ω) < t2(ξ, ω) < ... < tq+1(ξ, ω) < +∞,

q(ξ, ω) ≤ q = sup
(ξ,ω)∈Πω×Ω

q(ξ, ω) <∞, Πξ,ω =
q(ξ,ω)∪
l=1

Πl
ξ,ω.

(4)

Îòìåòèì, ÷òî r = ξ + tω åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà G0 â Πω ×
Πξ,ω. Îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî âñåì àðãóìåíòàì ñ
ÿêîáèàíîì, ðàâíûì åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå r = ξ + tω′, ω = ω′ ïåðåâîäèò
ôóíêöèè, èçìåðèìûå íà G0×Ω, â ôóíêöèè, èçìåðèìûå íà Πω×Πξ,ω×Ω [7]. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî ïîñêîëüêó îòêðûòîå ìíîæåñòâî G0 ïëîòíî âêëàäûâàåòñÿ â G è mes3(G \ G0) = 0, òî
ôóíêöèè, èçìåðèìûå íà G0 × Ω, ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè íà G× Ω è íàîáîðîò.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà

Γ−ω = {ξ + t1(ξ, ω)ω, ξ ∈ Πω},
Γω = {ξ + tq(ξ,ω)+1(ξ, ω)ω, ξ ∈ Πω} = {ξ − t1(ξ,−ω)ω, ξ ∈ Π−ω},
γ−ω = {ξ + tl(ξ, ω)ω, ξ ∈ Πω, l = 2, q(ξ, ω)},
γω = {ξ − tl(ξ,−ω)ω, ξ ∈ Π−ω, l = 2, q(ξ,−ω)} =

= {ξ + tl(ξ, ω)ω, ξ ∈ Πω, l = 2, q(ξ, ω)},

(5)

γ± = (γ±ω × Ω), Γ± = (Γ±ω × Ω), Γ±
γ = Γ± ∪ γ±. (6)

Â ñèëó óñëîâèÿ îáîáùåííîé âûïóêëîñòè, ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç G0, ïåðåñå-
êàåò ãðàíèöó ýòîãî ìíîæåñòâà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, γω = γ−ω, ïî-
ýòîìó ìíîæåñòâà γ+ è γ− ñîâïàäàþò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî mes4({∂G × Ω}\{Γ+ ∪ Γ−}) = 0 è
mes4({γ × Ω}\γ±) = 0, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü â R4 ìîæíî çàïèñàòü

Γ± = ∂G× {ω ∈ Ω : ±(n(z) · ω) > 0},
γ± = γ × Ω.

(7)

152



Îïðåäåëèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî L∞(X), ñîñòîÿùåå èç èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ
(ïî÷òè âñþäó íà X) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñ íîðìîé

∥ϕ∥X = ess sup
x∈X

|ϕ(x)|.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ ïðèíàäëåæèò L∞(Γ−
γ ), åñëè îíà îãðàíè-

÷åíà ïî÷òè âñþäó íà Γ−
γ è

q(ξ,ω)∑
l=1

Φ(ξ + tl(ξ, ω)ω, ω) ∈ L∞(Πω × Ω);

Φ ïðèíàäëåæèò L∞(Γ+
γ ), åñëè

q(ξ,ω)∑
l=1

Φ(ξ + tl+1(ξ, ω)ω, ω) ∈ L∞(Πω × Ω).

Îïåðàòîð ω · ∇rf â òî÷êå (r, ω) = (ξ + tω, ω) çàïèøåì â âèäå

ω · ∇rf =
∂

∂t
f(r + tω, ω)

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t
f(ξ + tω, ω). (8)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f(z ± 0ω, ω) = lim
ε→+0

f(z ± εω, ω),

[f ]ω′(z, ω) = f(z + 0ω′, ω)− f(z − 0ω′, ω).
(9)

Âåëè÷èíó [f ]ω′(z, ω) áóäåì íàçûâàòü ñêà÷êîì ôóíêöèè (âåëè÷èíîé ðàçðûâà) â òî÷êå (z, ω)
è â íàïðàâëåíèè ω′.
Îïðåäåëåíèå 2. Ê êëàññó D(G0 × Ω) áóäåì îòíîñèòü ôóíêöèè f(r, ω) = f(ξ + tω, ω),
êîòîðûå ïîñëå íàäëåæàùåãî èçìåíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü â G0×Ω áóäóò îáëàäàòü

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ïî÷òè ïðè âñåõ (ξ, ω) ∈ Πω × Ω ôóíêöèÿ f(ξ + tω, ω) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t íà
êàæäîì ïîëóîòêðûòîì èíòåðâàëå (tl(ξ, ω), tl+1(ξ, ω)], l = 1, q(ξ, ω);

2) ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî f, ω · ∇rf ∈ L∞(G0 × Ω).
Â ðàáîòå [10] áûë èçó÷åí âîïðîñ î ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà Γ±

γ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f
èç D. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé è ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ D åå ñëåäû

f±(z, ω) = f(z ∓ 0ω, ω), (z, ω) ∈ Γ±
γ , (10)

íà Γ±
γ ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ L∞(Γ±

γ ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð L̂ : D(G0 × Ω) → L∞(G0 × Ω) ïî ôîðìóëå

(L̂f)(r, ω) = ω · ∇rf(r, ω) + µ̃f(r, ω), (11)

ãäå ôóíêöèÿ µ̃ = µ + i
νκ

c0
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(G) è åå ðåàëüíàÿ ÷àñòü óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ
0 < µ ≤ µ(r) ≤ µ, µ, µ = const, (12)
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ïî÷òè âñþäó íàG. Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ µ̃, ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì [7, 8, 10, 15]
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ D ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(r, ω) = f−(r − t1(r,−ω)ω, ω) exp (−τ1(r, ω))+

+

t1(r,−ω)∫
0

exp (−τ(r, ω, t)) (L̂f)(r − tω, ω)dt, (13)

ãäå t1(r,−ω) åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r â íàïðàâëåíèè −ω äî ãðàíèöû ìíîæåñòâà G0,

τ(r, ω, t) =

t∫
0

µ̃(r − t′ω)dt′

è τ1(r, ω) = τ(r, ω, t1(r,−ω)).
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (13), äëÿ ôóíêöèè f ∈ D îöåíèì íîðìó ∥f∥G0×Ω ÷åðåç ∥f−∥Γ−

γ

è ∥L̂f/µ∥G0×Ω. Ïîñêîëüêó µ̃(r) = µ(r) + i
ν

c(r)
è ôóíêöèÿ µ ïîëîæèòåëüíà, òî

∥f∥G0×Ω ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥f−∥Γ−
γ
exp

−
t1(r,−ω)∫

0

µ(r − tω)dt

+

+

∥∥∥∥∥ L̂fµ
∥∥∥∥∥
G0×Ω

t1(r,−ω)∫
0

exp

−
t∫

0

µ(r − t′ω)dt′

µ(r − tω)dt

∥∥∥∥∥∥∥
G0×Ω

≤

≤ max

{
∥f−∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥∥ L̂fµ
∥∥∥∥∥
G0×Ω

}∥∥∥∥∥∥∥exp
−

t1(r,−ω)∫
0

µ(r − tω)dt

+

+1− exp

−
t1(r,−ω)∫

0

µ(r − tω)dt


∥∥∥∥∥∥∥
G0×Ω

= max

{
∥f−∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥∥ L̂fµ
∥∥∥∥∥
G0×Ω

}
. (14)

Èç (14) âûòåêàåò, ÷òî åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé f1, f2 ∈ D óðàâíåíèÿ (13) ñîîòâåòñòâó-
þùèå f−1 , f

−
2 ñîâïàäàþò ïî÷òè âñþäó íà Γ−

γ , òî f1 = f2 ïî÷òè âåçäå â G× Ω.
Íà ìíîæåñòâå D îïðåäåëèì íîðìó

∥f∥D = max

{
∥f−∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥∥ L̂fµ
∥∥∥∥∥
G0×Ω

}
. (15)

Ñîãëàñíî (14),(15)
∥f∥G0×Ω ≤ ∥f∥D, (16)

è çíà÷èò, èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé â íîðìå ïðîñòðàíñòâà D ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü â L∞(G× Ω).

Òàê æå, êàê è â [10], ïîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà D. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàí-
ñòâî D ñ íîðìîé (15) áàíàõîâî.
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3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ µs ≥ 0 ïî÷òè âñþäó â G, à µ óäîâëåòâîðÿåò (12). Êðî-
ìå ýòîãî, µ̃, µs ∈ L∞(G), J ∈ L∞(G × Ω). Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ S � íåîòðèöàòåëüíàÿ,
èçìåðèìàÿ íà G× [−1, 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫

Ω

S(r, ω · ω′)dω′ = 1 (17)

ïî÷òè ïðè âñåõ r ∈ G. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ κ(r) åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ â
G, ðàâíàÿ κl ïðè r ∈ Gl, l = 1, ..., p.

Îïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Íà ãðàíèöå îáëàñòèG çàäàåòñÿ âõîäÿùåå
â ñðåäó èçëó÷åíèå

f−(z, ω) = h(z, ω), (z, ω) ∈ Γ−, (18)

ãäå ôóíêöèÿ f− îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (10) è h(z, ω) ∈ L∞(Γ−), à íà âíóòðåííåé ÷àñòè
ãðàíèöû ìíîæåñòâà G0 ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

f−(z, ω) = (B̂f+)(z, ω), (z, ω) ∈ γ × Ω. (19)

Â (19) ïîä ñèìâîëîì B̂ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèé ïðåäåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ãðàíèöå ðàçäåëà γ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî B̂ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ ñîïðÿæåíèÿ ôðåíåëåâñêîãî òèïà B̂fr è äèôôóçíîãî B̂d,
ò.å.

(B̂f+)(z, ω) = βfr(z, ω)(B̂frf
+)(z, ω) + βd(z, ω)(B̂df

+)(z, ω). (20)

×òîáû îïðåäåëèòü ôðåíåëåâñêèé îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü z � òî÷êà ãëàäêîñòè γ è ëåæèò íà ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ îáëàñòåé
Gl, Gj , l < j, n(z) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå z. Êàê áûëî îãîâîðåíî
ðàíåå, n(z) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Gj , ïîýòîìó

κl = κ(z + 0n(z)), κj = κ(z − 0n(z)).

Ó÷èòûâàÿ ýòî, îïðåäåëèì ôóíêöèè

κ̃(z, ζ) =

{
κl/κj , åñëè 0 < ζ ≤ 1,

κj/κl, åñëè − 1 ≤ ζ < 0,

ψ(z, ζ) =

{
sgn(ζ)

√
1− κ̃2(z, ζ)(1− ζ2), åñëè 1− κ̃2(z, ζ)(1− ζ2) ≥ 0,

0, èíà÷å,

ãäå ζ(z) = n(z)·ω. Äàëåå òàì, ãäå ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, áóäåì îïóñêàòü çàâèñèìîñòü
îò ïåðåìåííîé z.

Îïåðàòîð B̂fr çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [10]

(B̂frf
+)(z, ω) = R(z, ζ)f+(z, ωR) + T (z, ζ)f+(z, ωT ), (21)

ãäå
ωR = ω − 2ζn, ωT = ψ(ζ)n+ κ̃(ζ)(ω − ζn),

R(ζ) =
1

2
(R2

∥(ζ) +R2
⊥(ζ)), T (ζ) = 1−R(ζ),

R∥(ζ) =
κ̃(ζ)ψ(ζ)− ζ

κ̃(ζ)ψ(ζ) + ζ
, R⊥(ζ) =

ψ(ζ)− κ̃(ζ)ζ

ψ(ζ) + κ̃(ζ)ζ
.
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Çäåñü ωR(èëè ωT ) � íàïðàâëåíèå ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî íà ïîâåðõíîñòü ∂Gj è â
ðåçóëüòàòå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ (èëè ñîîòâåòñòâåííî ïðåëîìëåíèþ ïî çàêîíó Ñíåëëèóñà
[16]) ìåíÿþùåãî ñâîå íàïðàâëåíèå íà ω. Âñå âåêòîðû ω, ωR, ωT ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Êî-
ýôôèöèåíòû R è T â (21) õàðàêòåðèçóþò îòðàæàòåëüíóþ è ïðîïóñêàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü
ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä Gi è Gj ïðè ôðåíåëåâñêîì îòðàæåíèè (ïðåëîìëåíèè) äëÿ íåïîëÿðè-
çîâàííîãî èçëó÷åíèÿ [16].

Îïåðàòîð B̂d â (20), îïèñûâàþùèé äèôôóçíîå îòðàæåíèå, èìååò âèä

(B̂df
+)(z, ω) =

∫
Ω

Sd(z, ω, ω
′)f+(z, ω′)dω′, (22)

ãäå ôóíêöèÿ Sd(z, ω, ω
′), íàçûâàåìàÿ èíäèêàòðèñîé îòðàæåíèÿ, îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà íà

γ × Ω× Ω è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè (17) ïî÷òè äëÿ âñåõ (z, ω) ∈ γ × Ω.
Íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè βfr, βd â (20) ïðèíàäëåæàò L∞(γ ×Ω), óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâó βfr(z, ω) + βd(z, ω) ≤ 1 è îïðåäåëÿþò ôðåíåëåâñêóþ è äèôôóçíóþ ñîñòàâëÿþùèå â
îòðàæåííîì ñâåòå.

Ó÷èòûâàÿ ñôîðìóëèðîâàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, ïîêàæåì, ÷òî B̂ :
L∞(γ) → L∞(γ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ŝ îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L∞(G0 × Ω) â L∞(G0 × Ω)
è îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

(Ŝf)(r, ω) = µs(r)

∫
Ω

S(r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′. (23)

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 3. Ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1), (18), (19) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f ∈ D,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ïî÷òè âñþäó â G× Ω óðàâíåíèþ (1)

L̂f = Ŝf + J, (24)

2) ïî÷òè âñþäó íà Γ− ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (18)

f− = h, (25)

3) ïî÷òè âñþäó íà γ × Ω óñëîâèþ ñîïðÿæåíèÿ (19)

f− = B̂f+. (26)

4. Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ D ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (13), äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) ïî÷òè âñþäó â G× Ω âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(r, ω) = f(r − t1(r,−ω)ω + 0ω, ω) exp (−τ1(r, ω))+

+

t1(r,−ω)∫
0

exp (−τ(r, ω, t)) (Ŝf + J)(r − tω, ω)dt. (27)
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Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ h íóëåì íà ìíîæåñòâå γ × Ω è ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà ñîïðÿæåíèÿ B̂ è îáëàñòü åãî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âñåì
Γ−
γ , ïîëîæèâ B̂ íóëåâûì îïåðàòîðîì íà Γ−. Ââåäåì îïåðàòîð Â, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

(ÂF )(r, ω) =

t1(r,−ω)∫
0

exp (−τ(r, ω, t))F (r − tω, ω)dt. (28)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííûõ äîîïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ ïóíêòà 2 ñëåäóåò, ÷òî
B̂ : L∞(Γ+

γ ) â L∞(Γ−
γ ) è Â : L∞(G0×Ω) → D(G0×Ω). Ïîýòîìó åñëè f ∈ D è F ∈ L∞(G0×Ω),

òî B̂f+ ∈ L∞(Γ−
γ ) è B̂(ÂF )+ ∈ L∞(Γ−

γ ), òàê êàê ñëåäû f± ôóíêöèé èç D ïðèíàäëåæàò
L∞(Γ±

γ ).
Èç ñîîòíîøåíèé (23)�(27) âûòåêàåò: f � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f ∈ D óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

f(r, ω) = f0(r, ω) + (T̂ f)(r, ω) (29)

ïî÷òè âñþäó â G× Ω, ãäå (T̂ f)(r, ω) = (B̂f+) exp(−τ1(r,−ω)) + (ÂŜf)(r, ω) è

f0(r, ω) = JΓ(r − t1(r,−ω)ω, ω) exp(−τ1(r,−ω)) + (ÂJ)(r, ω). (30)

Ïóñòü

λ(r) =
µs(r)

µ(r)
, λ = ∥λ(r)∥G.

Ôóíêöèþ λ(r) èíîãäà íàçûâàþò àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [8].
Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ < 1 è ∥B̂∥ < 1, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå ïî÷òè âñþäó â G× Ω íåðàâåíñòâó

|f(r, ω)| ≤
max

{
∥h∥Γ− ,

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
1−max{∥B̂∥, λ}

. (31)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ
â êëàññå D îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî óðàâíåíèå (29). Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà
T̂ , ïåðåâîäÿùåãî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî D â ñåáÿ, ìåíüøå åäèíèöû, òî îòñþäà íåìåäëåííî
áóäåò ñëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è è, êðîìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Íåéìàíà

f =

∞∑
j=0

T̂ jf0, (32)

ñõîäÿùåãîñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà D.
Îöåíèì íîðìó T̂ â ïðîñòðàíñòâå D. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (17), äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ D

∥T̂ f∥D = max

{
∥(T̂ f)−∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥∥ L̂T̂ fµ
∥∥∥∥∥
G0×Ω

}
=

= max

{
∥B̂f+∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥∥ Ŝfµ
∥∥∥∥∥
G0×Ω

}
≤ max

{
∥B̂∥, λ

}
∥f∥G0×Ω.
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Â ñèëó îöåíêè (16)

∥T̂ f∥D ≤ max
{
∥B̂∥, λ

}
∥f∥D.

Òàê êàê λ < 1 è ∥B̂∥ < 1, òî ∥T̂∥ < 1.
Îöåíèì íîðìó f0. Èç (30) ïîëó÷àåì îöåíêó

∥f0∥G0×Ω ≤ max

{
∥JΓ∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
= max

{
∥h∥Γ− ,

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó â G× Ω

|f(r, ω)| ≤

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

T̂ jf0

∥∥∥∥∥∥
G0×Ω

≤ ∥f0∥G0×Ω

1− ∥T̂∥
≤

max

{
∥h∥Γ− ,

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
1−max{∥B̂∥, λ}

. (33)

Äëÿ âåùåñòâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé òåî-
ðåìû ñðàâíåíèÿ [8, 10] ãðóáóþ îöåíêó (31) óäàåòñÿ óëó÷øèòü. À èìåííî: äëÿ âåùåñòâåííîãî
ðåøåíèÿ íåìîäóëèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òèïà ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ (1) òåîðåìà ñðàâíåíèÿ íåâåðíà,
ïîýòîìó ìû, ê ñîæàëåíèþ, íå ìîæåì ïðèìåíèòü ñõåìó, êîòîðàÿ áûëà ðåàëèçîâàíà ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íåìîäóëèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ [10], äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îöåíîê ðåøåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü λ < 1 è ∥B̂∥ < 1, òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ f êðàåâîé çàäà÷è (1),(18),(19)

ñïðàâåäëèâî

|f(r, ω)| ≤ max

{
∥h∥Γ− ,

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

(1− λ)−1

}
(34)

ïî÷òè âñþäó â G× Ω.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, òîãäà ïî÷òè âñþäó

ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (29). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥f∥G0×Ω ≤ ∥JΓ + B̂f+∥Γ−
γ
exp

−
t1(r,−ω)∫

0

µ(r − tω)dt

+

+

∥∥∥∥∥ Ŝf + J

µ

∥∥∥∥∥
G0×Ω

1− exp

−
t1(r,−ω)∫

0

µ(r − tω)dt


 ≤

≤ max

{
∥h+ B̂f+∥Γ−

γ
,

∥∥∥∥∥ Ŝf + J

µ

∥∥∥∥∥
G0×Ω

}
. (35)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íîñèòåëè ôóíêöèé JΓ è B̂f+ íå ïåðåñåêàþòñÿ è ∥Ŝf/µ∥ < λ∥f∥, èç (35)
ïîëó÷àåì

∥f∥G0×Ω ≤ max

{
∥h∥Γ− , ∥B̂f+∥Γ−

γ
, λ∥f∥G0×Ω +

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
≤

≤ max

{
∥h∥Γ− , ∥B̂∥∥f∥G0×Ω, λ∥f∥G0×Ω +

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
(36)
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Ïîñêîëüêó ∥B̂∥ < 1, òî íåðàâåíñòâî ∥f∥ ≤ ∥B̂∥∥f∥ âîçìîæíî òîëüêî äëÿ íóëåâîé ôóíêöèè,
ïîýòîìó èç (36) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∥f∥G0×Ω ≤ max

{
∥h∥Γ− , λ∥f∥G0×Ω +

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

}
. (37)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥f∥G0×Ω ≤ max

{
∥h∥Γ− ,

∥∥∥∥Jµ
∥∥∥∥
G0×Ω

(1− λ)−1

}
. (38)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîðìû â L∞, âûòåêàåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Â ÷àñòíîñòè, èç (38) ïðè J = 0 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ∥f∥G0×Ω ≤ ∥h∥Γ− , îçíà÷àþùåå, ÷òî
ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìîäóëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è âíóòðè îáëàñòè íå ïðåâîñõî-
äèò åãî âåðõíåé ãðàíè íà ãðàíèöå. Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ B̂
è àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ λ â ôîðìóëèðîâêå äîêàçàííîé òåîðåìû áîëåå ñèëüíûå,
÷åì â ðàáîòå [10] (λ ≤ 1, ∥B̂∥ ≤ 1). Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâàõ λ < 1,
∥B̂∥ < 1 ïðèâåäåííàÿ â òåîðåìå 2 ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â ñðåäå è íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà èçëó÷åíèå ÷àñòè÷íî
ïîãëîùàåòñÿ, ò.å. µa(r) = µ(r) − µs(r) ≥ const > 0 è βfr(z, ω) + βd(z, ω) ≤ const < 1, òî
âûïîëíåíèå âûøåóïîìÿíóòûõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ãàðàíòèðîâàíî.
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ABSTRACT

In the paper à class of solutions of the non-stationary radiative transfer equation
with the harmonic time-dependence have been considered. In this class solubility of
the boundary-value problem with generalized matching conditions on the interface
are proved and estimations for the solutions are obtained.
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