
ÄÀËÜÍÅÂÎÑÒÎ×ÍÛÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË. 2009. Òîì 9. � 1�2. C. 29�37

ÓÄÊ 511.384
MSC2000 11F67

c⃝ Â.À. Áûêîâñêèé⋆

Òåîðèÿ Ýéõëåðà � Øèìóðû � Ìàíèíà

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Â êàòåãîðèè ìîäóëåé, íà êîòîðûõ ñïðàâà äåéñòâóåò PSL2(Z), ïîñòðîåíû àíàëîãè ïðî-
ñòðàíñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì (ìîäóëè Ýéõëåðà � Øèìóðû), âêëþ÷àÿ òåîðèþ îïåðàòîðîâ
Ãåêêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîìîðôíûå ôóíêöèè, ìîäóëÿðíûå ñèìâîëû, Ýéõëåðà � Øèìóðû

ñîîòíîøåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ïîñòðîåííîå â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Ì. Ýéõëåðà [1] è äåòàëüíî èçó÷åííîå Ã. Øè-
ìóðîé [2] îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿðíûõ ôîðì â ïåðèîäû îòîæäåñòâëÿåò èõ ñî ñïå-
öèàëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â Rn (íà êîòîðûõ äåéñòâóåò ïîëíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà),
âûäåëÿåìûìè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé Ýéõëåðà � Øèìóðû. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû â òåîðèè ìîäóëÿðíûõ
ôóíêöèé è â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçîâàòü ìåõàíèçì ïðîâåäåíèÿ ðåäóêöèé ïî èäåàëàì êîëåö
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ ïðèëîæåíèé.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ èäåé â ðàáîòàõ Þ.È. Ìàíèíà ([3], [4], [5]) è äðóãèõ àâòîðîâ
ïðèâåëî ê äâóì íîâûì ôóíäàìåíòàëüíûì àðèôìåòèêî-àëãåáðàè÷åñêèì êîíñòðóêöèÿì: ìî-
äóëÿì Ýéõëåðà è ìîäóëÿì Ýéõëåðà � Øèìóðû (ñì [6]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäðîáíî è
ìàêñèìàëüíî îáùî èçëàãàþòñÿ îñíîâû âûøåóïîìÿíóòîé òåîðèè.

1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ è ïîëíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ P1(Q) ñîñòîèò èç êëàññîâ

(u : v) =
{
(ru, rv) | r ∈ Q \ {0}

}
,

ãäå u è v � ïðîèçâîëüíûå, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ëþáîé êëàññ
èç P1(Q) èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:

(I) (m : n) = (α : 1) ñî âçàèìíî ïðîñòûìè öåëûì m è íàòóðàëüíûì n, à òàêæå α = m/n;

(II) (1 : 0).

Â ïåðâîì ñëó÷àå êëàññ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíûì α, à âî âòîðîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò
î áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ∞. Äðóãèìè ñëîâàìè, P1(Q) = Q ∪ {∞}.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäñòàâëåíèå òî÷åê P1(Q) â âèäå (m : n) èç (I) è (1 : 0) èç (II) áóäåì
íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.

⋆ Õàáàðîâñêîå îòäåëåíèå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî Îòäåëåíèÿ

ÐÀÍ, 680000, Õàáàðîâñê, óë. Äçåðæèíñêîãî, 54. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: vab@iam.khv.ru
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Ïóñòü

Γ = PSL2(Z) = SL2(Z)
/{

±
(
1 0
0 1

)}
� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ïàð öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö

M = ±
(
a b
c d

)
=

{(
a b
c d

)
,

(
−a −b
−c −d

)}
ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Îíà äåéñòâóåò ñëåâà íà P1(Q) ïî ïðàâèëó

α = (u : v) → M(α) =
aα+ b

cα+ d
= (au+ bv : cu+ dv).

Äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ èç Γ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûìè îáîçíà÷åíèÿìè:

E = ±
(
1 0
0 1

)
, S = S−1 = ±

(
0 −1
1 0

)
, T = ±

(
1 1
0 1

)
,

U = TS = ±
(
1 −1
1 0

)
, U2 = U−1 = ST−1 = ±

(
0 1

−1 1

)
.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð, [7]), ÷òî Γ � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ïîä-
ãðóïï ïîðÿäêà 2 è 3, ïîðîæäåííûõ S è U . Ïóñòü

Γ∞ =
{
M ∈ Γ

∣∣ M(∞) = ∞
}
=

{
±T l = ±

(
1 l
0 1

) ∣∣∣∣ l ∈ Z
}

� ñòàáèëèçàòîð ∞ â Γ. Òîãäà P1(Q) êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Γ/Γ∞ ïî ïðàâèëó

M · Γ∞ ↔ α = M(∞).

Â äàëüíåéøåì ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Çàìå÷àíèå 1. S(∞) = 0, S(0) = ∞, U(∞) = 1, U(0) = ∞, U(1) = 0, U2(∞) = 0,

U2(0) = 1, U2(1) = ∞.

2. Ïðàâûå Γ-ìîäóëè

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Íàïîìíèì, ÷òî ëåâûé ìîäóëü íàä K �
ýòî àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà L, íà êîòîðîé ñëåâà äåéñòâóåò K. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ
w,w1, w2 ∈ K è äëÿ ëþáûõ A,A1, A2 ∈ L

1) 1 ·A = A;

2) (w1w2) ·A = w1 · (w2 ·A);

3) (w1 + w2) ·A = w1 ·A+ w2 ·A;

4) w · (A1 +A2) = w ·A1 + w ·A2.

Íà ïðàâûõ Γ-ìîäóëÿõ íàä êîëüöîì K îïðåäåëåíî ïðàâîå äåéñòâèå Γ. Ïðè ýòîì äëÿ
ëþáûõ M,M1,M2 ∈ Γ, äëÿ ëþáûõ A,A1, A2 ∈ L, äëÿ ëþáûõ w1, w2 ∈ K

1) A ◦ E = A;

2) (A ◦M1) ◦M2 = A ◦ (M1M2);
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3) (wA1 + wA2) ◦M = w1 ·A1 ◦M + w2 ·A2 ◦M .

Ïðîñòðàíñòâó ìîäóëÿðíûõ ôîðì âåñà 2 îòíîñèòåëüíî êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû

Γ1(N) =

{
±
(
a b
c d

)
∈ Γ

∣∣∣∣ c ≡ 0(modN), a ≡ d ≡ 1(modN)

}
ñîîòâåòñòâóåò Γ-ìîäóëü D(+)(N) íàä R, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé φ : Z2 → R, äëÿ
êîòîðûõ ïðè ëþáûõ öåëûõ m1 è m2

1) φ(−m1,−m2) = φ(m1,m2);

2) φ(m1,m2) = φ(m1 +N,m2) = φ(m1,m2 +N).

Äåéñòâèå Γ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó(
φ ◦M

)
(m1,m2) = φ(am1 + bm2, cm1 + dm2).

ÏîäìîäóëüD
(+)
0 (N), ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé φ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-

âèþ
Φ(mm1,mm2) = Φ(m1,m2) ∀m,m1,m2 ∈ Z, ÍÎÄ(m,N) = 1,

ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó ìîäóëÿðíûõ ôîðì âåñà 2 îòíîñèòåëüíî êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû

Γ0(N) =

{
±
(
a b
c d

)
∈ Γ

∣∣∣∣ c ≡ 0(modN)

}
.

Ïóñòü k � ÷åòíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïðîñòðàíñòâó ìîäóëÿðíûõ ôîðì âåñà
k+2 îòíîñèòåëüíî Γ ñîîòâåòñòâóåò L = Pk � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ P ñòåïåíè
6 k, íà êîòîðîì ñïðàâà äåéñòâóåò Γ ïî ïðàâèëó

(
P ◦M

)
(z) = (cz + d)kP

(
az + b

cz + d

)
.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå D(+)(N)⊗ Pk ñ äåéñòâèåì Γ

φ⊗ P
M−→ (φ ◦M)⊗ (P ◦M) (1)

ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó ìîäóëÿðíûõ ôîðì ÷åòíîãî âåñà k+2 îòíîñèòåëüíî Γ1(N). Ïóñòü
D(−)(N) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé φ : Z2 → R, äëÿ
êîòîðûõ ïðè ëþáûõ öåëûõ m1 è m2

1) φ(−m1,−m2) = −φ(m1,m2);

2) φ(m1,m2) = φ(m1 +N,m2) = φ(m1,m2 +N).

Äëÿ íå÷åòíîãî öåëîãî k > 1 òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå D(−)(N)⊗Pk, íà êîòîðîì äåéñòâóåò
Γ ïî ïðàâèëó (1), ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó ìîäóëÿðíûõ ôîðì âåñà k + 2 îòíîñèòåëüíî
Γ1(N). Ïðè ýòîì ñâîéñòâî 1) è íå÷åòíîñòü k îïðåäåëÿþò êîððåêòíîñòü äåéñòâèÿ Γ â òîì
ñìûñëå, ÷òî

φ ◦ (±E)⊗ P (±E) = φ ◦ P.
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3. Êîöèêëû Ýéõëåðà

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé Γ-ìîäóëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(L) ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

F : P 1(Q) → L,

äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáûõ M èç Γ è α èç P 1(Q) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F
(
M(α)

)
= F (α) ◦M−1.

Íà F(L) ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà ëåâîãî ìîäóëÿ íàä K ïî ôîðìóëå(
w1F1 + w2F2

)
(α) = w1F1(α) + w2F2(α)

ñ w1, w2 ∈ K. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî α ∈ P 1(Q) íàéäåòñÿ ìàòðèöà Mα ñ α = Mα(∞), òî
ñîîòâåòñòâèå

F −→ AF = F (∞)

îïðåäåëÿåò âëîæåíèå F(L) â L. Îáîçíà÷èì åãî îáðàç ÷åðåç L(∞). Èç îïðåäåëåíèé íåìåäëåííî
âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.

L(∞) =
{
A ∈ L | A ◦M = A ∀M ∈ Γ∞

}
=

{
A ∈ L | A ◦ T = A

}
.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ A ∈ L(∞) ñîîòâåòñòâèå A −→ FA, ãäå FA(α) = A ◦M−1 ñ α = M(∞),
îïðåäåëÿåò âëîæåíèå L(∞) â F(L).

Ïîäûòîæèâàÿ âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå.
Çàìå÷àíèå 4. Ñîîòâåòñòâèå F −→ F (∞) îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì F(L) (ïðîñòðàíñòâî

0-êîöèêëîâ Ýéõëåðà) íà L(∞).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(L) ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

Φ : P 1(Q)× P 1(Q) −→ L

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ P 1(Q) è ëþáîãî M ∈ Γ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1) Φ(α, β) + Φ(β, γ) = Φ(α, γ);

2) Φ
(
M(α),M(β)

)
= Φ(α, β) ◦M−1.

Êàê è â [6], ìû íàçîâåì E(L) ìîäóëåì Ýéõëåðà (ìîäóëü 1-êîöèêëîâ Ýéõëåðà) íàä K,
èìåÿ â âèäó, ÷òî(

w1Φ1 + w2Φ2

)
(α, β) = w1Φ1(α, β) + w2Φ2(α, β) ∀w1, w2 ∈ K.

Çàìå÷àíèå 5. Ïîëàãàÿ â (1) α = β = γ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî Φ(α, α) = 0, è ïðè α = γ
Φ(α, β) = −Φ(β, α) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ P 1(Q).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå F −→ ∂F , ãäå

∂F (α, β) = F (α)− F (β),

îïðåäåëÿåò âëîæåíèå F(L) â E(L). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ëåâûé K-ìîäóëü ïàðàáîëè÷åñêèõ
êîãîìîëîãèé Ýéõëåðà

H(L) = E(L)/F(L).
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4. Ìîäóëè Ýéõëåðà � Øèìóðû

Ïóñòü α = (m : n) è α′ = (m′ : n′) � êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷åê α è α′ íà
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ïîëîæèì

∆(α, α′) =

∣∣∣∣det(m m′

n n′

)∣∣∣∣ .
Ýòî íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ðàâíîå íóëþ òîëüêî äëÿ α = α′. Ïðè ýòîì

∆(∞, 0) = det

(
1 0
0 1

)
= 1,

à òàêæå äëÿ ëþáûõ α, α′ ∈ P 1(Q) è ëþáûõ M ∈ Γ

∆
(
M(α),M(α′)

)
= ∆(α, α′). (4.1)

Ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè èãðàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ñîîòâåòñòâèå

Φ −→ AΦ = Φ(∞, 0) (4.2)

îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ìåæäó E(L) è ïîäìîäóëåì M(L) â L (ìîäóëü Ýéõëåðà � Øèìóðû),

ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå A èç L, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì Ýéõëåðà �

Øèìóðû

A+A ◦ S = 0, A+A ◦ U +A ◦ U2 = 0. (4.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè,

AΦ +AΦ ◦ S = Φ(∞, 0) + Φ(∞, 0) ◦ S = Φ(∞, 0) + Φ
(
S(∞), S(0)

)
=

= Φ(∞, 0) + Φ(0,∞) = 0,

AΦ +AΦ ◦ U +AΦ ◦ U2 = Φ(∞, 0) + Φ(∞, 0) ◦ U +Φ(∞, 0) ◦ U2 =

= Φ(∞, 0) + Φ
(
U2(∞), U2(0)

)
+Φ

(
U(∞), U(0)

)
=

= Φ(∞, 0) + Φ(0, 1) + Φ(1,∞) = 0.

Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå (4.2) îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ìîäóëÿ E(L) â M(L).

Ïóñòü r � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1) è −1

r
= l+ r′, ãäå l � öåëàÿ ÷àñòü −1

r
è r′ ∈ [0, 1) � äðîáíàÿ ÷àñòü. Òîãäà

Φ(∞, r) = Φ(∞, 0) + Φ(0, r) = Φ(∞, 0) + Φ(∞,−1/r) ◦ S.

Ïîýòîìó
Φ(∞, r) = Φ(∞, 0) + Φ(∞, r′) ◦

(
T−lS

)
. (4.4)

Åñëè r =
m

n
ñî âçàèìíî ïðîñòûìè íàòóðàëüíûìèm è n, äëÿ êîòîðûõm < n, òî−n = ml+n′,

ãäå ÷èñëî n′ � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå è n′ = mr′ < m. Ïîýòîìó

m = ∆(∞, r′) < n = ∆(∞, r). (4.5)

Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (4.4) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (4.5), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ M1, . . . ,Mk, çàâèñÿùèõ îò r, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Φ(∞, r) =
k∑

s=1

Φ(∞, 0) ◦Ms.
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Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ α ̸= α′ íàéäåòñÿ M = Mα ∈ Γ ñ

Φ(α, α′) = Φ(∞, r) ◦M

äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ [0, 1). Ïîýòîìó, åñëè Φ(∞, 0) = AΦ = 0, òî Φ(α, α′) = 0 äëÿ ëþáûõ
α, α′ ∈ P 1(Q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì (4.2) � èíúåêöèÿ.

Òåïåðü äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ãîìîìîðôèçìà. Ïóñòü A � ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò èç L, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì Ýéõëåðà �Øèìóðû (4.3). Ïîëîæèì

ΦA(α, α) = 0 è ΦA(∞, 0) = A.

Ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.4) îïðåäåëèì ΦA(∞, α) äëÿ α ∈ [0, 1). Ïîñêîëüêó
äëÿ âñåõ α ̸= α′ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò M èç Γ ñ(

M(∞),M(r)
)
= (α, α′),

ãäå r ∈ [0, 1), òî ìû ìîæåì ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå ΦA íà îñòàëüíûå ïàðû (α, α′) ïî
ôîðìóëå

ΦA(α, α
′) = ΦA(∞, r) ◦M−1. (4.6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàâåíñòâîì

ΦA(α, α
′) ◦M−1

1 = ΦA

(
M(∞),M(r)

)
◦M−1

1 =

= ΦA(∞, r) ◦ (M1M)−1 = ΦA

(
M1M(∞),M1M(r)

)
= ΦA

(
M1(α),M1(α

′)
)

äëÿ ëþáîãî M1 ∈ Γ. Îñòàëîñü òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ P 1(Q)

ΦA(α, β) + ΦA(β, γ) = ΦA(α, γ).

Çàìåòèì, ÷òî

ΦA(0,∞) = ΦA(∞, 0) ◦ S = A ◦ S = −A = −ΦA(∞, 0).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ΦA(∞, r) = ΦA(∞, 0) + ΦA(0, r), (4.7)

êîòîðîå î÷åâèäíî ïðè r = 0. Ïîñêîëüêó ïîä äåéñòâèåì S ýòî ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó

ΦA(∞,−1/r) = ΦA(∞, 0) + ΦA(0,−1/r),

òî åãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ r ∈ (0,∞). Çàìåòèì, ÷òî

ΦA(∞, 1) = ΦA(∞, 0) ◦ T−1 = A ◦ T−1 = −A ◦ (ST−1) =

= −A ◦ U2 = A+A ◦ U = ΦA(∞, 0) + ΦA(∞, 0) ◦ U = ΦA(∞, 0) + ΦA(0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4.7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ r ∈ (0, 1].
Ïóñòü òåïåðü (4.7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî r > 0. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóðåíò-

íûì ñîîòíîøåíèåì (4.4),

− ΦA(∞, 0) + ΦA(∞, r + 1) = −ΦA(∞, 0) + ΦA(∞, r) ◦ T−1 =

= −ΦA(∞, 0) +
(
ΦA(∞, 0) + ΦA(0, r)

)
◦ T−1 = −ΦA(∞, 0) +A ◦ T−1 +ΦA(0, r) ◦ T−1 =

= −A−A ◦ U2 +ΦA(∞,−1/r) ◦ (ST−1) = A ◦ U +ΦA

(
∞,−r + 1

r

)
◦ T−1U2 =

= ΦA(∞, 0) ◦ U +ΦA

(
0,

r

r + 1

)
◦ U = ΦA(∞, 0) ◦ U +

(
ΦA

(
∞,

r

r + 1

)
− ΦA(∞, 0)

)
◦ U =

= ΦA

(
∞,− 1

r + 1

)
◦ S = ΦA(0, r + 1).
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Ïîýòîìó
ΦA(∞, r + 1) = ΦA(∞, 0) + ΦA(0, r + 1).

Èòåðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ r ∈ (0, 1], ïîëó÷èì (4.7) äëÿ ëþáîãî r ∈ (0,∞). Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, ïðè âñåõ α ∈ P 1(Q)

ΦA(∞, α) = ΦA(∞, 0) + ΦA(0, α).

Äåéñòâóÿ íà ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà ýëåìåíòàìè èç Γ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, α̃, α′ ∈ P 1(Q)
ñ ∆(α, α̃) = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ΦA(α, α
′) = ΦA(α, α̃) + ΦA(α̃, α

′). (4.8)

Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî M ∈ Γ

ΦA(α, α̃) = ΦA(∞, 0) ◦M−1 = −ΦA(0,∞) ◦M−1 = −ΦA(α̃, α). (4.9)

Èç ðåêóðñèâíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.4) è ðàâåíñòâà (4.9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α è α′ èç
P 1(Q) íàéäóòñÿ α0, α1, . . . , αs+1 èç P

1(Q) ñ

α0 = α, αs+1 = α′, ∆(αi, αi+1) = 1 (i = 0, . . . , s),

äëÿ êîòîðûõ

ΦA(α, α
′) =

s∑
i=0

ΦA(αi, αi+1).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ α, α′, α′′ èç P 1(Q)

ΦA(α
′, α′′)− ΦA(α, α

′′) + ΦA(α, α
′) =

= ΦA(α
′, α′′)−

s∑
i=0

ΦA(αi, αi+1)− ΦA(α
′, α′′) +

s∑
i=0

ΦA(αi, αi+1) = 0.

Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì

ΦA(α, α
′′) =

s∑
i=0

ΦA(αi, αi+1) + ΦA(α
′, α′′),

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èòåðèðîâàíèåì (4.8). Ïîýòîìó

ΦA(α, α
′) + ΦA(α

′, α′′) = ΦA(α, α
′′).

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5. Îïåðàòîðû Ãåêêå

Ïóñòü Γ̃ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ïàð öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö

Q = ±
(
a b
c d

)
ñ det(Q) > 0. Îíà ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

Γ̃(d) =
{
Q ∈ Γ̃

∣∣ det(Q) = d
}
, d ∈ N.
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Ïðè ýòîì Γ = Γ̃(1). Ïóñòü

Γ̃(d) =

σ(d)∪
j=1

{ΓQj}

� ðàçëîæåíèå Γ̃(d) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû îòíîñèòåëüíî ëåâîãî äåéñòâèÿ Γ ñ ïðåä-
ñòàâèòåëÿìè Qj . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Φ èç E(L) îïðåäåëèì

H(d) ∗ Φ : P 1(Q)× P 1(Q) −→ L

ïî ôîðìóëå (
H(d) ∗ Φ

)
(α, β) =

σ(d)∑
j=1

Φ
(
Qj(α), Qj(β)

)
◦Qj .

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d è ëþáîãî Φ èç E(L) ôóíêöèÿ H(d) ∗ Φ òàêæå

áóäåò ýëåìåíòîì E(L).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü α, β, γ ∈ P 1(Q). Òîãäà(
H(d) ∗ Φ

)
(α, β) +

(
H(d) ∗ Φ

)
(β, γ)−

(
H(d) ∗ Φ

)
(α, γ) =

=

σ(d)∑
j=1

(
Φ
(
Qj(α), Qj(β)

)
+Φ

(
Qj(β), Qj(γ)

)
− Φ

(
Qj(α), Qj(γ)

))
◦Qj = 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî M ∈ Γ

(
H(d) ∗ Φ

)(
M(α),M(β)

)
=

σ(d)∑
j=1

Φ
(
Qj

(
M(α)

)
, Qj

(
M(β)

))
◦Qj =

=

σ(d)∑
j=1

Φ
((

QjM
)
(α),

(
QjM

)
(β)

)
◦
(
QjM

)
◦M−1.

Ïîñêîëüêó ïðè óìíîæåíèè íà M ñïðàâà êëàññû èç Γ\Γ̃(d) ïðîñòî ïåðåñòàâëÿþòñÿ, òî ïî-
ñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà( σ(d)∑

j=1

Φ
(
Qj(α), Qj(β)

)
◦Qj

)
◦M−1 =

(
H(d) ∗ Φ

)
(α, β) ◦M−1.

Òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äåéñòâóÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, êàê â [2] èëè â [7], íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ

íàòóðàëüíûõ d1 è d2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

H(d1)H(d2) =
∑
l\d1
l\d2

l

(
l 0
0 l

)
H

(
d1d2
l2

)
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî H(d) (îïåðàòîðû Ãåêêå) êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.
Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì E(L) íà M(L) èíäóöèðóåò äåéñòâèå H(d) íà M(L) ïî ôîð-

ìóëå

H(d)AΦ =

σ(d)∑
j=1

Φ
(
Qj(∞), Qj(0)

)
◦Qj .
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ABSTRACT

We study the category of moduli with right action of PSL2(Z). Analogues of mod-
ular forms (Eichler � Shimura moduli) including the theory of Hecke operators are
constructed for this category.
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