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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à [1, 2]

rot rotE− k2E = 0 â Ω, (1)

n× rotE+ iα(n×E)× n = h íà Γ. (2)

Çäåñü E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, k > 0 � âîëíîâîå ÷èñëî, α > 0 �
ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ, n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè. Íèæå íà çàäà÷ó (1), (2)
ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ α è h áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R è Lr(D),
1 ≤ r ≤ ∞, ãäå D � îáëàñòü Ω èëè åå ãðàíèöà Γ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-
ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hs(D) è Lr(D). Ïîëîæèì L∞

+ (Γ) = {α ∈ L∞(Γ) : α > 0}.
Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Hs(Ω) è Hs(Γ) è èõ âåêòîðíûõ àíàëîãàõ
áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî (·, ·)s, (·, ·)s,Γ è ∥·∥s, ∥·∥s,Γ (ïðè s = 0 èíäåêñ s áóäåì îïóñ-
êàòü). Îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâX èX∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨·, ·⟩X∗×X

èëè ïðîñòî ⟨·, ·⟩ òàì, ãäå ýòî íå ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè.
Ïóñòü D(Ω) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ â Ω ôóíêöèé,

D′(Ω) � äâîéñòâåííîå ê íåìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1
0 (Ω) ïîïîëíåíèå D(Ω) â H1(Ω), H1

0(Ω) =
H1

0 (Ω)
3.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C1,1.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà H(rot,Ω) = {u : u ∈ L2(Ω), rotu ∈ L2(Ω)}, H(div,Ω) = {u : u ∈

L2(Ω), divu ∈ L2(Ω)} è Hs
T (Γ) = {u : u ∈ Hs(Γ),u · n = 0 íà Γ}.

Îñíîâíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

V = {u ∈ H(rot,Ω) ∩H(div,Ω) : u× n ∈ L2
T (Γ)}
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óë. Ðàäèî, 7. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: mlnwizard@mail.ru, asya-savenkova@yandex.ru

24



ñ íîðìîé
∥u∥2V = ∥u∥2 + ∥ rotu∥2 + ∥u× n∥2Γ.

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (i) ïðîñòðàíñòâà V è V1 = {v ∈
H(rot,Ω) ∩ H(div,Ω) : u · n ∈ L2(Γ)} ñîâïàäàþò è V, V1 ⊂ H1/2(Ω). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
v ∈ V, òî v|Γ ∈ L2(Γ) è v|Γ = vT +vN , ãäå vT = (n× v)×n ∈ L2(Γ) è vN = (v · n)n ∈ L2(Γ).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥u∥2V1
= ∥u∥2 + ∥ rotu∥2 + ∥u · n∥2Γ ≤ C0∥u∥2V, ∥u∥2V ≤ C1∥u∥2V1

(3)

è ôîðìóëà Ãðèíà
(u, rotv) = (rotu,v) + (u× n,vT )Γ ∀u,v ∈ V. (4)

Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê (i) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(ii) h ∈ L2

T (Γ), α ∈ L∞
+ (Γ).

Ïóñòü E ∈ C2(Ω) ∩C1(Ω). Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ôóíêöèþ U, U ∈ V. Ïîñëå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ïðèìåíåíèåì (4) ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 1

(rotE, rotU)− k2(E,U) + i(αET ,UT )Γ = −(h,UT )Γ ∀U ∈ V. (5)

Ôóíêöèþ E ∈ V, óäîâëåòâîðÿþùóþ (5), íàçîâåì ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.
Îáîñíóåì êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Âûáèðàÿ â (5) ôóíêöèþ U ∈ D(Ω)3, ïðè-

õîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
rot rotE− k2E = 0 â D′(Ω)3. (6)

Ïîñêîëüêó E ∈ V, òî rot rotE ∈ V ⊂ L2(Ω) è óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó. Áîëåå
òîãî, div E = 0 â Ω. Óìíîæèì (6) íà U, U ∈ H1(Ω), ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω è, ïðèìåíèâ (4),
âû÷òåì èç (5) ïðè U ∈ H1(Ω). Ïîëó÷èì

⟨n× rotE+ iα(n×E)× n− h, ŨT ⟩H−1/2(Γ)×H1/2(Γ) = 0 ∀Ũ ∈ H1/2(Γ),

èëè n×rotE+iα(n×E)×n = h âH−1/2(Γ). Íî ïîñêîëüêóET ,h ∈ L2
T (Γ), òî n×rotE ∈ L2

T (Γ)
è

n× rotE+ iα(n×E)× n = h ï.â. íà Γ. (7)

Ëåììà 1. Çàäà÷à 1 ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü E1 è E2 � ðåøåíèÿ çàäà÷è (5). Òîãäà ôóíêöèÿ E = E1−E2

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(rotE, rotU)− k2(E,U) + i(αET ,UT )Γ = 0 ∀U ∈ V. (8)

Ïîëàãàÿ çäåñü U = E, ïîëó÷èì

∥ rotE∥2 − k2∥E∥2 + i(α, |ET |2)Γ = 0. (9)

Ïîñêîëüêó k � âåùåñòâåííàÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ) êîíñòàíòà, à α � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,
òî èç (9) âûòåêàåò, ÷òî ET = 0 íà Γ. Â òàêîì ñëó÷àå èç (7) ïîëó÷àåì, ÷òî n × rotE = 0 íà
Γ. Òîãäà èç òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ (ñì [5, 6]) ñëåäóåò, ÷òî E = 0 â Ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ â [3, 1] ïðèìåíÿëîñü ðàçëîæåíèå Ãåëüì-
ãîëüöà

V = V0 ⊕∇H1
0 (Ω), V0 = {u ∈ V : (u,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1

0 (Ω)}.

Ñëåäóÿ [3, 1], ðåøåíèå (5) áóäåì èñêàòü â âèäå E = E0 + ∇p, ãäå E0 ∈ V0, p ∈ H1
0 (Ω).

Ïîëàãàÿ â (5) U = ∇ξ, ξ ∈ S è ó÷èòûâàÿ, ÷òî rot(∇p) = 0 â Ω è ∇p× n = 0 íà Γ, ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ

(∇p,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1
0 (Ω) ⇔ ∇p = 0 ï.â. â Ω,
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èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî E ∈ V0.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó divE = 0 â Ω è divv = 0 ∀v ∈ V0 (ñì [10]), à òàêæå ÷òî åñëè

div∇p = ∆p = 0 â Ω, ãäå p ∈ H1
0 (Ω), òî p = 0 â Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, E ∈ V0.

Ââåäåì áèëèíåéíóþ ôîðìó b : V×V → C, äåéñòâóþùóþ ïî ôîðìóëå b(u,v) = (rotu, rotv)+
(u,v) + i(αuT ,vT )T , è çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü (5) â âèäå

a(E,U) = b(E,U)− (1 + k2)(E,U).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì [1]).
Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-

òû δ, γ0 è γ1, çàâèñÿùèå îò Ω, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

|a(u,v)| ≤ γ0∥u∥V∥v∥V ∀u,v ∈ V, |b(u,u)| ≥ δ∥u∥2V ∀v ∈ V0, (10)

(h,UT )Γ ≤ γ1∥h∥Γ∥U∥V ∀h ∈ L2(Γ), U ∈ V. (11)

Èç (10) è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ V0 â L2(Ω) âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé áè-
ëèíåéíîé ôîðìå a(E,U), ôðåäãîëüìîâ. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñóùåñòâóåò
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥E∥V ≤ ME ≡ C∥h∥Γ. (12)

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

1 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (12).

2. Ðåãóëÿðíîñòü

Óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è 1, îáëàñòü Ω è åå ãðàíèöó
Γ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥E∥1 ≤ C∥E∥V. (13)

Ïóñòü Γ ∈ C1,1, φ ∈ H3/2(Γ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì äëÿ φ òàêóþ ôóíêöèþ

u = uφ ∈ H2(Ω), ÷òî γu = φ, è ñîïîñòàâèì ôóíêöèè u âåêòîð n × ∇u|Γ × n ∈ H
1/2
T (Γ).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàê ïîñòðîåííûé âåêòîð íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè u = uφ.
Ïîýòîìó óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð∇Γ : H3/2(Γ) →
H

1/2
T (Γ), íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà. Ñîïðÿæåííûé ê ∇Γ îïåðàòîð

divΓ : H
−1/2
T (Γ)→H−3/2(Γ), äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

⟨divΓΨ, φ⟩ = −⟨Ψ,∇Γφ⟩ ∀φ ∈ H3/2(Γ), Ψ ∈ H
−1/2
T (Γ),

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïîâåðõíîñòíîé äèâåðãåíöèè (ñì. [7, 8, 9]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåçH
−1/2
T (divΓ; Γ) ïîäïðîñòðàíñòâî âH

−1/2
T (Γ), ñîñòîÿùåå èç âåêòîð-ôóíêöèé

q, ïîâåðõíîñòíàÿ äèâåðãåíöèÿ divΓq êîòîðûõ ïðèíàäëåæèòH
−1/2(Γ), ñ íîðìîé ∥q∥−1/2,div,Γ =

∥q∥−1/2,Γ + ∥divΓq∥−1/2,Γ.
Ïóñòü âìåñòî (i) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(i′) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C2.
Ïîëîæèì K = ∇n, H = (1/2)divn. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà [3]

(∇u,∇v)− (rotu, rotv)− (divu,divv) =

= −(divΓuT ,vn)Γ − (divΓvT ,un)Γ − 2(Hun,vn)Γ − (KuT ,vT )Γ ∀u,v ∈ H1(Ω). (14)
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Ïóñòü u = v. Äëÿ ñëàãàåìîãî (divΓuT ,un)Γ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|(divΓuT ,un)Γ| ≤ ε−1∥divΓuT ∥2−1/2,Γ + ε∥un∥21/2,Γ, ε > 0. (15)

Îáðàòèâøèñü ê (7), ïîëó÷èì

divΓ(αET ) = −idivΓh+ idivΓ(n× rotE). (16)

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû divΓh = 0 íà Γ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

divΓ(n× rotE) = −n · rotrotE = −k2E · n.

Òîãäà
divΓ(αET ) = αdivΓET +ET · ∇Γα = −ik2E · n,

îòêóäà
divΓET = −iα−1k2E · n− α−1ET · ∇Γα. (17)

Î ïðèìåíåíèè èçâåñòíûõ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà íà ãðàíèöå Γ ñì [3].
Â ñèëó (ii) α−1 ∈ L∞(Γ). Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ∇Γα ∈ L2(Γ), èç (17) ïîëó÷àåì îöåíêó

∥divΓET ∥Γ ≤ k2∥α−1∥∥En∥Γ + ∥α−1∥L∞(Γ)∥∇Γα∥Γ∥ET ∥Γ. (18)

Ïîëàãàÿ â (14) u = v = E, divE = 0, ñ ó÷åòîì (18) ïîëó÷èì

∥∇E∥2 ≤ ∥rotE∥2 + Cε(∥En∥2Γ + ∥ET ∥2Γ) + 2ε∥En∥21/2,Γ − 2(HEn,En)Γ − (KET ,ET )Γ.

Îòñþäà â ñèëó (3) ïðèõîäèì ê îöåíêå (13).
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i′), (ii), ∇Γ α ∈ L2(Γ) è divΓh = 0 ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå E ∈ H1(Ω) çàäà÷è 1 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥E∥1 ≤ C∥h∥Γ.
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ABSTRACT

In this paper we investigate regularity property of solution to a boundary value
problem for Maxwell's equations under boundary conditions of the third kind.
Key words: regularity, Maxwell's equations.


