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Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ

ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìàññîïåðåíîñà

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìàñ-

ñîïåðåíîñà. Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà âûáèðàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-

íåíèå ñêîðîñòè ëèáî çàâèõðåííîñòè òå÷åíèÿ îò çàäàííîãî â íåêîòîðîé ÷àñòè îáëàñòè

òå÷åíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ëèáî çàâèõðåííîñòè. Ðîëü óïðàâëåíèé èãðàþò ïîòîê âåùåñòâà

÷åðåç ÷àñòü ãðàíèöû è ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà. Óñòàíàâëèâàþòñÿ äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà èñõîäíûå äàííûå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è îáåñ-

ïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàññîïåðåíîñ, ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, îöåí-

êè óñòîé÷èâîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñëåäóþùåé ìî-
äåëè ìàññîïåðåíîñà:

−ν∆u+ (u · grad)u+ grad p = f + bC, divu = 0 â Ω, u|Γ = g, (1)

−λ∆C + u · gradC = f â Ω, C|ΓD
= ψ, λ∂C/∂n|ΓN

= χ. (2)

Çäåñü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd, d = 2, 3 ñ ãðàíèöåé Γ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé: ΓD

è ΓN , u è C � ñêîðîñòü è êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà, p = P/ρ, ãäå P � äàâëåíèå, ρ=const �
ïëîòíîñòü ñðåäû, ν > 0, λ > 0 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè è
äèôôóçèè âåùåñòâà, f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë, f � îáúåìíàÿ ïëîò-
íîñòü èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà, b = βCG, ãäå G � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, βC ,
g, ψ è χ � íåêîòîðûå ôóíêöèè.

Òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è îáðàòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé òåïëîìàññîïåðåíîñà ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò, èç êîòîðûõ îòìåòèì [1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, âûâåäå-
íû è èññëåäîâàíû ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìó-
ìà. Â [5, 6, 7, 8, 9] òàêæå óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâî-
ñòè ðåøåíèé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, îòâå÷àþùèõ ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêèì,
òåìïåðàòóðíûì ëèáî äèôôóçèîííûì ôóíêöèîíàëàì êà÷åñòâà è óïðàâëåíèÿì. Íèæå áó-
äóò óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà èñõîäíûå äàííûå ðàññìàòðèâàåìûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé
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ôóíêöèé, âõîäÿùèõ êàê â ðàññìàòðèâàåìûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, òàê è â óðàâíåíèÿ ìî-
äåëè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rd, d = 2, 3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1, ñîñòîÿùåé

èç N ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Γ(i), i = 1, 2, ..., N ; ΓD ∈ C0,1, meas ΓD > 0, ΓN ∈ C0,1, ΓD∩ΓN = ∅,
Γ = ΓD ∪ ΓN .

Àíàëîãè÷íî [10] áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
â L2(Ω), L2(Q), ãäå Q ⊂ Ω � ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω, ëèáî â L2(ΓN ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
(·, ·), (·, ·)Q ëèáî (·, ·)ΓN

; íîðìó â L2(Ω), L2(Q) ëèáî â L2(ΓN ) � ÷åðåç ∥ · ∥, ∥ · ∥Q ëèáî
∥ · ∥ΓN

; íîðìó ëèáî ïîëóíîðìó â H1(Ω) è H1(Ω) � ÷åðåç ∥ · ∥1 ëèáî | · |1; íîðìó â H1/2(Γ)
ëèáî â H1/2(ΓD) � ÷åðåç∥ · ∥1/2,Γ ëèáî ∥ · ∥1/2,ΓD

; îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïàðû X
è X∗ � ÷åðåç ⟨·, ·⟩X∗×X èëè ïðîñòî ÷åðåç ⟨·, ·⟩. Ïîëîæèì V = {v ∈ H1

0(Ω) : divv = 0},
L2
0(Ω) = {p ∈ L2(Ω) : (p, 1) = 0}, T = H1(Ω,ΓD) ≡ {S ∈ H1(Ω) : S|ΓD

= 0}, H̃1(Ω) =
{v ∈ H1(Ω) : (v,n)Γ(i) = 0, i = 1, 2, . . . , N,v · n|ΓN

= 0}, H̃1/2(Γ) = {g = v|Γ : v ∈ H̃1(Ω)}.
Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê (i) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(ii) g ∈ H̃1/2(Γ), ψ ∈ H1/2(ΓD), b ∈ L2(Ω); (iii) χ ∈ L2(ΓN ), f ∈ L2(Ω), f ∈ H−1(Ω).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà (ñì [10]).
Ëåììà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû δ0, δ1, γ0, γ1, γ2, γ3,

γ4, β1, çàâèñÿùèå îò Ω, ñ êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(∇v,∇v) ≥ δ0∥v∥21 ∀v ∈ H1
0(Ω), (∇S,∇S) ≥ δ1∥S∥21 ∀S ∈ T , (3)

|((u · ∇)v,w)| ≤ γ0∥u∥1∥v∥1∥w∥1, |(u · ∇C,S)| ≤ γ1∥u∥1∥C∥1∥S∥1, (4)

|(bS,v)| ≤ β1∥v∥1∥S∥1, |(χ, S)ΓN
| ≤ γ2∥χ∥ΓN

∥S∥1, (5)

∥v∥Q ≤ γ4∥v∥1, |(ζd,v)Q| ≤ γ4∥ζd∥Q∥v∥1, ∥rotv∥ ≤ γ3∥v∥1. (6)

Êðîìå òîãî,

((u · ∇)v,v) = 0 ∀u ∈ H1(Ω) ñ divu = 0, v ∈ H1
0(Ω), (7)

(u · ∇C,C) = 0 ∀u ∈ H̃1(Ω) ñ divu = 0, C ∈ T . (8)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ â (1), (2) íà òåñòîâûå ôóíêöèè è èíòåãðèðóÿ, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è äëÿ ìîäåëè 1. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè
òðîéêè x ≡ (u, p, C) ∈ H̃1(Ω)× L2

0(Ω)×H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèÿì

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇u),v)− (divv, p) = ⟨f ,v⟩+ (bC,v) ∀v ∈ H1
0(Ω), (9)

λ(∇C,∇S) + (u · ∇C, S) = (f, S) + (χ, S)ΓN
∀S ∈ T , (10)

divu = 0 â Ω, u|Γ = g, C|ΓD
= ψ. (11)

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð, [10]), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii), (iii) ñóùå-
ñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå (u, p, C) ∈ H̃1(Ω) × L2

0(Ω) ×H1(Ω) çàäà÷è (9)�(11) è
ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∥u∥1 ≤ Mu, ∥p∥ ≤ Mp, ∥C∥1 ≤ MC . Çäåñü Mu, Mp è MC � íåóáûâàþ-
ùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íîðì ∥b∥, ∥g∥1/2,Γ, ∥f∥−1, ∥χ∥ΓN

, ∥ψ∥1/2,ΓD
, ∥f∥. Åñëè ê òîìó

æå ôóíêöèè g, f , χ, ψ, f �ìàëû� (ëèáî âÿçêîñòü ν �âåëèêà�) â òîì ñìûñëå, ÷òî

γ0
δ0ν

Mu +
1

δ0ν

β1γ1
δ1λ

MC < 1, (12)

ãäå êîíñòàíòû δi, γi è β1 ââåäåíû â (3)�(5), òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
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2. Ïîñòàíîâêà ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (1), (2) íà äâå ãðóïïû: ãðóïïó óïðàâ-
ëåíèé, êóäà âíåñåì ôóíêöèè χ è f , èãðàþùèå ðîëü èñêîìûõ óïðàâëåíèé, è ãðóïïó ôèêñè-
ðîâàííûõ äàííûõ, êóäà âíåñåì íåèçìåíÿåìûå â äàëüíåéøåì ôóíêöèè b,g è ψ. Ïîëîæèì
x = (u, p, C), u0 = (b,g, ψ), u = (χ, f). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà ìíîæåñòâå
K = K1 ×K2, ãäå

(j) K1 ⊂ L2(ΓN ), K2 ⊂ L2(Ω) � íåïóñòûå çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà.
Ïîëàãàÿ X = H̃1(Ω)× L2

0(Ω)×H1(Ω), Y = H−1(Ω)× L2
0(Ω)× H̃1/2(Γ)× T ∗ ×H1/2(ΓD),

ââåäåì îïåðàòîð F ≡ (F1, F2, F3, F4, F5) : X ×K × L2(Ω) → Y , ãäå

⟨F1(x, f),v⟩ = ν(∇u,∇v) + ((u · ∇u),v)− (divv, p)− (bC,v)− ⟨f ,v⟩

⟨F4(x, χ, f), S⟩ = λ(∇C,∇S) + (u · ∇C, S)− (f, S)− (χ, S)ΓN
,

⟨F2(x), q⟩ = −(divu, q), F3(x,g) = u|Γ − g, F5(x, ψ) = C|ΓD
− ψ.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûé îïåðàòîð F , çàïèøåì ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó (9)�(11) çàäà÷è (1), (2)
â âèäå F (x, u, f) = 0.

Ïóñòü I(u) � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

J(u, u) ≡ µ0
2
I(u) +

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥f∥2 → inf, F (x, u, f) = 0, (x, u) ∈ X ×K. (13)

Çäåñü µ0, µ1 è µ2 � ïîëîæèòåëüíûå ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû (ñì ïîäðîáíåå îá èõ ñìûñëå â
[7, 8]). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà:

I1(u) = ∥u− vd∥2Q = ∥u− vd∥2L2(Q), I2(u) = ∥rotu− ζd∥2Q. (14)

Çäåñü vd ∈ L2(Q) (ëèáî ζd ∈ L2(Q)) ìîäåëèðóåò èçìåðåííîå èëè æåëàåìîå â íåêîòîðîé
ïîäîáëàñòè Q îáëàñòè Ω ïîëå ñêîðîñòåé (ëèáî çàâèõðåííîñòè).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë f ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå Z ⊂ L2(Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x1, u1) ≡ (u1, p1, C1, χ1, f1) ∈ X×K (ïðîèçâîëüíîå)
ðåøåíèå çàäà÷è (13) äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f = f1 ∈ Z. Ñóùåñòâîâàíèå åãî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (i), (ii) è (j) âûòåêàåò èç [10]. ×åðåç (x2, u2) ≡ (u2, p2, C2, χ2, f2) ∈ X×K îáîçíà÷èì
ðåøåíèå áëèçêîé ê (13) çàäà÷è

J̃(u, u)=
µ0
2
Ĩ(u)+

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥f∥2 → inf, F (x,u, f)=0, (15)

ïîëó÷åííîé çàìåíîé ôóíêöèîíàëà I â (13) áëèçêèì ôóíêöèîíàëîì Ĩ, à ôóíêöèè f , âõîäÿùåé
â óðàâíåíèå (1), áëèçêîé ôóíêöèåé f̃ ∈ Z. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ §1 äëÿ òðîåê (ui, pi, Ci)
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥ui∥1 ≤M0
u, ∥pi∥ ≤M0

p , ∥Ci∥ ≤M0
C , (16)

ãäå

M0
u = sup

u∈K,f∈Z
Mu(u0, u, f), M

0
p = sup

u∈K,f∈Z
Mp(u0, u, f), M

0
C = sup

u∈K,f∈Z
MC(u0, u, f).

Ââåäåì ìîäåëüíûå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re, Ðýëåÿ Ra è Ïðàíäòëÿ P ôîðìóëàìè

Re = γ0M
0
u

δ0ν
, Ra =

γ1
δ0ν

β1M
0
C

δ1λ
, P =

δ0ν

δ1λ
(17)
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è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M0
p <∞, Re+Ra ≡ γ0M

0
u

δ0ν
+

γ1
δ0ν

β1M
0
C

δ1λ
< 1/2. (18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (1,y∗
i ), ãäå y

∗
i ≡ (ξi, σi, ζi, θi, ζ

t
i ) ∈ V×L2

0(Ω)×H̃1/2(Γ)∗×T ×H1/2(ΓD)
∗,

i = 1, 2, îòâå÷àþùèå óêàçàííûì ðåøåíèÿì (xi, ui) íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (ñì [10])

ν(∇w,∇ξi) + ((ui · ∇w), ξi) + ((w · ∇)ui, ξi) + κ(w · ∇Ci, θi)− (divw, σi) + ⟨ζi,w⟩Γ =

= −(µ0/2)⟨(Ii)′u(ui),w⟩ ∀w ∈ H̃1(Ω), i = 1, 2, (19)

κ[λ(∇τ,∇θi) + (ui · ∇τ, θi) + ⟨ζti , τ⟩ΓD
]− (bτ, ξi) = 0 ∀τ ∈ H1(Ω), i = 1, 2, (20)

ãäå κ � âñïîìîãàòåëüíûé ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü, è íåðàâåíñòâó

(µ1χi − κθi, χ− χi)ΓN
+ (µ3fi − κθi, f − fi) ≥ 0 ∀(χ, f) ∈ K. (21)

Â (19) ìû ââåëè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ I1 ≡ I, I2 ≡ Ĩ. Ïîëîæèì χ = χ1 − χ2, u = u1 − u2,
p = p1 − p2, C = C1 − C2, f = f1 − f2, σ = σ1 − σ2, ξ = ξ1 − ξ2, ζ = ζ1 − ζ2, θ = θ1 − θ2,
ζt = ζt1 − ζt2 è âû÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (9)�(11), çàïèñàííûå äëÿ u2, p2, C2, u2, èç (9)�(11) äëÿ
u1, p1, C1, u1. Ïîëó÷èì

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u1,v) + (u2 · ∇)u,v)− (divv, p)− (bC,v) = ⟨f ,v⟩ ∀v ∈ H1
0(Ω), (22)

λa1(∇C,∇S)+(u · ∇C1, S) + (u2 · ∇C, S) = (f, S) + (χ, S)ΓN
∀S ∈ T , (23)

divu = 0 â Ω, u|Γ = 0, C|ΓD
= 0. (24)

Ïîëîæèì χ = χ1, ψ = ψ1 â íåðàâåíñòâå (21) ïðè i = 2, χ = χ2, ψ = ψ2 â òîì æå íåðàâåíñòâå
ïðè i = 1 è ñëîæèì. Ïîëó÷èì

−κ[(χ, θ)ΓN
+ (f, θ)] ≤ −µ1∥χ∥2ΓN

− µ2∥f∥2. (25)

Âû÷òåì äðóã èç äðóãà òîæäåñòâà (19), (20), çàïèñàííûå äëÿ (x1, u1,y
∗
1) è (x2, u2,y

∗
2).

Ïîëó÷èì

ν(∇w,∇ξ) + ((u1 · ∇)w, ξ) + ((u · ∇)w, ξ2) + ((w · ∇)u1, ξ) + ((w · ∇)u, ξ2) + κ(w · ∇C1, θ)

+κ(w · ∇C, θ2)−(divw, σ)+⟨ζ,w⟩Γ=−(µ0/2)⟨I ′u(u1)−Ĩ ′u(u2),w⟩ ∀w ∈ H̃1(Ω), (26)

κ[λ(∇τ,∇θ)+(u1 · ∇τ, θ)+(u · ∇τ, θ2)+⟨ζt, τ⟩ΓD
]−(bτ, ξ) = 0 ∀τ∈H1(Ω). (27)

Ïîëîæèì â (26), (27) w = u, τ = C è ñëîæèì. Ó÷èòûâàÿ (24), ïîëó÷èì

ν(∇u,∇ξ) + ((u1 · ∇)u, ξ) + 2((u · ∇)u, ξ2) + ((u · ∇)u1, ξ) + κ(u · ∇C1, θ) + κ(u · ∇C, θ2)+

+κ[λa1(∇C,∇θ)+(u1 · ∇C, θ)+(u · ∇C, θ2)]−(bC, ξ)=−(µ0/2)⟨I ′u(u1)−Ĩ ′u(u2),u⟩. (28)

Ïîëîæèì v = ξ â (22), S = κθ â (23) è âû÷òåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ èç (28). Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî (25), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

((u · ∇)u, ξ1 + ξ2) + κ(u · ∇C, θ1 + θ2) + (µ0/2)⟨I ′u(u1)− Ĩ ′u(u2),u⟩ ≤

≤ −⟨f , ξ⟩ − µ1∥χ∥2ΓN
− µ2∥f∥2. (29)

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) è (18) ÷åòâåðêè (u1, p1, C1, u1)
è (u2, p2, C2, u2) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (13) è (15) ñîîòâåòñòâåííî, y∗

i = (ξi, σi, ζi,
θi, ζ

t
i ), i = 1, 2 � îòâå÷àþùèå ýòèì ðåøåíèÿì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Òîãäà äëÿ ðàçíîñòåé

u = u1 − u2, p = p1 − p2, C = C1 − C2, χ = χ1 − χ2, f = f1 − f2, ξ = ξ1 − ξ2 ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå (29).

Ïîëîæèì â (22) v = u. Ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷èì ν(∇u,∇u) = ((u · ∇)u1,u) +(bC,u) +
⟨f ,u⟩. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îöåíêè (3)�(5), âûâîäèì, ÷òî

δ0ν∥u∥21 ≤ γ0M
0
u∥u∥21 + β1∥C∥1∥u∥1 + ∥f∥−1∥u∥1. (30)

Èç (18) âûòåêàåò, ÷òî

(δ0ν/2) < δ0ν − γ0M
0
u − β1γ1

δ1λ
M0

C ≤ δ0ν − γ0M
0
u. (31)

Ïåðåïèñàâ (30) ñ ó÷åòîì (31) â âèäå

(δ0ν/2)∥u∥21 ≤ (δ0ν − γ0M
0
u)∥u∥21 ≤ (β1∥C∥1 + ∥f∥−1)∥u∥1,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ∥u∥1:

∥u∥1 ≤
2

δ0ν
(β1∥C∥1 + ∥f∥−1). (32)

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðàçíîñòè äàâëåíèé p = p1−p2. ×òîáû åå âûâåñòè,
âîñïîëüçóåìñÿ inf�sup óñëîâèåì äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû (div·, ·). Óêàçàííîå óñëîâèå èìååò
âèä [10]

inf
s∈L2

0(Ω),s ̸=0
sup

v∈H1
0(Ω),v ̸=0

−(divv, s)

∥v∥1∥s∥
≥ β = const > 0. (33)

Â ñèëó (33) äëÿ ôóíêöèè p = p1−p2 è ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ÷èñëà δ > 0 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ v0 ∈ H1

0(Ω), v0 ̸= 0, ÷òî −(divv0, p) ≥ β0∥v0∥1∥p∥, β0 = (β−δ) > 0. Ïîëîæèì
â òîæäåñòâå äëÿ u â (22) v = v0 è âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé îöåíêîé è îöåíêàìè (3), (4). Òîãäà

β0∥v0∥1∥p∥ ≤ b(v0, p) ≤ ν∥v0∥1∥u∥1 + 2γ0M
0
u∥v0∥1∥u∥1 + β1∥C∥1∥v0∥1 + ∥f∥−1∥v0∥1

= (ν + 2γ0M
0
u)∥u∥1∥v0∥1 + β1∥C∥1∥v0∥1 + ∥f∥−1∥v0∥1.

Îòñþäà, ñîêðàùàÿ íà ∥v0∥1 ̸= 0, âûâîäèì, ÷òî

∥p∥ ≤ ν + 2γ0M
0
u

β0
∥u∥1 +

β1
β0

∥C∥1 +
1

β0
∥f∥−1=

δ0ν

β0
M∥u∥1 +

β1
β0

∥C∥1 +
1

β0
∥f∥−1, (34)

ãäå M=δ−1
0 +2Re. Èñïîëüçóÿ (32), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ∥p∥:

∥p∥ ≤ (2M + 1)
β1
β0

∥C∥1 +
2M + 1

β0
∥f∥−1. (35)

3. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Èññëåäóåì â ýòîì ðàçäåëå åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (13) äëÿ êîí-
êðåòíûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà I = I1, ò.å. ðàññìîòðèì
äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

J(v, u) ≡ µ0
2
∥v − vd∥2Q+

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥f∥2 → inf,
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F (x, u, f) = 0, x = (v, p, C) ∈ X, u = (χ, f) ∈ K = K1 ×K2. (36)

Ïóñòü (x1, u1) ≡ (u1, p1, C1, χ1, f1) � ðåøåíèå çàäà÷è (36), îòâå÷àþùåå çàäàííûì ôóíêöèÿì

vd ≡ u
(1)
d ∈ L2(Q) è f = f1 ∈ Z, (x2, u2) ≡ (u2, p2, C2, χ2, f2) � ðåøåíèå çàäà÷è (36), îòâå÷à-

þùåå âîçìóùåííûì ôóíêöèÿì ṽd ≡ u
(2)
d ∈ L2(Q) è f = f2 ∈ Z. Ïîëàãàÿ ud = u

(1)
d − u

(2)
d ,

îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è (36) èìååì

⟨I ′u(ui),w⟩ = 2(ui−ud,w)Q, ⟨I ′u(u1)− Ĩ ′u(u2),u⟩ = 2(u− ud,u)Q = 2(∥u∥2Q− (u,ud)Q). (37)

Ñîîòíîøåíèÿ (20), (22), (23), (24) äëÿ çàäà÷è (36) íå èçìåíÿþòñÿ, à òîæäåñòâî (19) è íåðà-
âåíñòâî (29) ïðèíèìàþò, ñ ó÷åòîì (37), âèä

ν(∇w,∇ξi) + ((ui · ∇)w, ξi) + ((w · ∇)ui, ξi) + κ(w · ∇Ci, θi)− (divw, σi) + ⟨ζi,w⟩Γ =

= −µ0(ui − u
(i)
d ,w)Q ∀w ∈ H̃1(Ω), (38)

((u ·∇)u, ξ1+ξ2)+κ(u ·∇C, θ1+θ2)+µ0(∥u∥2Q−(u,ud)Q) ≤ −⟨f , ξ⟩−µ1∥χ∥2ΓN
−µ2∥f∥2. (39)

Â ñèëó (24) C ∈ T . Ïîëîæèì â (23) S = C. Ïîëó÷èì, â ñèëó (8), ÷òî

λ(∇C,∇C) = −(u · ∇C1, C) + (f, C) + (χ,C)ΓN
. (40)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3), (4), (5) è (16), èç (40) âûâîäèì, ÷òî δ1λ∥C∥2 ≤ γ1M
0
C∥u∥1∥C∥1+

(∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN
)∥C∥1. Îòñþäà è èç (32) ïîëó÷àåì, ÷òî

∥C∥1 ≤
γ1M

0
C

δ1λ
∥u∥1 +

∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN

δ1λ
≤

2β1
δ0ν

γ1M
0
C

δ1λ
∥C∥1 +

2

δ0ν

γ1M
0
C

δ1λ
∥f∥−1 +

∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN

δ1λ
. (41)

Èç (41) âûâîäèì, ñ ó÷åòîì (17), (32) è (35), ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥C∥1 ≤
∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN

δ1λ(1− 2Ra)
+

2Ra∥f∥−1

β1(1− 2Ra)
,

∥u∥1 ≤
2β1(∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN

)

δ0νδ1λ(1− 2Ra)
+

2

δ0ν(1− 2Ra)
∥f∥−1,

∥p∥ ≤ β1(2M + 1)(∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN
)

β0δ1λ(1− 2Ra)
+

(2M + 1)∥f∥−1

β0(1− 2Ra)
. (42)

Ïîëîæèì â (38), (20) w = ξi ∈ V, τ = θi ∈ T . Ó÷èòûâàÿ (7), (8), ïîëó÷èì

ν(∇ξi,∇ξi) = −((ξi · ∇)ui, ξi)− κ(ξi · ∇Ci, θi)− µ0(ui − u
(i)
d , ξi)Q, (43)

κ[λ(∇θi,∇θi) + λ(αθi, θi)ΓN
] = (bθi, ξi), i = 1, 2. (44)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3)�(6), íàõîäèì, ÷òî

a(∇ξi,∇ξi) ≥ δ0∥ξi∥21, |((ξi · ∇)ui, ξi)| ≤ γ0∥ui∥1∥ξi∥21 ≤ γ0M
0
u∥ξi∥21, (45)

|(bθi, ξi)| ≤ β1∥θi∥1∥ξi∥1, κ|(ξi · ∇Ci, θi)| ≤ κγ1M0
T ∥ξi∥1∥θi∥1, (46)

|(ui − u
(i)
d , ξi)Q| ≤ ∥ui − u

(i)
d ∥Q∥ξi∥Q ≤ γ4(γ4M

0
u + ∥u(i)

d ∥Q)∥ξi∥1. (47)

Ó÷èòûâàÿ (45)�(47), èç (43) è (44) âûâîäèì, ÷òî

∥θi∥1 ≤
β1
δ1λκ

∥ξi∥1,
(
δ0ν−γ0M0

u−
β1γ1
δ1λ

M0
C

)
∥ξi∥21 ≤ µ0γ4(γ4M

0
u + ∥u(i)

d ∥Q)∥ξi∥1.
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Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóÿ (31), (6), ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì, ÷òî

∥ξi∥1 ≤
2µ0γ4
δ0ν

(γ4M
0
u + ∥u(i)

d ∥Q) =
2µ0γ

γ0
(Re+Re0), ∥θi∥1 ≤

2µ0γβ1
γ0δ1λκ

(Re+Re0). (48)

Çäåñü

γ = γ24 , Re0 = γ0
δ0νγ4

max(∥u(1)
d ∥Q, ∥u(2)

d ∥Q). (49)

Ó÷èòûâàÿ (4), (42) è íåðàâåíñòâà (48) äëÿ ξi, θi, íàõîäèì, ÷òî

|((u · ∇)u, ξ1 + ξ2)| ≤ γ0∥u∥21(∥ξ1∥1 + ∥ξ2∥1) ≤ 4µ0γ(Re+Re0)×[
2

δ0ν(1− 2Ra)

]2
×

[
β1(∥f∥+γ2∥χ∥ΓN

)

δ1λ
+ ∥f∥−1

]2
,

|(u · ∇C, θ1 + θ2)| ≤
4µ0γγ1β1(Re+Re0)

γ0δ1λκ
× 2

δ0ν(1− 2Ra)2
×[

β1(∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN
)

δ1λ
+ ∥f∥−1

]
×

[
∥f∥+γ2∥χ∥ΓN

δ1λ
+

2Ra
β1

∥f∥−1

]
. (50)

Èç (50) ïîëó÷àåì, ÷òî

|((u · ∇)u, ξ1 + ξ2) + κ(u · ∇C, θ1 + θ2)| ≤ µ0c(∥f∥2 + γ22∥χ∥2ΓN
) + µ0b∥f∥2−1. (51)

Çäåñü êîíñòàíòû b è c îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

b = 6γ(Re+Re0)
[

2

δ0ν(1− 2Ra)

]2 [
3 + 4

(
γ1
γ0

P
)2

Ra2
]
,

c = 6γ(Re+Re0)
[

2

δ0ν(1− 2Ra)

]2( β1
δ1λ

)2
[
3 +

(
γ1
γ0

P
)2

]
. (52)

Ïóñòü èñõîäíûå äàííûå äëÿ çàäà÷è (36) è ïàðàìåòðû µ0, µ1 è µ2 òàêîâû, ÷òî ñ íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(1− ε)µ1 ≥ µ0cγ
2
2 , (1− ε)µ2 ≥ µ0c, ε = const > 0. (53)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (53) èç (51) âûâîäèì, ÷òî

|((u · ∇)u, ξ1 + ξ2) + κ(u · ∇C, θ1 + θ2)| ≤ (1− ε)µ1∥χ∥2ΓN
+ (1− ε)µ2∥f∥2 + µ0b∥f∥2−1. (54)

Ó÷èòûâàÿ (54), èç (39) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

µ0(∥u∥2Q−(u,ud)Q)≤−((u · ∇)u, ξ1 + ξ2)−κ(u · ∇C, θ1 + θ2)− µ1∥χ∥2ΓN
− µ2∥f∥2 + µ0b∥f∥2−1+

+∥ξ∥1∥f∥−1 ≤ −εµ1∥χ∥2ΓN
− εµ2∥f∥2 + a∥f∥−1 + b∥f∥2−1, (55)

ãäå

a =
4µ0γ(Re+Re0)

γ0
. (56)

Èç (55) ñëåäóåò, ÷òî

µ0∥u∥2Q ≤ µ0(u,ud)Q − εµ1∥χ∥2ΓN
− εµ2∥f∥2 + µ0a∥f∥−1 + µ0b∥f∥2−1, (57)
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Îòáðàñûâàÿ íåïîëîæèòåëüíûå ñëàãàåìûå â (57), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∥u∥2Q ≤ ∥u∥Q∥ud∥Q + a∥f∥−1 + b∥f∥2−1.

Èç íåãî âûâîäèì, ÷òî
∥u∥Q ≤ ∥ud∥Q + α(∥f∥−1). (58)

Çäåñü íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ α : [0,∞) → [0,∞) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

α(∥f∥−1) = (a∥f∥−1 + b∥f∥2−1)
1/2. (59)

Ïîñêîëüêó u = u1 − u2, ud = u
(1)
d − u

(2)
d , f = f1 − f2, òî îöåíêà (58) ýêâèâàëåíòíà îöåíêå

∥u1 − u2∥Q ≤ ∥u(1)
d − u

(2)
d ∥Q + α(∥f1 − f2∥−1),

èìåþùåé ïðè Q = Ω ñìûñë îöåíêè óñòîé÷èâîñòè â íîðìå L2(Ω) êîìïîíåíòû û ðåøå-
íèÿ (û, p̂, T̂ , χ̂, f̂) çàäà÷è (36) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé ôóíêöèé vd ∈ L2(Ω) è
f ∈ H−1(Ω) â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ L2(Ω) è H−1(Ω) ñîîòâåòñòâåííî.

Ó÷èòûâàÿ (58), ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (57) â âèäå

εµ1∥χ∥2ΓN
+ εµ2∥f∥2 ≤ −µ0∥u∥2Q + µ0∥u∥Q∥ud∥Q + µ0(a∥f∥−1 + b∥f∥2−1) ≤

≤ µ0[∥ud∥Q + µ0(a∥f∥−1 + b∥f∥2−1)
1/2]2.

Îòñþäà è èç (42) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì îöåíêàì óñòîé÷èâîñòè:

∥χ1 − χ2∥ΓN
≤

√
µ0
εµ1

∆, ∥f1 − f2∥ ≤
√

µ0
εµ2

∆, (60)

∥u1 − u2∥1 ≤
2β1

δ0ν(1− 2Ra)δ1λ

(
1

√
µ2

+
γ2√
µ1

)√
µ0
ε
∆+

2∥f1 − f2∥−1

δ0ν(1− 2Ra)
, (61)

∥C1 − C2∥1 ≤
1

δ1λ(1− 2Ra)

(
1

√
µ2

+
γ2√
µ1

)√
µ0
ε
∆+

2Ra∥f1 − f2∥−1

β1(1− 2Ra)
, (62)

∥p1 − p2∥ ≤ (2M + 1)β1
β0δ1λ(1− 2Ra)

(
1

√
µ2

+
γ2√
µ1

)√
µ0
ε
∆+

2M + 1

β0(1− 2Ra)
∥f1 − f2∥−1, (63)

ãäå
∆ = ∥u(1)

d − u
(2)
d ∥Q + α(∥f1 − f2∥−1). (64)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii), (j) è (18) ïÿòåðêà ôóíêöèé

(ui, pi, Ti, χi, fi) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (36), îòâå÷àþùèì çàäàííûì ôóíêöèÿì vd =

u
(i)
d ∈L2(Q) è fi ∈ Z, i = 1, 2, ãäå Q � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, è ïóñòü

ïàðàìåòðû a è b, c îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (56) è (52), ãäå ÷èñëà γ è Re0 îïðå-

äåëåíû â (49). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (53). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

óñòîé÷èâîñòè (60)�(63), ãäå ∆ îïðåäåëåíî â (64).

Ïî ïîäîáíîé ñõåìå èññëåäóåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

J(v, u) ≡ µ0
2
∥rotv − ζd∥2Q +

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥f∥2 → inf,

F (x, u, f) = 0, (x, u) ∈ X ×K, u = (χ, f), (65)

ïîëó÷àþùàÿñÿ èç (36) çàìåíîé ôóíêöèîíàëà I1(v) íà I2(v). Ïîëîæèì

γ = γ23 , Re0 =
γ0

δ0νγ3
max(∥ζ(1)d ∥Q, ∥ζ(2)d ∥Q), (66)
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∆ = ∥ζ(1)d − ζ
(2)
d ∥Q + α(∥f1 − f2∥−1). (67)

Çäåñü γ3 � êîíñòàíòà, âõîäÿùàÿ â (6). Àíàëèç, àíàëîãè÷íûé äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2,
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii), (j) è (18) ïÿòåðêà ôóíêöèé

(ui, pi, Ci, χi, fi) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (65), îòâå÷àþùèì çàäàííûì ôóíêöèÿì ζ
(i)
d ∈

L2(Q), i = 1, 2 è fi ∈ Z, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (53), ãäå ïàðàìåòðû γ0 è Re0 îïðåäåëåíû
â (66). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè (60)�(63), ãäå ∆ îïðåäåëåíî â (67).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (36) ëèáî (65) êàê ïðè Q = Ω, òàê è
ïðè Q ⊂ Ω, óäàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðàìåòðû µ1 è µ2 â (36) ëèáî â (65)
ïîëîæèòåëüíû è, áîëåå òîãî, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (53). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàëè÷èå â âû-
ðàæåíèè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (36) è (65) ñëàãàåìûõ (µ1/2)∥χ∥2ΓN

è (µ2/2)∥f∥2
âíîñèò â ðàññìàòðèâàåìóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ðåãóëÿðèçèðóþùèé ýôôåêò.
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ABSTRACT

Inverse extremum problems for stationary equations of mass transfer are considered.
Heat �ux through the part of the boundary and the volume impurity source density
play the role of controls. The mean quadratic integral deviation of the velocity or
vorticity �eld from the given �eld in a part of the domain is chosen as the cost
functional. Su�cient conditions to input data are established, which provide the
uniqueness and stability of solutions.
Key words: mass transfer, extremum problems, optimality system, stability


